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Vetores, Matrizes e Coordenadas i 


1.1 INTRODUÇÃO 


Para poder seguir este texto sem maiores dificuldades, espera-se que O leitor tenha 
uma preparação adequada em matemática e física. Isso implica um bom conhecimento 
de cálculo avançado, um curso básico de equações diferenciais e um curso básico de 
graduação em álgebra. Um conhecimento rudimentar de números complexos, de ma- 
trizes e de séries de Fourier é desejável, mas não indispensável. Quanto aos assuntos 
de física, o leitor deve ter completado o treinamento padrão dos cursos de graduação 
em mecânica, termodinâmica, eletromagnetismo e física atômica. 

Mesmo supondo preenchidos estes pré-requisitos, é frequentemente reconhecida a 
necessidade de se rever um pouco do material preparatório, no início de um texto. 
Seguiremos este costume, dedicando um pouco de tempo à análise vetorial que está 
relacionada, em mais de uma maneira, com o material desenvolvido neste texto. Natu- 
ralmente uma tal revisão deve ser rápida, e teremos que omitir a maioria dos detalhes, 
em particular os que envolvem demonstrações matemáticas. Enviamos o leitor aos 
textos usuais de cálculo avançado e análise vetorial* para uma discussão completa. 

Por outro lado, esperamos chamar a atenção para alguns aspectos interessantes 
que nem sempre são destacados nos textos comumente usados. 


1.2 VETORES EM SISTEMAS DE COORDENADAS CARTESIANAS 


Em muitos textos elementares, um vetor é definido como uma quantidade caracteri- 
zada por grandeza e direção. Veremos no Capítulo 10 que os vetores são muito mais 
gerais do que isso, mas é correto dizer que o conceito de vetor foi pela primeira vez 
introduzido na matemática (pelos físicos), para representar “quantidades com dire- 


vetores mais familiares e mais simples. 
Como bem sabemos, quantidades com direção podem ser representadas grafica- 
mente por flechas, e estão sujeitas a duas operações básicas: 


*Por exemplo, A. E. Taylor, Advanced Calculus; T. M. Apostol, Mathematical Analysis; W. Kaplan, Advan- 
ced Calculus. é 
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ição 
a) multiplicação por um escalar* k ea 
Estas operações estão ilustradas na Fig. l. 


” 
A 


Fig. 1.1 


: i nto, a 
Em muitos casos podemos desenhar vários vetores a p E A 
origem. Então, cada vetor pode ser caracterizado pelas coor lena e r 
Podem-se utilizar vários sistemas de coordenadas, mas os sistem E e 
cartesianas são os mais convenientes. A razão disso é muito simple a 
funda: as coordenadas cartesianas de um ponto podem servir, pa is e 
componentes do vetor correspondente. Isso está ilustrado na a g $ o 
lhemos sistemas cartesianos ortogonais no plano e no espaço. O serve q Pa 
tridimensional é “'dextrogiro”**; em geral, usaremos, neste livro, sistemas g 
ros. 


Fig. 1.2 


Podemos agora associar a um vetor u (do espaço) com conjunto de três escalares (Ux 
úv, 4), de tal maneira que Au corresponderá a (At, Ay Au) eu + v corresponderá 
a (Ux Vr Uy + Vp Uz + v). Observe que, em geral, nenhuma de tais relações se 
verificará, se um vetor for caracterizado por outros tipos de coordenadas, como as 
esféricas ou cilíndricas. 


Além disso, coordenadas cartesianas ortogonais dão origem a fórmulas muito 


simples para outras quantidades usuais associadas a vetores, tais com 
a) o comprimento (a grandeza) de um vetor: 


e De 
*Até estarmos aptos a discutir os vetores complexos (Capítulo 10), suporemos que os escalares são números 
reais. 


28 A : Ao cipa há ç a EN 
Uma rotação de 90° do eixo dos x, até coincidir com o eixo dos y, parece ser feita no sentido contrário ao dos 
ponteiros do relógio, Para um observador qualquer, com z >0. Os sistemas dextrogiros são também chamados 
de “positivamente orientados”. 


Si fa SS e di 
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2 2 
juj=u=(ui+u + uz) , 

b) projeções de um vetor sobre os eixos coordenados: * 
uz = u cos (u, i), uy = u cos (u, j), u, = u cos (u, k), 


c) projeção de um vetor em uma direção arbitrária definida pelo vetor s (Fig. 1.3): 


OP = u, = ucosy 


uz cos (s, i) + uy cos (s, j) + uz cos (s, k); 
d) produto escalar de dois vetores: 

(u: v) = wv cos (u, V) = UzUz + Uyly + UiDzs 
e) produto vetorial: | 


[u X v] = (4,0; — uvyi + (uzbz — Uzvo)j + (Usby — UyVz)K. 


Fig. 1.3 


A característica importante que distingue o produto vetorial é que [u x v]  [v X u], 
ou seja, ele não é comutativo; em verdade, é anticomutativo 


[u X v] = —[v X u]. 


Observação: Além de suas aplicações físicas importantes, o produto vetorial de dois vetores 
nos conduz ao conceito de “área orientada.’ O módulo de [u x v], que é uv | sen (u, v) | é igual 
à área do paralelograma formado por u e v. A direção de [u x v] pode ser usada para distinguir, 
no paralelogramo, o seu ‘‘lado positivo” do *‘lado negativo". A Figura 1.4 mostra dois aspectos 
do mesmo paralelogramo, para ilustrar esta idéia. 


O conceito de um terno positivamente orientado de vetores está estreitamente 
relacionado com esta propriedade. Três vetores quaisquer u, v e w, tomados nesta 


a e ee 


* . -= - a: a a a . - 
„Usamos aqui a notação padrão: os símbolos i, j, k são os vetores unitários nas direções x, y e z respectiva- 
ente. O símbolo (u, v) representa o ângulo entre as direções dadas por u e v. 
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[u xy] [u x] À 

f Lado positivo u 
Pa k 
(0) 
~ Lado negativo 

Fig. 1.4 
ordem, formam um terno positivamente orientado (ou positivo), se o chamado produto 
misto 


(lu X v]: w) 

for positivo.* 
Isso acontece se weu x vest 
e v, como ilustrado na Fig. 1.5. Nā 
caso, o volume V do paralelepíped 


āo do mesmo lado do plano definido pelos vetores u 
o é difícil verificar que ([u xv] -w) representa, neste 
O formado pelos vetores u, v e w. 


Exercício. Mostre que 


V = |lu X vw) 


em quaisquer circunstâncias. Mostre também que o sinal do produto misto permanece inalterado 
sob permutações cíclicas de u, v, e w, isto é, 


(u X v]: w) = ([w X ul: v) = (lv xX wu). 


[u xy] g 'N 


Fig. 1.5 


1.3 MUDANÇAS DE EIXOS. MATRIZES DE ROTAÇÃO 


i Á é i j rês números, suas com- 
Vimos que um vetor dado u está associado a um conjunto de três at E a 
ponentes**, relativas a um certo sistema cartesiano ortogonal. No entan Oy E 
que, se mudarmos o sistema, as componentes também mudarão. Estudemos estas 
danças. 


*Estes vetores formam um terno negativamente orientado (ou negativo), se ([u x v] :w) < 0. 


a. ia também à 
: ad: e E ss onentes”, (veja tan 
** Usa-se frequentemente o termo ''coordenadas de um vetor” em lugar de “comp , 


Seção 10.3). 


aan dito gpa 
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Considere, para os vetores no plano, a mudança no sistema de eixos produzida 
por uma rotação de um ângulo 6, como mostrado na Fig. 1.6. O sistema antigo é (x, y) 
e o sistema novo é (x', y'). Como u = usi + u,j, a componente x' deu será a soma das 
projeções dos vetores Hri e uj sobre o eixo x”, e, do mesmo modo, para a componente 
y’. Pelo diagrama, vemos que isso fornece 


uz = Urcos 0 + uy sen 0, u, = —uUy sen 0 + Uy Cos 0. 


É instrutivo observar que o ângulo entre o eixo x’ e o eixo y é (7/2 — 0), enquanto 
que o ângulo entre o eixo y' e o eixo x é (7/2 + 0). Em virtude de 


sen 0 = cos G = ) 


—senô = cos G + o) , 


vemos que todos os quatro coeficientes nas equações acima representam OS co-senos 
dos ângulos entre os respectivos eixos. 
Consideremos agora o caso tridimensional, A Figura 1.7 representa dois sistemas 
" cartesianos ortogonais, ambos positivamente orientados, com centro em O. E intuiti- 
vamente claro que o sistema x’ y'z” pode ser obtido do sistema xyz pelo movimento de 
um “corpo rígido em torno de um ponto fixo”. Em verdade, mostra-se em quase 
qualquer texto de mecânica* que um tal movimento pode ser reduzido a uma rotação 
em torno de um eixo (teorema de Euler). 
Escreva 


u = ui + uj + uk, 
reúna as contribuições a u’, efetuadas pelos três vetores «ri, Huj, HK, e obtenha 


u% = 4, Cos (i'i) + u, cos (i,j) + u2 cos Ci’, k), 
| 
onde i' é. naturalmente, o vetor unitário da direção x’. Observe que os co-senos en- 
volvidos são os co-senos diretores da direção x' em relação ao sistema xyz, ou ainda os 
produtos escalares de i' com i,j e k. 

É claro que podemos escrever fórmulas semelhantes para u'y e u'z. Neste estágio, 
no entanto, é muito conveniente mudar de notação: em vez de escrever (ur, Uz Uz), 
escrevemos (ts, tt», tt3) €, do mesino modo (4'1, H'a, 4'3) em vez de (u'r N'y it':). Além 
disso, represente por amy O ângulo entre o m-ésimo eixo do sistema x'y'z" e o n-ésimo 
eixo do sistema xyz (marcamos três destes ângulos na Figura 1.6) € por «mn O co-seno 
correspondente (isto é, dmn = COS Gmn). Esta nova notação nos permite escrever as 
fórmulas de transformação de maneira facilmente memorizável: 


ui = Guilty + Groua + asgus, 


U3 = A214; + A2242 + aosus, 
A 
u3 = d3u; + aaattz + asgus, 


*Por exemplo. Goldstein, Classical Mechanics, Seção 4.6. 
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Fig. 1.6 Fig. 1.7 


ou, se quisermos, na forma compacta 


3 
um = se Amnlin (m = 1,2,3). 


n=1 


+ r 
Desta análise, concluímos que as novas componentes (1 "1, U's, U'3) podem ser 
obtidas a partir das componentes velhas (ts, U2 U3) com a ajuda de nove coeficientes. 


; Ê Ea : ` 
Estes nove coeficientes, dispostos na forma abaixo, formam uma matriz.* Representa 
remos as matrizes por letras maiúsculas. 


Colunas 


1:8 ZA Zua 


Linhas 


A matriz A possui três linhas e três colunas; os coeficientes individuais a,n São cha- 
mados de elementos ou coeficientes da matriz. É costume usar o primeiro subíndice 
(m, em nosso caso) para designar a linha, e o segundo para designar a coluna; assim, o 
elemento ay da matriz deverá estar na interseção da k-ésima linha com a l-ésima co- 
luna. 


O conjunto de elementos em uma linha dada é muito frequentemente chamado de 
vetor linha, e o conjunto de elementos em uma coluna de vetor coluna. Esta nomencla- 
tura se justifica pelo fato de que três números quaisquer podem sempre ser interpreta- 
dos como as componentes de um certo vetor do espaço. No entanto, vale a pena, 


Mais precisamente, formou-se uma matriz 3 x 3. O leitor poderá facilmente construir uma matriz 2 X 2 
análoga, para o caso das rotações do plano. 


eia e mas 
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agora, AP Go e deduzir uma significação geométrica para os vetores CO- 
luna de À. eitor deveria prestar particularmente atenção ao raciocínio, devido à sua 


significação geral. 
Imaginemos um vetor unitário u. Suponhamos que o sistema xyz estava orientado 


de tal ai desc que E estava ao longo do eixo x. Então, as componentes de u são (1, 0, 
0) e u coincide rea mente com o vetor i. Se agora fizermos girar o sistema de coorde- 
nadas, as novas componentes de u são dadas por 


, — 
u = aııl + a20 + a30 = am, 


u3 = asıl + a220 + a230 = ass, 
azıl + a320 + a330 


I 
Il 


rA 
usa a31. 
Vemos que o primeiro vetor coluna da matriz A é constituído pelas novas componen- 
tes do vetor u. Em outras palavras, podemos dizer que as novas componentes de i são 
(aip dz 431) € podemos escrever 


i = ani + aj + azik’. 


Afirmativas semelhantes relacionam j e k aos segundos e terceiros vetores colunas de 
A. Observe que nesta discussão os vetores unitários i, j, k representam um papel 
independente dos respectivos eixos coordenados. Os eixos são movidos, mas os veto- 
res i, j, k permanecem fixos e achamos então suas coordenadas em relação ao sistema 


de eixos girado. 


Exercício. Deduza a significação geométrica dos vetores linha da matriz A que representa uma 
rotação. 

A definição introduzida acima torna possível o cálculo de (4, H'z u's) à partir de 
(it, Hz, 13) usando a seguinte regra: para obter u'; tome o produto escalar do k-ésimo 
vetor linha da matriz A com o vetor u, dado pelo terno (ut, tt», 43). Como neste pro- 
cesso cada linha da matriz é multiplicada escalarmente por (tt, tt», H3), podemos consi- 


derar o processo como uma espécie de multiplicação de um vetor por uma matriz. De 
fato, tal operação é comumente conhecida como a multiplicação de uma matriz por um 


vetor e é graficamente mostrada como segue 


A 

am G2 413 ui ui 
à G ’ . 

A21 99 23 u2 = u2 

, 

a3ı 432 433 ug us 


Vetor coluna tis n Vetor coluna u;,, 


Matriz Ass 


antigas estão dispostas em uma coluna que representa- 
Itiplicado pela matriz A e isso dá como resultado 
. A multiplicação significa, naturalmente, O 
linha de A com u para obter a primeira 
lar da segunda linha de A com u para 
o todo é simbolicamente repre- 


Como vemos, as componentes 
remos por u. Este vetor coluna é mu 
um outro vetor coluna, representado por TM 
seguinte: forme o produto escalar da primeira 
componente de u"; forme então o produto esca 
obter u',, e, de modo semelhante, para u’. O process 


sentado por 


y 


| Au = u| 
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Observação: Veja que o conjunto (4,, Uz, H3), disposto em coluna não foi simplesmente repres : 
tado por u, mas por um novo símbolo 4.* No contexto de nosso problema, tanto u Con 
representam o mesmo vetor u, mas em relação a sistemas diferentes de eixos. Devemos consid. 
rar u eu” duas representações diferentes de u, e a matriz de A nos mostra como passar de imo 
para a outra. ` 


Antes de discutirmos outros tópicos sobre matrizes, 
nossa matriz A não é somente uma coleção de nove escalare 
tes da matriz são interdependentes e possuem as proprieda 
a) As colunas de A são mutuamente ortogonais, isto é 


registremos o fato de que 
s arbitrários. Os coeficien- 
des seguintes. 


Gj1l142 + A210422 + 431432 = 
G12413 + do2423 + a32433 = 0, 


a13đ11 + A223421 + 433431 = 0. 


== 


Esta propriedade segue-se do fato de que as colunas de A são a representação (no 


sistema novo) dos vetores i, j e k, e estes vetores são ortogonais dois a dois. 
b) As colunas de A têm módulo I, isto é 


2 2 2 
alı + azı + azi = l, 
2 2 
ais + a22 + az = 1, 
2 2 2 
ais + a33 + a33 = |l, 
pois i, j e k são vetores unitários. 
c) As linhas de A são também ortogonais duas a duas e possuem módulo 1. Isso é 
verificado deduzindo-se a significação geométrica dos vetores linha de A.** 


As matrizes que satisfazem estas três propriedades são chamadas de ortogonais. 


Podemos então concluir que as matrizes que representam rotações de sistemas carte- 
sianos ortogonais no espaço são matrizes ortogonais. 


Observação. Há matrizes ortogonais que não representam rotações. As matrizes de rotação pos- 
suem uma propriedade adicional: seu determinante (i.e., o determinante do sistema de equações 
da página 5) é igual a +1. Em outros casos, matrizes ortogonais podem ter determinante igual a 
—1. A questão é que uma rotação deve dar origem a um terno (i', j', k') de vetores unitários 
positivamente orientados, visto que (i, j, k) é um terno positivamente orientado. *** 


1.4 ROTAÇÕES REPETIDAS. MULTIPLICAÇÃO DE MATRIZES 


A notação matricial introduzida na seção precedente revela-se particularmente útil 
quando temos mudanças sucessivas de eixos de coordenadas. Além dos sistemas x' y' 


z' e xyz relacionados pela matriz A, seja um terceiro sistema de eixos x” y''z"', e 
suponhamos que ele está relacionado ao sistema x! v’ z’ pela matriz B: 


4 : 2 e 
*O símbolo u não deveria ser confundido com | u |, o módulo do vetor u, também representado por u (p-2) 


**Mostraremos no Capítulo 10 que qualquer matriz N x N que satisfaz (a) e (b) deve satisfazer também (c). 
*** Veja o Problema 4 no fim deste capítulo. 


| 


scr de as De AT aa 
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Evidentemente, o sistema x” y'' z”' pode ser diretamente relacionado ao sistema x, y, Z 
por meio de uma certa matriz C, e nosso problema é calcular os elementos Cmn à partir 
dos coeficientes amn € bmn. Temos ` 


ut = biuh + biuh + b133, 
uy = boqu4 + bozu + boas, 


bau + baoub + b3343, 


us 


ul = dju + arouiz + A1343, 
us = agı + A2242 + 42343, 
us = d3u; + agouta + asalias 
de onde segue-se que 
ut = (ban + bizaz + brsaz is + (biaiz + b12022 + bi3a32)u2 
+ (bias + bi2a23 + b13033)u3, 
us = (b21411 + bo2421 + bagas i)uty + (b21412 + D22022 + bosa32)u2 
+ (b21413 + ba2023 + bosaaa)is; 
ut = (baia + ba2a21 + basaz uy + (b31412 + b32422 + bagas)» 
+ (baias + b32a23 + basasa)ua. 


Esta floresta de coeficientes matriciais torna-se manuseável se notarmos que cada co- 
eficiente associado com t, é O produto escalar de uma linha da matriz B com uma 
coluna da matriz A. Se examinarmos mais detidamente estas relações, poderemos 
enunciar o seguinte: o elemento Cm da matriz C é obtido tomando-se o produto esca- 
lar da m-ésima linha da matriz B com a n-ésima coluna da matriz A. Agora, se escre- 
vermos nossa relação na notação simbólica matricial-vetorial 


u = Au, u” = Bu, u” = Cu, 
somos então naturalmente conduzidos à relação 
u” = Cu = B(Au). 


Parece agora razoável definir o produto de duas matrizes, como B e A, a fim de obter- 
mos a matriz C, de maneira que a relação acima possa também ser escrita como* 


u” = Cu = (BA. 


Neste sentido, escrevemos 


bi biz bis Gy Gio dig 


ba1 ba» b23 º a21 do» dog 


bai b32 bas a31 Ga» ass 


x + A 
A diferença é, naturalmente, que em B(Au) o vetor coluna u é primeiramente multiplicado por A, dando 
. rozim a um outro vetor coluna que é, por sua vez, multiplicado por B. Em (BA)u, multiplicamos em ta 
ugar as matrizes, donde resulta uma nova matriz que age sobre u. i primero 
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i não foi simplesmente represen- 
i j e o conjunto (tii Y o Poda problema, tanto 4 como i 
Observação: Veja qui ovo símbolo “.* No contexto de nos De 
4 acá i as di s de eixos. . 
tado por u, mas o dor u, mas em relação a sistemas aA a o a ide 
sS y , 
duas representações diferentes de u, e a matriz e 
para a outra. 


i b atrizes egistremos o fato de que 

i i ó sobre matri S, r e A 
Antes de discutirmos outros tópicos ` ; 3 s. Os icien 
nossa aid não é somente uma coleção de nove escalares arbitrários. Os coeficien 


as pr seguintes. 
tes da matriz são interdependentes e possuem as propriedades g 
a) As colunas de A são mutuamente ortogonais, Isto È 


o 


a11412 + 421422 + a314832 = 
A124113 + d22423 + a32433 7 


a13411 + a23421 + 433831 = 0. 


, 


© 


3 


Esta propriedade segue-se do fato de que as colunas de A são a e R (no 
sistema novo) dos vetores i, j e k, e estes vetores são ortogonais dois a dolis. 


b) As colunas de A têm módulo Í, isto é 
2 2 Do cê 
an+an+a = l, 
2 2 2 
ais + a32 + ago = 1, 
2 2 Dyt 
ais tas + a33 = l, 
pois i, j e k são vetores unitários. ; 
c) As linhas de A são também ortogonais duas a duas e possuem módulo 1. Isso é 


verificado deduzindo-se a significação geométrica dos vetores linha de 4.** 
As matrizes que satisfazem estas três propriedades são chamadas de ortogonais. 


Podemos então concluir que as matrizes que representam rotações de sistemas carte- 


sianos ortogonais no espaço são matrizes ortogonais. 


Observação. Há matrizes ortogonais que não representam rotações. As matrizes de rotação pos- 
suem uma propricdade adicional: seu determinante (i.e., o determinante do sistema de equações 


da página 5) é igual a +1. Em outros casos, matrizes ortogonais podem ter determinante igual a 
—1. A questão é que uma rotação deve dar origem a um terno (i', j', k’) de vetores unitários 
positivamente orientados, visto que (i, j, k) é um terno positivamente orientado. *** 


1.4 ROTAÇÕES REPETIDAS. MULTIPLICAÇÃO DE MATRIZES 


A notação matricial introduzida na seção precedente revela-se particularmente útil 
quando temos mudanças sucessivas de eixos de coordenadas. Além dos sistemas x' y’ 
=" 


z’ e xyz relacionados pela matriz A, seja um terceiro sistema de eixos x” y''z”, e 
suponhamos que ele está relacionado ao sistema x' y’ z’ pela matriz B: 


c 

*O símbolo v não deveri i 

ia DO com |u |, o módulo do vetor u, também representado por u (p.2) 
que qualquer matriz N x isf i É 

***Veja o Problema 4 no fim deste capítulo. PAPERS CPE 
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Evidentemente, O sistema x'* y”! z" pode ser diretamente relacionado ao sistema x, y, Z 
por meio de uma certa matriz 


; C, e nosso problema é calcular os elementos € mn à partir 
dos coeficientes a mn € bmn. Temos e 


Mo 

ui = biui + biou + bigu, 

= bajui + bazu + boguh, 
A 

u3 = bau + baou5 + baaus, 


do ram 
Ui = Gt + Graus + asus, 
U2 = A21U1 + A2242 + aogua, 
U3 = agju, + a322 + asgus, 


de onde segue-se que 


uy = (bra + bioaz, + bigagi)u, + (b11a12 + b12đ22 + b13032)u2 
+ (biiaig + biza23 + bigaza)us, 


ug = (baja + b22a21 + basa3 Dur + (bz1a12 + b22a22 + bosa32)u2 
+ (b21413 + b22a23 + b23a33)u3, 


(b31a11 + ba2a2; + bagas uy + (b31a12 + b32đ22 + b33a32)u2 
+ (ba1a13 + ba2a23 + b33433)u3. 


Esta floresta de coeficientes matriciais torna-se manuseável se notarmos que cada co- 
eficiente associado com 1, é o produto escalar de uma linha da matriz B com uma 
coluna da matriz A. Se examinarmos mais detidamente estas relações, poderemos 
enunciar o seguinte: o elemento Cm da matriz C é obtido tomando-se o produto esca- 
lar da m-ésima linha da matriz B com a n-ésima coluna da matriz A. Agora, se escre- 
vermos nossa relação na notação simbólica matricial-vetorial 


us 


u = Au, u” = Bu, u” = Cu, 
somos então naturalmente conduzidos à relação 
u"! e Cu = B(Au). 


Parece agora razoável definir o produto de duas matrizes, como B e A, a fim de obter- 
mos a matriz C, de maneira que a relação acima possa também ser escrita como* 


u” = Cu = (BA). 


Neste sentido, escrevemos 


DE DI a « . - 

“A diferença é, naturalmente, que em B(Au) o vetor coluna u é primeiramente multiplicado por À, dando 
origem a um outro vetor coluna que é, por sua vez, multiplicado por B. Em (BA)u, multiplicamos em primeiro 
lugar as matrizes, donde resulta uma nova matriz que age sobre u. 
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ou, simbolicamente, 


C = BA 


ficando subentendido que os elementos da matriz C estão definidos pela regra cit 
acima. ada 

Após a introdução da noção de multiplicação matricial, estamos natur 
teressados em determinar se esta operação goza das mesmas pro 
tiplicação de números ordinários (escalares). Uma verifica 
valece a lei associativa: se multiplicarmos três matrizes 
pode ser feito de duas maneiras 


O almente in. 
priedades que a mul. 
ção simples mostra que pre. 
A, B, e C, nesta ordem, isso 


ABC = (AB)C = A(BC) 


(onde fica subentendido que a operação entre parênteses é efetuada em primeiro lu- 
gar). 
Exercício. Verifique esta afirmação. 


[Sugestão: Se AB = D, então os elementos de D são dados 
por 


3 
dmn = D ambin. 


l=1 


Desenvolva os elementos das matrizes (AB 


JC e A(BC) usando a fórmula acima e verifique que 
são iguais.) 


Por outro lado, a multiplicação matricial é não-comutativa: 
AB = BA, 


e, além disso, não há, em geral, nenhuma relação simples entre AB e BA. Esta caracte- 
rística de não-comutatividade exclui a possibilidade de se definir a “divisão de matri- 
zes”.* No entanto, é possível falar da inversa de uma matriz e este conceito surge 
naturalmente em nossa discussão sobre rotações. Com efeito, se girarmos nosso sis- 
tema cartesiano ortogonal de eixos, as novas coordenadas do vetor u são obtidas da 
equação matricial vetorial 


Suponha agora que fazemos girar os eixos de volta às suas posições originais. As 
novas componentes de vetor u são dadas por (tt, Hə, t3) e as antigas são dadas por (t', 
u'z, 4'3); estas componentes devem estar relacionadas por uma certa matriz B: 


u = Bw. 
Combinando estas relações, obtemos 
u = B(Au) = (BA}u. 
Portanto, a matriz BA deve transformar as componentes (tr, tHo, 145) nelas próprias. E 


d 3 NE p : a riz 
fácil de ver que isso pode ser feito por intermédio da chamada matriz unidade (‘mat 
identidade”) 


*Se escrevêssemos A/B = X, surgiria a pergunta: A = BX ou A = XB? 
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Exercício: Mostre que se u = (BA)u deve ser válida para um vetor u arbitrário, então BA deve 
necessariamente ser da forma dada acima. Em outras palavras, a matriz identidade é única. 


É costume chamar de B a inversa da matriz A, e representá-la pelo símbolo AT, 
de maneira que temos 4! A = I. Como poderíamos ter efetuado nossas rotaçoes na 
ordem contrária, não é difícil notar igualmente que AB = 1, ou seja, que, A™' A = AA”! 
eA = B"!. Mesmo que, em geral, duas matrizes de rotações não comutem, uma matriz 
de rotação sempre comuta com sua inversa* . 

Pode haver interesse em relacionar os elementos da matriz B como os da matriz 
A. Para obter bm» precisamos, em princípio, resolver as equações da página 5 para tt, 
ua u. No entanto, no caso das rotações, temos um método muito mais simples à 
nossa disposição. Escrevamos a equação matricial BA = / em detalhe: 


bm bio big aj, ais Gig 1 0 0 
bar b22 bas à A21 422 423 = 010 
b31 b32 b33 A31 432 433 0 0 1 


Para obtermos a primeira linha de / devemos tomar os produtos escalares do primeiro 
vetor linha de B com cada um dos vetores colunas de A. No entanto, sabemos que 
estes últimos são exatamente os vetores i, j, k representados no novo sistema de eixos. 
Vemos que o primeiro vetor linha de B é ortogonal a j e k e seu produto interno com i 
é a identidade. Consequentemente, não pode ser senão o vetor i (representado no novo 
sistema de eixos, naturalmente), e concluímos que bj = d1, biz = dx € bis = da. 

Repita este raciocínio para as outras linhas de B e deduza que as linhas de B são 
as colunas de A e vice-versa. Isso pode também ser expresso pela fórmula 


Dan = Gm 


Duas matrizes quaisquer A e B que satisfazem estas condições são chamadas transpos- 
tas uma da outra, e são representadas por B = AT e A = B". Mesmo que, em geral, a 
inversa e a transposta de uma matriz não sejam iguais, esta regra vale para as matrizes 
de rotações e é muito útil. 


1.5 SISTEMAS CARTESIANOS OBLÍQUOS. MATRIZES EM GERAL 


Se os eixos de coordenadas em um sistema cartesiano formarem ângulos diferentes de 
90°, teremos um sistema cartesiano oblíquo. A Figura 1.8 mostra dois desses sistemas, 
um no plano e um outro no espaço, juntamente com a decomposição de um vetor em 
suas respectivas componentes. 

Os sistemas oblíquos ficam especificados pelos ângulos entre os eixos (um no 
Plano, três no espaço), que podem variar de 0º a 180º. Como antes, i, j e k serão 


eika Den E 0 
*Veja a Seção 10.4, para uma afirmação geral sobre isso. 
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Fig. 1.8 


usados para representar os vetores unitários na direção dos eixos. Observe que ainda 
podemos falar de sistemas dextrogiros no espaço, quando os vetores i, j, k (nesta 
ordem!) formam um sistema dextrogiro ou positivamente orientado. 

Os vetores são somados ou multiplicados por escalares, seguindo as mesmas re- 
gras que foram enunciadas antes. No entanto, o comprimento de um vetor é agora 
dado por uma fórmula diferente. Por exemplo, para um vetor plano teremos, pela 
Figura 1.8 (a), usando a lei dos co-senos 


2 2 
luj? = u? + už — Qusuycos (t — 4) = uz + ui + 2usty COS $ 


de maneira que 


jul = Vu + ui + ul, COS ġ. 


Em geral, o produto escalar não é mais dado pela soma dos produtos das componen- 
tes, mas por uma fórmula mais complicada. Em verdade, introduziremos mesmo um 
novo nome para ele, chama-lo-emos de produto interno, que será então definido por 


(u-v) = |u)-|v|- cos (u, v). 


A razão para isso é que gostaríamos de conservar a designação de produto escalar para 
a soma dos produtos das componentes de dois vetores, quer em sistemas ortogonais OU 
oblíquos.* . 

A dedução da fórmula do produto interno em um sistema oblíquo fica muito facili- 
tada por sua propriedade distributiva, ou seja, 


(u-(v + w) = (u-v) + (u: w). 


), enquanto que 


*Com esta distinção, o produto escalar se torna um conceito algébrico (relativo às componentes onceitos 


o produto interno é um conceito geométrico, independente do sistema de coordenadas. Os dois € 
coinçidirão desde que o sistema seja ortogonal. 
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Com efeito, vemos pela Figura 1.9 que, em qualquer sistema de coordenadas 
(u-(v+w)= lul- [v + w| -cos 0 = jul: (MN). 
No entanto, MN = MP + PN; como MP é a projeção de v sobre u, temos 
jul - (MP) = lu] - |v| -+ cos (u, v), fazendo o mesmo para PN, o que demonstra O 
resultado. Observe que este raciocínio é também válido para vetores no espaço. 


Podemos agora escrever* para dois vetores u = ui + uj € v = Vi + vyj: 


(u: v) 


li 


(uzi * vi) + (uzi ` vyj) + (Uyj* vai) + (uyj * vyj) 
= UUs + Urby COS $ + UyUr COS P + Uy. 


Observe que esta fórmula recai na fórmula para o produto escalar quado & = 90º. 

Não há agora nenhuma dificuldade para se deduzir outras fórmulas em sistemas 
oblíquos, no plano ou no espaço. Não entraremos nestes detalhes, mas considerare- 
mos preferencialmente um outro problema importante: a transformação de coordena- 
das de um sistema ortogonal para um sistema oblíquo de eixos. Considere, por 
exemplo, a Figura 1.10; aqui, um sistema oblíquo x'y' com vetores unitários i' e j' é 
sobreposto a um sistema ortogonal xy com vetores unitários i e j. Um vetor dado u 
pode ser representado como u = + u,i + u,j ou como u = u'i + u'j'. 


xx! 


Fig. 1.9 Fig. 1.10 


Mesmo que i’ = i, as componentes u', € Hr não são iguais; em verdade temos 


Também, 


u, = OP' = us y. 


Vemos que as novas componentes (u',, u',) estão relacionadas de maneira linear com 
as componentes antigas (u, 1t,), e esta relação pode ser representada por meio da 
multiplicação vetorial-matricial: 


atas eo O a 
*Como (u - v) = (v - u), a segunda lei distributiva ((u + v) - w) = (u + w) + (v - w) é trivial. 
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ur 1 -—tgy Ux i 
ul, “Io sy Uy i | 


Isso pode ser escrito simbolicamente como 


onde u’ representa o vetor coluna (u',, u',), e u representa o vetor coluna (ts, w,). A 
diferença óbvia em relação aos casos precedentes é que a matriz A não é mais ortogo- 


nal. Sua inversa A”! é imediatamente calculada achando-se u, 4, em função de w',, | 
u',; e assim obtemos 


l seny 
AT! = 
O cosy 


Observe que esta inversa não é mais a transposta de A. 


Ainda é verdade que as colunas de A são vetores unitários antigos na nova repre- 
sentação (Fig. 1.11), ou seja, 


i=sř=1- i +0}, j=-—tg Y+ sy. 


As linhas da matriz A nāo possuem uma interpretação geométrica simples, mas as 
colunas da matriz A”! a possuem.* 

Partindo da análise acima, podemos conjecturar que, em geral, a mudança de um 
conjunto de vetores unitários para outro, no plano ou no espaço, envolve uma re- 
lação linear entre as coordenadas antigas e novas de um vetor, que pode ser ex- 
pressa pela multiplicação vetorial — matricial u’ = Au (A é uma matriz 2 x 2 ou 3 x3). 
Consideraremos este problema em detalhe no Capítulo 10. Por enquanto, menciona- 
remos apenas o fato de que nem toda matriz pode representar uma tal relação. Consi- 
dere, por exemplo, a seguinte relação hipotética entre as antigas e as novas coordena- 
das de um certo vetor u: 


u% = du, — 2uy uy = Qz— úy. 


Se tentarmos resolver estas duas equações para obtermos u € 11,, descobriremos que 
não possuem solução, Se u’, eu", forem arbitrários. Dizemos que a matriz 


não possui inversa; tais matrizes são chamadas de matrizes singulares. Não é am 
ver-se que, neste exemplo, o par (u'm u'„) não pode representar um vetor arbitrário 


*Se A fosse ortogonal, as linhas de A seriam idênticas às colunas de A! (veja a página 11). 
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Fig. 1.11 


plano: nossas equações implicam que u', = 24',, de maneira que há somente uma 
componente independente, em lugar das duas que são necessárias em um plano. 


Observação. É interessante notar que se u', = 24", for realmente satisfeito, nosso sistema de 
equações possui uma infinidade de soluções para iy € u, (pois as duas equações se reduzem a 
uma única). Além disso, se impusermos uma exigência adicional u, = 2, O sistema terá uma 
única solução (u, = 1)3u':u, = 1/34',). Todas estas características deveriam ser memorizadas, 
pois são importantes em aplicações físicas. 


1.6 CAMPOS ESCALARES E VETORIAIS 


Até agora discutimos vetores constantes, mas podemos também considerar vetores 
que dependem de um ou mais parâmetros variáveis. O exemplo mais simples é, talvez, 
um vetor posição que depende do tempo +. Em um sistema de coordenadas fixas isso 
equivale a dizer que suas componentes são funções do tempo e escrevemos 


u = uÇ) = u(t) i + u(t) j + ul) k. 
Tais vetores podem ser diferenciados em relação à variável t, por meio da definição 


d qu U+ AD — aul), 
qe At 


Se escrevermos u(t) e u(t + At) por meio de suas componentes é lógico deduzir que 


d _ dus, , duy, 
da = Fr dd t 


du, 
dt k 


de maneira que a operação de diferenciação de um vetor fica reduzida à de diferencia- 
ção de suas componentes. 

Mesmo que os vetores dependentes do tempo sejam muito usados na mecânica 
das partículas, estaremos mais interessados em um outro tipo de vetores variáveis: 
aqueles que dependem de coordenadas espaciais (x, y, z).* Dizemos que tais vetores 


*Estes vetores podem também depender do tempo, mas estaremos principalmente interessados em relações 
instantâneas, quando ! possui um certo valor fixo. 


16 FÍSICA MATEMÁTICA 


formam campos vetoriais, que podem ser representados como segue: al 


u = u(x, y, zZ) = u(x, y, zji + u(x, y, 2j + u(x, y, Dk. 


Exemplos bem conhecidos são os campos elétrico e magnético no espaço, o campo l 
velocidade de um fluido em movimento e outros. | 


O mais simples de tais campos é provavelmente o chamado can 
que pode ser obtido a partir de uma só função escalar øx, y, z), geralmente Chamada | 
de campo escalar. Casos familiares de campos escalares incluem a distribuição de | 
temperaturas em um corpo sólido, a densidade de um meio não homogêneo, o poten- | 
cial eletrostático, etc. 


po gradientes | 


Um campo escalar dá origem a várias outras quantidades por intermédio de sua 


diferentes derivadas parciais. Em particular, concentremos nossa atenção em 
a) a diferencial total 


S 


_ dp de dy 
de = dx TX + Jy dy + z dz, 


e 

b) a derivada direcional** 
do dy dx 4 de dy , dy dz, 
ds x ds ' əy ds © əz ds 


As expressões nos lados direitos das equações em (a) e (b) possuem a aparência de um 


produto escalar. E conveniente definir o gradiente de um campo escalar g(x, y, z) 
como sendo o vetor 


dy. , ðe. 
Pa de 


dy 
= k. 
prady dx! ay! Taz 


Podemos então escrever 
de 
de = (grady-ds) e  E=gradeso), 


onde ds = dxi + dyj + dzk representa um deslocamento infinitesimal em uma certa 
direção e 


dx. dy. , dz 
Rus e a 


É nitário na direção especificada. *** i i 
Ei on oda campo escalar diferenciável possui um campo gradiente, cap 
guntar se um campo vetorial arbitrário u =u (x, Y, 2) não será O gradiente RAN ` 
campo escalar q. A resposta é negativa e isso se tornará claro quanido; o eeii 
propriedades básicas dos campos gradientes. Neste resumo, necessitarem é 


: r “eds analíti- 
hipóteses sobre a diferenciabilidade de várias funções e sobre as propriedades an 


E: ; 

é ati l. : 
£ bém chamado de campo conservativo ou campo potencia a . , caracteri 
E amb de variação de y por unidade de comprimento em uma certa direcao panie n Gy, 
exemplo, pelo elemento de arco ds de uma certa curva. Veja, por exemplo pos y r no parse 
+*«Observe que dx/ds = cos (so, i), são os co-senos diretores da direção definida p 


agem 


zada. por 


“ 
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cas das curvas e superfícies envolvidas na análise vetorial. Mencionaremos estas hipó- 

teses quando delas necessitarmos. Em muitos casos podem ser enfraquecidas e os 

resultados generalizados, mas nos limitaremos às situações encontradas na física. 
Uma curva espacial é chamada suave (ou de classe C!) quando pode ser represen- 


tada por 
x= x(t), y=) z=ãcz(1, 


onde x(t), y(t) e =(1) possuem derivadas contínuas relativamente ao parâmetro t (para 
curvas planas. suponha simplesmente que z = 0). Curvas suaves possuem tangentes 
em todos os pontos, e podemos definir, em qualquer ponto, um elemento (vetorial) de 
curva ds. A suavidade implica também na existência de integrais de linha*. Esta última 
propriedade se estende normalmente às curvas seccionalmente suaves; i.e., aquelas 
que consistem de um número finito de partes suaves. Suporemos que todas as curvas 
que utilizarmos serão seccionalmente suaves (também chamadas suaves por pedaços). 
Em relação à diferenciabilidade das várias funções, devemos recordar as seguintes 
definições e enunciados: o interior de uma esfera de raio arbitrário e (geralmente con- 
siderado pequeno) centrado em um ponto M(x, y, z), é chamado de vizinhança deste 
ponto** (no plano, substitua “esfera” por *‘círculo”’). Se um conjunto de pontos é tal 
que contém uma vizinhança de cada um de seus pontos, é então chamado de conjunto 
aberto. Por exemplo, o interior de um cubo é um conjunto aberto; podemos sempre 
desenhar uma pequena esfera em torno de cada ponto interior, a qual estará inteira- 
mente contida no cubo. No entanto, o cubo com seus pontos fronteira incluídos não é 
mais um conjunto aberto. 

Estes conceitos são necessários, já que as derivadas parciais de uma função defi- 
nida no espaço são definidas por meio de um processo limite que está ligado às vizi- 
nhanças. Devemos ter certeza de que uma região é um conjunto aberto, antes de 
podermos dizer que f(x, v, z) é diferenciável nesta região. 

Além disso, estaremos principalmente interessados em conjuntos abertos cone- 
xos, ou domínios. Os domínios são conjuntos abertos onde dois pontos quaisquer 
podem ser unidos por um polígono, i.e., por uma curva que pode ser formada por um 


número finito de segmentos de reta interligados. De agora em diante suporemos que ` 
todas as nossas curvas seccionalmente suaves estão em domínios onde as funções 
consideradas (campos escalares e componentes de campos vetoriais) possuem deriva- 
das parciais de primeira ordem contínuas. 

Voltemos agora às propriedades dos campos gradientes. Suponha que 


u= grad y(x, Y, z) 
e considere a seguinte integral entre os pontos 
M(xo, Yo, Zo) e NG, Yi, Z1), 


tomada sobre uma certa curva C: 
à ~ la 3 3 
a ds = J ee d op og š 
fo ) MELEETTET 
sobre C sobre C 


Usando o parâmetro ż como a variável de integração, temos 


E faia SE E NA 
*Suporemos que todas as integrais são integrais de Riemann, mais adequadas às nossas finalidades. Veja. por 
exemplo. Apostol, pág. 276. 


$: A z ER a p 
*Um termo mais preciso é vizinhança de raio e. 
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to 
sobre C 


onde 4, e f, são os valores do parâmetro t que correspondem aos pontos M e N. Vemos 
que a integral é simplesmente a diferença dos valores de (x, y, z) nos pontos M e N 
e, portanto, ela é independente da escolha da curva C. 

Reciprocamente, se a integral 


po fd) 


é independente do caminho* então, mantendo M fixo e considerando N como ponto 
variável, podemos definir uma função 


(x, y, z) = co (u- ds) = A (uz dx + u, dy + uz dz). 


M Caminho C: 


Caminho C, 


Caminho C, 
Caminho C, M 


(a) (b) 
Fig. 1.12 


É agora simples mostrar que grad = u. Por exemplo, 


(1+ôr,y,2) 


g(x + Ax, y, Z) — g(x, y, 2) = as (uz dx + uy dy + u, dz) 


(x+8z,y,2) 
= f uz dx 
( 


T,4,2) 


e a afirmativa u, = ðp/ðz segue-se do teorema fundamental do cálculo integral. 
Demonstramos assim o seguinte teorema: a condição necessária e suficiente para 
que u = grad q é a independência de caminho na integral [ (u - ds). 


Uma maneira alternada de enunciar este resultado segue-se do estudo da integral 
$ (u- ds) 


ao longo de um caminho fechado simples C, chamada de circulação do vetor U ao 


. “ dE . nte 
*De agora em diante, usaremos por vezes o termo ''caminho"” como significando uma curva seccionalme 


suave. 


ENE rep Ada 


N [A "ty ; 
dp dx | ðe dy | do dz -| de a ! 
l (ued |, (e dt * ðy dt ` oz dt d dt d= pli) = e(o), 


| 
| 


j 
| 
E] 
4 
) 
| 

| 
| 
| 
| 
j 
E] 
3 
| 
| 
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longo de C. Caminho fechado simples significa um caminho fechado que não tem 


auto-interseção.* f e 
O seguinte teorema é verdadeiro: a circulação de u é nula para um caminho 


fechado simples C (em um domínio D) se e somente se a integral Ph (u > ds) inde- 
de do caminho em D. (corro conservativo) 

Com efeito, seja C (Fig. 1.12a) um caminho fechado simples. Escolha dois pontos 
arbitrários M e N sobre C. e escreva 


fa) = fS ud) [ (uid) = fi qu: ds) — f; ques) 


sobre C1 sobre C2 sobre Cı sobre C2 


pen 


Se a integral f% (u * ds) independe do caminho, o lado direito se anula e a circulação é 
zero. 

Reciprocamente, se dois caminhos C, e C, ligando dois pontos (Fig. 1.12b) não se 
interceptam (no espaço), podemos formar, a partir deles, um caminho fechado simples, 
valendo então a equação acima. Se o lado esquerdo for zero, o mesmo acontecerá com 
o lado direito, fornecendo a independência do caminho. Se C, e C, se interceptam um 
número finito de vezes, obtemos a demonstração dividindo o caminho fechado em um 
número finito de caminhos fechados simples. No caso bem excepcional em que C; € C: 
se interceptam um número infinito de vezes, pode-se recorrer a um processo de limite 
que reduzirá este casó ao precedente. ** 


Observação. Dentro do contexto da discussão acima, enfatizamos que por g(x, Y, Z) representa- 
mos uma função unívoca bem definida*** em todo o domínio, e é impossível enfraquecer esta 
exigência. ; 

Em muitos tratamentos**** do campo magnetostático H, introduz-se o chamado potencial mag- 
nético escalar x, de tal maneira que H = grad x, embora a circulação de H não se anule sobre 
certos contornos. No entanto, em todos estes casos é impossível definir x univocamente sobre 
todo o contorno (para os contornos em que isso é possível, a circulação de H efetivamente se 
anula). 


Deve estar claro, agora, que muitos campos vetoriais não pertencem à categoria 
dos campos gradientes, pois é fácil construir um vetor u para O qual a integral f (u : ds) 
realmente dependerá do caminho. É talvez ainda mais fácil esboçar alguns destes cam- 
pos, trabalho facilitado pela introdução do conceito de linhas de campo. Estas linhas 
de campo são curvas com tangentes dirigidas ao longo do campo vetorial u, em cada 
ponto. Por exemplo, a Fig. 1.13 mostra o campo velocidade, no plano, de um fluido 
que gira em torno de um obstáculo circular. Neste caso, as linhas de campo são as 
trajetórias ao longo das quais as partículas do fluido realmente se movem. 

É evidente que a circulação do vetor velocidade u ao longo de qualquer um dos 
círculos da Fig. 1.13 não pode ser zero (o produto u - ds tem o mesmo sinal para todos 
os pontos do círculo). Conseguentemente, o campo acima não pode ser um campo 
gradiente. 

o campo velocidade de um fluido é, talvez, o melhor ponto de partida para a 
investigação de outros tipos: de campos vetoriais, pois nos conduz naturalmente a 
outro conceito fundamental: o fluxo de um campo vetorial. 

Considere o elemento dS de uma superfície S$ (Fig. 1.14). Como no caso de cur- 
vas, trataremos somente de superfícies seccionalmente suaves, i.e., aquelas constituí- 


ea a a ES O NO 
* . e . ns . - . 
Esta propriedade nos permite escolher, de maneira única, a direção de integração ao longo da curva, caracte- 
sada pelo vetor ds. 
‘Os detalhes podem ser encontrados em O. D. Kellogg, Foundations of Potential Theory. 
s Uma função plurívoca não é uma função, mas uma coleção de várias funções diferentes. 
Por exemplo, Reitz e Milford, Foundations of Electromagnetic Theory, Seção 8.8. 
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Fig. 1.13 Fig. 1.14 | 


das por um número finito de partes suaves. Uma superficie suave é uma superfície | 
representável por | 


x= po. y =P) z= z(p;q), | 


onde p e q são parâmetros independentes e as funções x, y e z possuem derivadas 


parciais de primeira ordem contínuas em relação a p e q, no domínio considerado. As i 


superfícies suaves possuem planos tangentes em todos os pontos e podem ser orienta- 
das: ou seja, podemos distinguir entre o lado positivo e negativo da superfície. Supo- 
remos também que nossas superfícies seccionalmente suaves foram construídas de tal 
forma que estão orientadas*. E costume representar elementos de superfície dS por 


vetores dS de módulo dS, normais à superfície e de mesmo sentido que a normal | 


positiva à superfície, como ilustrado na Fig. 1.14. Suponha que o campo vetorial u 
representa a velocidade de um fluido em movimento. Pode-se mostrar que o produto 
interno (u - dS) representa a quantidade de fluido que atravessa dS na unidade de 
tempo. Com efeito, as partículas do fluido atravessando dS no instante £ ocuparão, no 
instante £ + dt, a face ABCD do puralelepípedo mostrado, e todas as partículas de 
fluido que cruzaram dS entre t e! + dt estarão, no instante t + df, no interior do 
paralelepípedo. Conseguentemente. a quantidade de fluido que atravessa dS no inter- 


valo dt é dada pelo volume do paralelepípedo, igual a 


dS - |u| - dt cos 0 = (u- dS) dt. 


Dividindo por dt, obtemos o resultado desejado. 
Por analogia podemos definir, em geral, o fluxo de um campo vetorial u através de 
uma superfície S, pela integral de superfície 


$ = [[(u-ds). 
S 


Nesta fórmula. S pode ser uma superfície aberta ou fechada. Um caso muito familiar 
da segunda possibilidade encontra-se no teorema de Gauss, em eletrostática. 


*Para detalhes, consulte, por exemplo, Kaplan, pág. 260 et seg. 


VETORES, MATRIZES E COORDENADAS 21 


1.7 CAMPOS VETORIAIS NO PLANO 


tam circulações e fluxos são 


Pelo material da seção anterior, as integrais que represen : 
no plano, a integral da circu- 


importantes no estudo de campos vetoriais. Para vetores 
lação tem a forma* 


fo luas) = $ (ue dx + uy di). 


As integrais deste tipo podem ser analisadas por meio do teorema de Green: se C é 


Crassé C 8 2 do R 
uma curva fechada (súåvè por pedaços) simples em um domínio D simplesmente co- 
nexo e se P(x, y) e Q(x, y) possuem derivadas parciais de primeira ordem contínuas 


em D, então, 
ðQ ðP 
A (P dx + Q dy) =J) (52 — ar) dS 


onde S é a área limitada por C. 


y y 


N 
RÃ , 


Domínio simplesmente conexo Domínio duplamente conexo 


x 


Fig. 1.15 


Fig. 1.16 


EO E seas 
* a é - PR) 2. ` a 

A não ser quando haja menção explícita em contrário, convenciona-se que a direção de integração em tais 
integrais, i.e., a orientação de ds. será no sentido anti-horário. 


í MÁTICA 
2 FÍSICA MATE 


i Ancia da exigência de que C c 

fato É E datos ini o m da -o de seu exterior por meio da Seguinte | 
; orrermos a curva na direçao sign: 
o EEE e aquele à nossa esquerda como O interior. Se a curva se interceptar, | 
uma tal formulação leva a uma contradição, como deve ficar óbvio do exame de üm 
ma de uma “figura oito”. 

i D no aiok simplesmente conexo Se toda curva fechada simples con. į 
tida nele tem seu interior também contido nele. Falando figurativamente, um domínio 
é simplesmente conexo se não possui ''buracos”” (Fig. 1.15) 
"Sem entrar em detalhes matemáticos, esboçaremos um método de demonstração 
do teorema de Green que facilita muito sua interpretação física. Em primeiro lugar, 
observe que P(x, y) e Q(x, y) podem ser sempre considerados como as componentes | 
udx, y) e 4x, y) de um certo campo vetorial; adotaremos, por conveniência, esta | 
identificação. Dividamos a área S em uma rede, como ilustrado na Fig. 1.16(a). To- į 
mando as integrais j (u > ds) ao longo de cada malha da rede, no sentido anti-horário, | 
podemos facilmente deduzir que 


f 0d) = Z f u ds) 


todas as 
malhas 


nei 


(A contribuição de uma fronteira comum entre duas malhas se cancela, por causa das į 
orientações opostas dos vetores ds; isso deixa somente a contribuição dos segmentos 


de C.) Além disso, multiplicando e dividindo cada termo da soma pela área AS de cada 
malha, obtemos | 


ao É ds) | 
fa ds) =D as AS AS. | 
malhas 


Suponha agora que o número de malhas aumenta infinitamente e que cada uma 
delas “'se reduz a um ponto”, de maneira que AS — 0. Se o limite 


. $(u-ds) 
a a R 


existe e independe da forma de AS*, então a soma se transforma em uma integral, e 
temos ' 


$, (u-ds) = [f f, y) ds. 
S 


o resta-nos calcular a função f(x, y). Uma malha típica está mostrada na Fig. 
-16(b); não necessita ser retangular, pois o raciocínio apresentado abaixo é válido 


para fo mas a bitr árias Se Ur eu m ri I iai odemos 
r I . r Y possue de ivada í 
S pa ciais continuas, p 


(ar = (uo)p + 6), œ- D+ (Ge) v- 
P 


*Com a restrição d i iâ 
e que o maior diâmetro de AS d ps 
malmente estreita, mantendo um comprimento finito. ia oii a nn ve PR 
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ÍUy 
(u,)m = (u,)p + G), (x-4 + (5), @-— n) 


sendo as aproximações de primeira ordem em |x - ë| e |y -n | * Aqui P(E, n) éo 
ponto fixo para o qual AS tende e M(x, y) é um ponto arbitrário na fronteira da malha. 
Escrevendo agora 


$ u- ds) = $ us dx + $ uy dy, 


vemos que necessitaremos das seis integrais abaixo: 


$ dx, é dy, $ x dy, $y dx, $ x dx, $ y dy. 


As duas primeiras são nulas, as duas seguintes são + AS e — AS respectivamente, € as 
duas últimas são nulas. Como resultado, temos 


Portanto, 


Cn. Slucds) du, ðu: 
e m aSs O De o) 


À convenção de que as derivadas parciais devem ser calculadas em P(£, n) pode ser 
omitida, pois P é agora um ponto arbitrário no interior de C. Temos então o resultado 


que é exatamente o teorema de Green em nossa notação. 
Dado um campo vetorial u = mi + uj, a função fix, y) é conhecida como o 
rotacional de u, de maneira que, por definição, 


. f(u: ds) 
tu= | PeR 
S 


Calculamos assim a expressão para o rotacional de u em coordenadas cartesianas or- 
togonais no plano: 


Ee ass 
x - a . . . +“ e . ` . . 
Pelo teorema da existência da diferencial total, que é válido devido à continuidade das derivadas parciais. 
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i i 
fato de que, para um campo vetorial no plano, o rotacio. 
e não um vetor. O ponto é que vetores são Quantidades 4 


nitivamente não é deste tipo, quer introduzamo, | 


| 
| 
| 


Observação. Chamamos atenção para O 
nal de u é essencialmente um escalar* 
expressas como ai + bj, € O rotacional de u defi 


ou não o terceiro eixo. . 


Um campo vetorial u que possui O rotacional nulo em um ponto é chamado de 
campo irrotacional (naquele ponto). Se u for irrotacional em um domínio simplesmente 
conexo, então, pelo teorema de Green, é um campo conservativo (campo gradiente) 
naquele domínio, i.e., possui circulação zero. A recíproca tem de ser enunciada bem 
cuidadosamente: se u é um campo gradiente (ou seja, u = grad q), então será irrota- 
cional, desde que p possua derivadas parciais de segunda ordem continuas. 


€ 


Fig. 1.17 Fig. 1.18 


aS 


Exemplo. O campo magnético de indução (campo B) devido a um condutor infinito 
pelo qual passa uma corrente, será (no exterior do condutor)** 


**Sy é o vetor unitário, tangencial ao círculo traçado em torno do eixo do condutor 


I ; 
B = #% sọ (unidades MKSA) 
Zar 
No plano xy (como mostra na Fig 1.17), | 
r | 
I 
2rr r 2r x? + y | 
I x | 
B, = Bcos 0 = ES = | 
2r x2+ y? | 
5 
4 
Este campo é irrotacional, exceto na origem. Portanto, $e (B - ds) = O se C não | 
contém a origem em seu interior, mas não nos outros casos. Podemos encontrar uma | 
função x'x, y) tal que B = grad x em um domínio simplesmente conexo D, mas isso 
pode ser feito somente se o domínio não contém a origem. ; 
3 
*Em uma nomenclatura mais elaborada, o rotacional de u é jedade | 
L à 3 u é chamado pseudo-escalar, devido à ropriedade 
peculiar de mudar de sinal se mudarmos a posição relativa dos eixos Ox e Oy. Veja Ape indi H 
1 
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No interior do condutor, o campo B é 


Hof 
= E S , 
B 2r R2 r20 
onde R é o raio do condutor. Aqui B, = — (ud)27R?) e By = (oll2uR?x. O campo 


não é irrotacional e não pode ser representado por grad y em nenhum ponto. 
Examinemos agora o conceito de fluxo para vetores no plano. O análogo óbvio ao 
caso tridimensional é a integral 


+ =[ (u: no) ds = f (u: dn) 

c c 

tomada ao longo de uma curva C (não necessariamente fechada), em que no é a normal 
unitária à curva e dn = nods. Isso está ilustrado na Fig. 1.18. 


Exercício. Para um fluxo em um plano, relacione a integral P acima com a quantidade de fluido 
que atravessa a curva C por unidade de tempo. Especifique as unidades físicas de todas as quan- 
tidades usadas. 


Em muitas aplicações, surge o fluxo através de uma curva fechada. Evidente- 
mente, se ds = dxi + dyj, então* 


dn = dyi — dxj 


$, (u- dn) $, (uz dy — uy dx). 


Fazendo-se P = — u,, Q = u,, esta integral pode ser transformada por meio do te- 
orema de Green, de maneira que 


pu am = f) (Ge + Di) ds dy 


com a exigência, naturalmente, de que as derivadas parciais sejam contínuas em todos 


os pontos no interior de C. 
Esta relação é geralmente chamada de teorema da divergência (no plano) e é es- 


crita como 


ps div u- dS, 


onde 
ður , ðuy 


div u = Jx 3y 


*Há uma convenção padronizada de que, para curvas fechadas no plano (e superficies fechadas no espaço), a 
normal positiva é a normal que aponta para o exterior. 
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1.8 CAMPOS VETORIAIS NO ESPAÇO 
Gostaríamos agora de estender a análise da última seção, a vetores do espaço. Come- 


çaremos com o fluxo de um campo vetorial u através de uma superficie fechada S, 
porque a integral é, talvez, a mais fácil de ser tratada. A integral será 


ð= i (u- dS) = f (us dS. + u,dS, + u, dS,), 


onde dS, dS, e dS, são as projeções do vetor dS sobre os eixos coordenados. , 

Integrais deste tipo podem ser tratadas por meio do teorema de Gauss: Se S é 
uma superficie seccionalmente suave, fechada e orientável, contida, juntamente com 
seu interior, em um domínio D, e se L(x, y, z), M(x, y, z), e N(x, y, Zz) possuem 
derivadas parciais de primeira ordem continuas em D, então 


ðL ôM əN 
PP as. + mas, + wasa = |)f (E4 + W) av, 
s v 


onde V é o volume limitado por S. 


Fig. 1.19 


O teorema de Gauss pode ser reenunciado em notação vetorial, identificando L, 
M e N com as componentes de um campo vetorial u = u,ì + ui) + u;k. O conceito de 
divergência de u, 


pode ser facilmente introduzido, de modo que o teorema de Gauss pode ser reescrito 


como 
Sf 
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pafos 


divergência. 
nte chamado de Dmae feita por um método ániloos ao da! 
idi enos pedaços — m į 
seção precedente. Neste caso, dividimos O volume a | aF agos a 
tangulares — dos quais mostramos U à : a armos | 
a ias de cada bloco € somarmos OS resultados, © op er o fluxo 
PN da fronteira exterior S: como antes, o fluxo t airo Vea E opostos En de | 
dois blocos deve aparecer duas vezes na soma, e Do sas: o Amu | 
dança de direção da ““normal exterior (veja a nota de rodap ns 


guinte, 
-dS 
f (u: dS) = È fica. d8) AV 
S 


todos Os 
blocos 


e é frequenteme 
A dedução deste teorema P 


= 
ue cepa 


a divergência de u, por meio de 


introduzindo, com um propósito óbvio, O volume AV de cada bloco. Definimos, agora, | 


Podemos agora deduzir o teorema de Gauss, fazendo os detalhes matemáticos e 
achando assim a fórmula de div u em coordenadas cartesianas. Apresentaremos uma 
versão simplificada da demonstração, a partir do bloco retangular AV (Fig. 1.19). 

Não é difícil mostrar que o fluxo de u através de um retângulo ABCD, será dado*, 
com uma aproximação de primeira ordem em Ay e Az, por 


Sascp E (us)p AY Az, 


onde (1,)p foi calculado no centro P do retângulo. Com efeito. para qualquer ponto 
dentro de ABCD temos 


us E (us)p + Ge — n) + (=) e — ¢) 


e os dois últimos termos se anulam quando integrados sobre a superfície de ABCD. 
Por conseguinte. o fluxo de u através da face A’ B’ C’ D' é determinado pelo valor 
de u, no centro desta face € é dado por 


| 
| 
| 
| 
| 


Do mesmo modo, o fluxo através da face oposta é 


z [o — 6, E Ay Az. 


Há um sin f 
al menos na frente porque agora desejamos a normal positiva na direção dos 


é si 
Supondo uma normal positiva na direção dos x positivos 
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x negativos. Adicionando estes dois fluxos obtemos 


Os fluxos através das outras quatro faces são obtidos de maneira semelhante, o que 
conduz à seguinte expressão, para o fluxo através de um pequeno paralelepípedo AV: 


~~ [ður , Juy , uz 
aara ( + 3» +z AV. 


dx 


A expressão para a divergência segue agora facilmente e nossa análise está concluída. 
Consideremos agora o problema da circulação de um vetor no espaço. Uma tal 
integral tem a forma 


$, 0: ds) = $ (uz dx + uy dy + uz dz), 
C C 


admitindo-se que C é uma curva fechada simples seccionalmente suave no espaço. 
Não necessita ser uma curva plana, mas suponhamos que possa ser a fronteira de uma 
superfície orientável seccionalmente suave S. Esta situação está ilustrada na Fig. 1.20 
(a). E uma convenção padrão definir o sentido positivo da orientação em torno de um 
elemento de superfície dS, de maneira que forme um “sistema positivamente orien- 
tado” com a normal positiva à superfície.* A direção positiva da circulação ao longo 
da curva fronteira de C é escolhida agora de maneira a coincidir com a orientação do 
elemento de superfície adjacente (Fig. 1.204). Feito isto. podemos enunciar o teorema 
de Stokes: Se S é uma superfície orientável seccionalmente suave, limitando uma 


bio sa 
(a) (b) 


Fig. 1.20 


curva fechada simples e seccionalmente suave, mutuamente orientadas como descrito 
acima, então, 


fuo, y, z)dx + M(x, y, z) dy + N(x, y, z) dz] 


E aN _ ðM aL ƏN ðM _ ðL 
JG 06) 6d + (Ge = e) dear + (Dl - axo) 


Di ui eme 
+ . 
Uma regra bem conhecida no estudo dos campos magnéticos. 
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desde que L, M e N possuam derivadas parciais continuas em um domínio contendo gº 


ec. 3 
Como antes, podemos tratar L, M e N como sendo as componentes de um campo ` 
vetorial u. Pela técnica já familiar, dividimos $ em uma rede de malhas (curvas) (Fig, 


1.20b) e afirmamos que 


-d 
AOR 


malhas 


onde AS é a área de uma malha dada. Como antes, calculamos 


co $(u-ds)_ o Bus dx + uy dy + u: dz), 
a, AS pm AS 


Considerando uma pequena malha em torno de um ponto P(E, 1, é) teremos, para | 
cada ponto M(x, y, z) sobre sua fronteira F (Fig. 1.212), 


(uz)m = (uz)p + (E). «— + ($), 0 — n) + (a), (2 — t), etc. 


(a) Caso I (b) Caso TI 


Fig. 1.21 


Necessitaremos de integrais como 


A dx, f, x dx, $, y dx, $, z dx, 


e outras semelhantes. Estas integrais podem ser calculadas pela projeção de nossa 

malha sobre os planos coordenados, ; 
Suponha que desejamos obter as integrais do tipo frfix, y) dx e $ifix, y) dy- Como | 

os pontos M e M' (Fig. 1.21) possuem as primeiras e segundas coordenadas respecti- à 
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vamente iguais, estas integrais se reduzem a $rfix, y) dx e $r'fix, y) dy com exceção do 
sinal*, que dependerá da orientação da malha: 


$ f(x, y) dx = +é f(x, y) dx, etc. 
r y 


O sinal positivo é para o Caso | (Fig. 1.21a), em que o ponto M' descreve T' em 
sentido anti-horário, e o sinal menos para o Caso II (Fig. 21b) em que M’ percorre I’, 
o sentido oposto. ** 

Em particular, observe que 


enquanto que 
$ ydx = +é ydx = FAS, 
r T’ 


onde AS' é a superfície limitada por T’, i.e., a superfície da projeção da malha sobre o 
plano ry. Como a malha é pequena, temos (Fig. 1.21) 


AS" = AS cos (no, k) no Caso I, AS’ = —AS cos (no, k) no Caso II, 


(onde m, é a normal unitária a AS). Em qualquer caso, 


$ ydx = —4AScos (no, k). 
r 
De modo semelhante, podemos deduzir que 
f xdy = +485 cos (no, k) 
r 


(esta integral é também necessária). Outras integrais são calculadas de maneira aná- 
loga. Em particular, $rzdx e frrdz exigem projeção no plano xz, etc. O resultado final 
destes cálculos é 


. dé ð z . 
f (u - ds) = AS (e = a. cos (no, à) + ($ — a, cos (no, j) 


Se introduzirmos o rotacional de um vetor no espaço (que é agora um vetor, ao 
Contrário do caso do plano) por meio da relação 


Es RES a 
P simbolo $I sem nenhuma outra explicação indica integração no sentido anti-horário (veja a nota de rodapé 
a página 21). 


“0 movimento de M’ não pode ser escolhido arbitrariamente pois está determinado pelo movimento de M na 
direção positiva de circulação em torno da malha. 
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: f(u: ds) t u+ no), 
Reto AS is 


temos o resultado 
ou. ou: 
du, SUA. du; OU. ouy zN k, 


ue a circulação de u sobre uma superfície orien. į 


ue também conduz ao enunciado de q i l 
dada infinitesimal descrita por dS é igual a (rot u: dS). Assim o teorema de Stokes pode | 


agora ser escrito em forma compacta:* 
$ (u: ds) = [[Cra u: dS). 
c 
S 


Como no caso dos vetores no plano, os campos vetoriais que satisfazem div u =0: 
são chamados solenoidais e os que satisfazem rot u = 0 irrotacionais. O conceito de ` 
campo irrotacional está estreitamente relacionado com o conceito de um campo con- 
servativo (u = grad y) mas estes dois campos não devem ser identificados devido a | 
complicações topológicas. Em particular, se um campo é irrotacional em um domínio 
D, não se segue que sua circulação ao longo de uma curva arbitrária fechada e simples 
em D é zero. O problema é que talvez seja difícil utilizar o teorema de Stokes, pois 
talvez não possamos construir uma superfície S cuja fronteira seja a curva e que esteja 
totalmente contida em D. | 

Exemplo. Considere uma bobina feita com um condutor de espiras muito unidas, e 1 
pelo qual circula corrente. O campo B no interior do toro é irrotacional; com efeito, 
rot B satisfaz a equação** 


rot B = uoJ + eono SE (unidades MKSA) 


N 


Fig. 1.22 


não havendo densidade de corrente J 


À nem corrente de deslocame interior do 
toro; suponhamos que a corrente que ao noso 


passa pela bobina é contínua. No entanto, O 


a ASN 
*A forma do elemento de área é i , : E 
dz, erc. é Area é Irrelevante; por isso, podemos igualar dS, em dS = dS „i + dS,j + dS kad 


set n H 
ma das equações de Maxwell; veja, por exemplo, Reitz e Milford, pp. 296-297 
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campo B no centro de cada espira de bobina é B = got! o que fornece uma circulação 
ao longo do círculo central C do toro: 


$ (B - ds) = uonl-27R # 0. 
c 


É fácil ver que qualquer superfície que tenha por fronteira C deve necessariamente 
estender-se para fora do toro e cortar os condutores onde rot B + 0. 

Como as quantidades div u e rot u em um plano foram definidas como sendo 
derivadas de área e como div u no espaço foi definida como uma derivada de volume, 
pode-se conjecturar que rot u no espaço se reduz também a uma derivada de volume. 
Isso é de fato verdadeiro, e a fórmula será 


AV>0 AV 


onde a integral de superfície é tomada sobre a fronteira que limita o volume AV. Esbo- 
çaremos uma demonstração desta relação considerando AV na forma de um paralele- 
pipedo retangular como mostrado na Fig. 1.22. As contribuições feitas a gp [dSxu] pela 
face superior envolvem somente ui € u „j e fornecem, na notação usual 


du, AZ). uy Az | ; 
I [dS X u) = Ax Ay (u + Jz E — (us + Jz Dl 
Face superior 


em que P é o centro do paralelepípedo. A face inferior terá dS com a orientação 
invertida e 


ðu, AM). du, AZ. 
fas x a= -axar |u- e 05) i- (0, 4 A | 


Face 
inferior 


Adicionando, obtemos 


ður . ðuy Q 
OR = =), i) Ax Ay Az. 


As contribuições das outras quatro faces são tratadas de maneira semelhante, o que 
demonstra o resultado. 


Observação. O gradiente de um campo escalar p pode também ser representado como a derivada 


de um volume; mais precisamente 


rad li Feas 
= lim . 
aid av>0 AV 


Concluiremos esta seção mencionando algumas quantidades obtidas por meio de 
Operações repetidas envolvendo o gradiente, a divergência e o rotacional. Em primeiro 
lugar, observe a identidade 


rot grad q = 0 
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é sempre irrotaciona. 

firmativa de que um cam conservativo é $ i dm Ciona: 

que representa a afirma ivadas parciais de segunda or p sejam conti. 
as derivada eração de tipo semelhante fornece 


desde que, naturalmente, as j 
H aa mencionado na pag. 23). A sginean, pi EENE. e 
definição do operador diferencial de Laplace š 


v2p = div grad p, 


i ianas. 
com a representação bem conhecida em coordenadas cartesia 
2 e , 9 3e, 
Ve = aa ta” a 
0x2 Oy dz 


para vetores no plano. Há também duas 


vetores no espaço: div rot u e rot rot u. Um 


ostra que div rot u = 0. Um raciocínio 


a superfície fechada $ em um domínio 
tes tenham derivadas parciais contí- 
C, como ilustrado na 


Ambas operações possuem análogas 
operações que somente são possiveis para 
cálculo direto em coordenadas cartesianas M 
mais sofisticado e de algum interesse é tomar um 
D em que rot u esteja definido (e suas componen 
nuas). Divida S em duas partes, $, e S por meio de uma curva 
Fig. 1.23. Pelo teorema de Stokes 


flu: ds) ae u-dSy) = Ela u- dS2); 


sendo que o sinal menos é devido à orientação “errada” de S, em relação a C. Por 
conseguinte, 


Sfi u- dS,) + ff Crot u- dS2) = f (rot u- dS) = 0 
Sı S2 S 


para qualquer superficie fechada em D. Aplicando o teorema da divergência, obtemos 


di -dV = 0. 
i iv rot u 


Então, como isso é verdadeiro para um volume arbitrário V em D, segue-se que div rot ! 


u=0. 
Quanto à operação rot rot u, podemos deduzir a seguinte expressão em coordena- 
das cartesianas 


rot rot u = grad div u — Viu 


em que o símbolo Vu representa a operação Viu,i + Viu,j + Vºu,k. Esta fórmula, 
contudo, não é válida em outros sistemas de coordenadas.* 


*O símbolo V? está relacionado com o chamado operador '*nabla"”” ou “*del'* 


ð ð ð 
S eE e sd 
iz tis th 


que pode representar o gradiente, a diver ênci i 
E ncia e o i õ = ivuž 
no E erot u = [V x u], por vezes bem e a E MAO poroso, ra eS TR 
ps den qùe paleas definir a operação Vu por meio de (grad div u — rot rot u), em qualquer sistema a 
: € feito pois Vu não se reduz à operação “div grad” aplicada às componentes de U- 
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Exercício. Verifique a fórmula acima usando as expressões da divergência, do gradiente € do 


rotacional em coordenadas cartesianas. 


1.9 COORDENADAS CURVILÍNEAS 


É, por vezes, mais conveniente usar sistemas de coordenadas diferentes do cartesiano. 
Em geral, um ponto do espaço pode ser descrito por meio de três parâmetros que 
representaremos por |, m, n. Um exemplo bem conhecido é dado pelas coordenadas 
esféricas r, 0, p, como mostrado na Fig. 1.24, juntamente com as coordenadas carte- 
sianas usuais x, y, z que estão relacionadas com r, 0, & por meio de 


x = r sen ĝ COS ġ, y = r senôsen ġ, z = rcos®ð. 
Em geral, x, y, z podem ser considerados funções de |, m, n: 
x=xLmn, y= x(l,m, n), z=zbm,n). 


Suponhamos que pelo menos em um certo domínio D do espaço estas funções 
possuem derivadas contínuas e que podemos achar |, m, n como funções de x, y, z: 


I 


= K(x, y, 2), 
m = m(x, y, 2), 


n = n(x, y, Z). 


Observe que isso implica que o jacobiano 


j = 063,2) 
a(l, m, n) 
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Curvan 
M (A, uv) A 
Curva m 
y 
[9) 
Fig. 1.25 


à i m coordenadas cartesia- 
não se anula*. Escolhamos agora um onto determinado M co i 
e K do com M(A, 4, v) em função 


nas (E, n, O; este ponto oderá também ser representa! 
Aa , É =w= constante en =» = constante, e 


das coordenadas |, m, n. Se mantivermos m = n n 
os então uma curva suave que passa por e que p er 

mo modo podemos definir a curva dos m e a curva 

1.25. Além disso, podemos introduzir vetores unita- 
tados no sentido dosl, m,n 


fizermos ! variar, obtem 
chamada de curva dos l. Do mes 
dos n. Isso está mostrado na Fig. 


rios lo, Mo, Mp ao longo das tangentes à estas curvas (orien no se 
crescentes): isso fornece um sistema local de eixos. Por conveniência, representamos 
l, m, n de maneira que (lo, Mo; no) formem um terno positivamente orientado. 

Nossos sistemas locais possuem, em geral, as' seguintes características que os 
distinguem do sistema formado pelos vetores cartesianos unitários ijek. i i 
1. Os eixos podem deixar de ser ortogonais; além disso, OS ângulos entre os eixos 


poderão variar de um ponto a outro. 
2. A orientação de la, Mo, Mo (relativamente a i, j, k) poderá mudar de um ponto a 


outro, mesmo que os ângulos entre Os eixos permaneçam constantes. 
3. A significação física dos parâmetros |, m, n talvez não seja o comprimento, € dl, 
dm, dn não são necessariamente iguais aos elementos de arco ds nas direções res- 


pectivas. 
dades (1), (2) e (3). Podemos sempre considerar o ponto 


Investiguemos as proprie 
M como definido por um vetor posição r = xi + yj + zk. Considerando x, y, z como 


funções de |, m, n, podemos escrever 
| 
r = (bm, ni + (mn) + z(l, m, n)k. 


Darar o incremento dr, corresponde a dar a x, y, z OS incrementos dx, dy, dz, 
respectivamente, o que, por sua vez, corresponde a dar a |, m, n os incrementos dl, 
dm, dn, respectivamente. Temos as seguintes relações gerais: 


LX al 4 E dm 4 E 
dx = a! t gm + an Tt» 


ô 
dy = Dat + SL dm + Z an, 


ðz 


dne 


ðz Oz 


*Veja, por exemplo, Kaplan, pág. 31 e seguintes. 
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x A “cet 
Se nos deslocarmos ao longo da curva dos |, então dm = dn = 0, € dr torna-se 


j, 2 
(na = (deit dyi + de Kma = (G H Jal 


Isso define a derivada de r em relação ao parâmetro |: 
or (dn 0x, | 3Y, , 92 
e = its —k. 
aT di att aid ta 

“Devido a seu próprio significado, ðr/ðl é um vetor ao longo da direção de lo. 
Assim, lo pode ser expresso por 
= _ðr/ðl ` (9x/9Di + (3y/əDj + (97/9Dk 
jor/o]] — /(ox/a? + (0/01)? + (02/01? 


REI) 


possui uma interpretação geométrica simples: O comprimento do arco elementar ds 
obtido quando somente / muda é dado por ds = dr)m n| = hdl. 
De maneira semelhante, deduzimos que 


z (9x/ami + (0y/0m)i + (8z/3m)k , ha = Ei p (27) " (= , 


A quantidade 


hı 


) 


Mo 


hm am ðm om 
e (9x/0n)i + (9y/0n)j + (92/ôn)k, ars Vey H (2 73 B | 
hn ðn ðn ðn 


Suponha agora que o terno lo, Mo, No seja um terno ortogonal. Devemos então ter 
as relações 


dx OX dy O) Oz OZ | 
al om | ðl ðm F ðl əm — 0, etc. 


Estas relações são satisfeitas por quase todos os sistemas de coordenadas empregados 
em física. Em particular, isso é verdade para Os sistemas de coordenadas esféricas e 
cilíndricas, como pode ser facilmente verificado. 

Esta análise torna clara a característica (1) dos sistemas locais de eixos. No que 
concerne à orientação dos eixos locais, observe que de fato ela varia de um ponto a 
outro nos sistemas de coordenadas esféricas e cilíndricas. Em verdade, esta é uma 
propriedade característica dos sistemas de coordenadas curvilíneas, em contraste com 
Os sistemas cartesianos. A propriedade (3) fica também ilustrada pelas coordenadas 
cilíndricas e esféricas, em que alguns dos parâmetros /, m, n representam ângulos em 
vez de comprimentos. Como regra geral, o deslocamento elementar dr decomposto no 


Caraça 


. de e a . . . 
Usaremos a notação familiar da termodinâmica: (dr)m, n Significa dr quando m e n são mantidos constantes. 
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sistema local de eixos se torna 


ar or or 
dr = aU + am + an l" = hidi-lo + hm dm mo + h, dn: no. 
Suponhamos que O sistema local é ortogonal;* então O elemento de arco é dado E 
fórmula simples PN 
ds = dr] = Vh? dP + hã dm? + hn drè. 


Por exemplo, nas coordenadas esféricas h, = l, ha = r, họ = rsen9, e 


ds = Vdr? + r? do” + r?sen? 6 dp”. 


Concluiremos nosso exame das coordenadas curvilíneas, deduzindo as fórmulas 
para as operações diferenciais usuais do cálculo vetorial. A fim de exprimir grad ẹ em 


novos eixos e novas variáveis, poderíamos partir de 


_ dp. dp. dy 
grad q = axi tayi T az” 


e usar então 


dp dp o! dp dm dp ðn 
ox ðləðx om dx Tm ax eter 


e escrever também i, j, k em função de lo, mo, no. Um meio mais rápido é utilizar a 


identidade 


. = _ dp de dy 
(grado dr) = de= al dl + ER dm + an dn 


e reescrevê-la na forma 
ES: 1 de 1 ðe 
(grad q: dr) = (7 e) hidl + (+ de) hm dm + (+ Es hn dn 
de onde segue-se imediatamente** que 


10 1 dy 1 dy 
hi a e + dm o Pho an 


da= 
ti hm ðm 


O cálculo da divergência pode também ser feito a partir da definição geral 


div u = lim Fu: ds) . 


DORES 
2 As coordenadas associadas são então chamadas de coordenadas ortogonais. 

**Lembre-se de que dr é arbitrário; portanto, fazendo dm = dn = 0, obtemos (grad pk = (thilê 
etc. Estamos tacitamente supondo que as coordenadas são ortogonais. 


pla, 
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Q urvan 


(b) 


Fig. 1.26 


Sem perda de generalidade, AV pode ser tomado como o elemento de volume com 
lados ao longo das curvas dos |, m, e n respectivamente (Fig. 1.26a). Em geral, O fluxo 
através de uma área elementar orientada na direção de ly é dado por 


uz: hm dm - h, dn. 


Ao subtrairmos os fluxos através das áreas M'N'P'Q' e MNPQ não devemos esquecer 
que não somente u; mas também A, € h, são funções de |, m e n.* Por meio de um 
raciocínio semelhante ao das páginas 27-28 (damos aqui uma versão simplificada), de- 
duzimos que o fluxo líquido de dentro para fora, através de uma destas duas faces é 


ð 
a (uihmh) dl dm dn. 


Adicionando as contribuições análogas das outras quatro faces e dividindo pelo vo- 
lume de nosso elemento de volume (que é A, dl Am dm h, dn), obtemos, imediatamente, 


l ð ð ð 
= hihmAn l (urhmħn) + am (umha) + an Canta) E 


div u 
Exemplo. Em coordenadas esféricas identificamos |, m, n com r, 0, &, nesta ordem. 
Então A = h, = l, hm = ha = r, hn = họ = rsen 9, e 


divu = z| 


r? sen 6 


EJ (r? sen 0 u,) + sa 


ð 
= ET (r sen 0 ug) + 3$ us) . 


Esta fórmula pode ser simplificada e, se desejável, reduzida à expressão mais 
simples 


du, 2 ú l du | cotô 1 ou, 
= gr r r 98 7“ rsenð ð$ 


O rotacional de u pode ser deduzido da circulação de u sobre as faces do mesmo 
elemento de volume. Por exemplo, a face MNPQ fornece (Fig. 1.26b) 


sie a 
4 . 
Em coordenadas cartesianas, A, = Am = hn = |. 
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P M 
- p = = _ ô : 
l (u ds) +f (u ds) = (Unhy dn)y P (unha dn)maq = Im (unha) dndn; 
Q N 
f. (u - ds) + A (u- ds) = —(umhm dm)po + (Umhm dm)un 
ð 
=n (uUmhm) dm dn, 
que reunidos formam 
tot idmana e ho — À (nhn) dm d 
rot u): hm dm hn dn = gm C” gn mim m an. 


Isso determina a componente /, de rot u. A fórmula completa é 


ð ð 
E (unhn) Ss an (int) lo 


+ (2 uho — 2 Gu) mo 


1 jo 


ð 
+ hiha al (mm) = ðm Cuh) no- 


Finalmente, a expressão para o Laplaciano V? é obtida combinando-se as fórmulas 
para a divergência e o gradiente: 


> 1 9 [haha do ð (hhi dy ð [hihm dy 
Do = é 
PRE A o l hi e) Tam ( hm 2) a; z( hn On 
Por exemplo, no sistema esférico, obtemos (após simplificações triviais) 
10/20 1 ð ð 1 a? 
2 _ | 9f 29 e P. 
E du (- e) É send 06 (ce é e) Tsen ap 
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PROBLEMAS 


1. Sejam dois vetores u, e u; do plano, definidos pelas coordenadas polares de suas extremida- 
des: (61, ri) e (05, ra). Se u, = u, + u, está definido por (8; r3), mostre como 0; e r, estão 
relacionados com 8,, 0, r, e ra. 

2. Podemos definir o produto misto vetorial de três vetores por meio da expressão [u x [v x w]]. 
Mostre que para três vetores quaisquer vale a identidade: 


[u X [v x w]] + [v X [w x ul] + [w X [u X v]] = 0. 
Sugestão: Use a identidade vetorial 
[a X [b x c]] = b(a; c) — c(a : b). 


A fórmula acima, conhecida como identidade de Jacobi, aparece em vários contextos em 
fisica e matemática. 
3. Considere os seguintes três vetores do espaço, por suas coordenadas 


uG, —3. 3, v(3, 5 3, w(—3, -?, $ . 

a) Verifique que estes vetores são unitários, ortogonais dois a dois, e formam um terno 
positivamente orientado, se ordenados como acima. 

b) Construa a matriz da rotação que transforma as componentes antigas de um vetor (em 
relação a i, j, k) em suas componentes novas, (em relação a u, v, w). 

c) Calcule, por meio da multiplicação matricial-vetorial, as novas coordenadas dos vetores 
a(0, 3, 2), b(—-1, 4, —3) e c(2, —2, —2). Dê uma interpretação geométrica do comporta- 
mento curioso do vetor c. 

4. a) Mostre que o produto misto dos vetores u(t, ty, U3), Vl, Va V3) € w(wi, Wa, wa) pode ser 
dado pelo determinante 


= (lu X v]: w). 


b) Usando isso, mostre que se uma matriz 3 x 3 é ortogonal, então seu determinante pode 
ter somente dois valores, ou +1 ou —1. 
c) Considere as matrizes 


0 
A= 0 1 ; B = 
0 — 
—1 0 0 
C= 0 —i 0 j, D = 


si 
© 
© 
tm, 
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“m a significação geométrica q. 
is representam rotações. Descreva também g å dad 
e indique quais Té | 

i elemento corresponde 
outras. j-j-ésimo elemento da matriz AB COT B izes XA ao PS à 
5. Compare, em peral? EREN apo Conslfua duas na 
matriz BA, no caso de m l 
isto é, tais que AB + BA. 3 | 
6. Segundo a discussão da påâg. 4, a matriz | 


cos6 sen® 


—senð cosô 
[o nro na 


5 ; re que 
representa uma rotação de eixos no plano. Mostre q 


30 3 
cos 28 sen 28 qes A E cos sen 38 


— sen3ô cos 38 


—sen20 cos 20 


e dê uma interpretação geométrica deste resultado. 
7. Mostre que a matriz 


s cos $ sen $ 


senġ —cos ġ 


não representa uma rotação de eixos. Dê uma interpretação geométrica da matriz B. [Suges: 
tão: trace os eixos de coordenadas antigos e novos, bem como a reta y = x te(b/2).] 


a IN , 
—V2/6 —v'2/6 


9. Sejam X, y T cartesiano oblíquo no plano. Sej 
Iê ' ) as coo denadas um 
e B os ângulos que os eixos x ey 


ue ae ã E fazem com eix , s 0 
q quação de um círculo com raio R e Ee one ie (Fig. 1.27). Mostre 
em é 


ponto em um sistema 


12 
XE y? + 2xy' cos 8 — a) = R2? 
10. Mostre | 
que o ètorv = 2i +i à 
j —6k não pode s i 
er escrito como combinacão li 
mbinação linear dos vetores 
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u: =i+j+ 2k, uz = 3i — j, u3 =2i+k. 


Fig. 1.27 


13. 


14, 


Mostre que o vetor w = — 2j — 3k pode ser escrito dessa maneira e de várias outras maneiras 


distintas. Dê a explicação algébrica destes fatos. Forneça também uma explicação geomé- 
trica. 


Calcule as integrais abaixo ao longo do círculo x? + y? = 1; use o teorema de Green se for 
conveniente: 


a) $ (u: ds), onde u = (2y? — 3x2y)i + (4xy — x?)j, 
b) É (2x? — y3) dx + (x? + y3)dy, 
c) $ (v: dn), onde v = (x? + y?)i — 2xyj está definido na pág. 25). 


- Seja F(x, y) = x? — y?. Calcule 


a) Jo (grad F-ds) sobre a curva y=x3, 


ôF 
b) fts sobre o círculo x? + y? = 1. 
n 


Aqui, ðF/ðn é a derivada direcional de F na direção da normal exterior e ds = |ds |. 
Mostre que o campo vetorial u = yzi + zxj + xyk é ao mesmo tempo irrotacional e solenoi- 
dal. Ache «p tal que grad q = u. Poderia haver um campo vetorial A tal que rot A = u? 
Demonstre as seguintes identidades para campos escalares f, y e campos vetoriais u, v do 
espaço: 


a) grad (fp) = f grad y + p grad f, 
b) rot (fu) = f rot u + [grad f X ul, 
c) div [u X v] = (v- rot u) — (u- rot v). 


* Usando os teoremas da divergência e de Stokes, caso conveniente; calcule as seguintes inte- 


grais. 


a: (u - dS), em que u = xi +y?j+z’k e S é a esfera de raio R com centro na 
origem, 

bf, (v- dS), em que v = xĉi + yřj + zřk e S é a esfera de (a), 

©) He (œ dy dz + y dz dx + z dx dy), onde S é a esfera de (a), i 

d) gr (u - ds), em que u = —3yi + 3xj + k eT é o círculo x? + y? = 1 situado no 
Plano z = 2, 


44 


16. 


17. 


18. 
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ano e que passa por Seu 
isfaz a equação 


centro. Mostre. 


rmal a seu pl 


; < ixo no 
Um disco plano gira em torno do eixo Iquer do disco sat 


que o vetor velocidade v de um ponto qua 
rot v = 20, 

é o vetor velocidade angular. a z) e densida devan 
A meio condutor com densidade o tado Gor mta super 
Ê e a ; 

de corrente J(x, y, z). Seja V um volume arbitrário pa O cu ENE QuE 


cie fechada S, seccionalmente suave. Considere a ae A jie 
penetra por unidade de tempo, através da superfície $, € 


4 [ffiws -= = P aesa: a8) 
y s 


Com o auxílio do teorema da divergência, deduza a chamada equação da contin 


| 
| 
! 


uidade 
l ðP _ 
div J + Fig 0. 


Usando as técnicas empregadas nas Seções 1.7 e 1.8, esboce demonstrações possíveis para as 
afirmativas seguintes 


. Seda 
grady = lim “AS. (no plano), grady = lim (no espaço). 


4850 S AV50 A 


- Calcule as quantidades A,, ho h, (veja pág. 37) no sistema de coordenadas cilíndricas 


U fó mulas apropr iadas da eçao . escreva as expressoes par gradiente a 
sando as Tor S | 9 i 

` a o , 
divergência, o rotacional eo Laplaciano em coordenadas cilíndr Icas. 


Funções de uma Variável Complexa 


2.1 NÚMEROS COMPLEXOS 


Ao estudarmos as raízes de equações algébricas, e, em particular, as raízes das equa- 
ções cúbicas, será conveniente introduzir o conceito de um número, cujo quadrado é 
igual a —1. Segundo uma tradição já estabelecida, este número é representado por i, e 
escrevemos i? = —]1, ei = -1. Se permitirmos que i seja multiplicado por números 
reais, obteremos os chamados números imaginários* da forma bi (onde b é real). Se 
estendermos as regras usuais da multiplicação aos números imaginários, deveremos 
então concluir que os produtos de números imaginários são números reais; além disso, 
seus quadrados são números reais negativos. Por exemplo 


G—4) = GU = (—12)(—1) = 12, 
(—5D) = (SP = —25. 


Se juntarmos os números imaginários aos números reais, teremos um sistema no qual 
poderemos efetuar multiplicações e divisões (exceto por zero, naturalmente). Dizemos 
i que um sistema como esse é fechado em relação à multiplicação e à divisão. No en- 
i tanto, nosso sistema não é fechado em relação à adição e à subtraçãot. Para eliminar 
esta deficiência, introduzimos os chamados números complexos. Estes são números 


geralmente escritos sob a forma 
a + bi (a, b = números reais) 


e devem obedecer a regras algébricas apropriadas. Como mostraremos abaixo, O sis- 
tema dos números complexos é fechado em relação à adição, subtração, multiplicação 
e divisão, e mais ainda em relação à operação de “extrair raízes”. Em resumo, ele 


DC 
*Os números imaginários são também chamados de números imaginários puros para reforçar a diferença com O 
caso geral dos números complexos. O nome originou-se da crença de que os números imaginános, bem como 
ae números complexos, não representam quantidades diretamente observáveis na natureza. Embora este ponto 
de vista esteja atualmente abandonado, a nomenclatura original ainda persiste. , 
sistema também não é fechado em relação à operação de extrair a raiz qu 
* Teal nem imaginário (puro). 


adrada: por exemplo, v nāo é 
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jávei a uma extensão do sistema ` 
i tod ualidades algébricas desejáveis € ppi e Fio dor stema 
meros dE O estudo dos números complexos € E ai 
úmeros reais. dos 1 Scor aei | 
Dee o a descrição das leis físicas fica muito mais p 


2.2 GEOMETRIA E ÁLGEBRA BÁSICAS DOS NÚMEROS COMPLEXOS 


] + bi), então as : 
S revermos os números complexos na forma usual A Rd (ou a ), E 
esc c ) í 
operações usuais com os mesmos serão definidas como seg 
1. Adição: 


(a, + bi) + (as + iba) = (a, + a2) + i(b; + bə). i 
2. Multiplicação: 
(a, + iby) (a2 + iba) = (aiaz — biba) + i(aiba + a2b1). 


A segunda regra é de fácil compreensão, se a E E so 
são multiplicadas de maneira AU a binômios, usando as lei ; 
s Zy o aajn | 
ama e as formaa + i0 serão tacitamente pronos pi bp 
ros reais, pois obedecem às mesmas regras algébricas e são geralmente ine istinguíveis 
dos números reais.* Os números complexos da forma 0 + ib são, a pa 
imaginários (puros). E costume escrever simplesmente a + i0 =acO+ib=ib À: 


subtração de números complexos pode ser definida como a inversa da adição, de ma- | 
neira que se 


(a, + ibi) — (a2 + bo) = x + iy, 


então 


a, + ibi = (x + iy) + (a2 + iba) 
de onde segue-se quet 


x=aj— as e y= b; — bz. 


Uma maneira alternativa é formar o negativo de um número complexo, 


—(a + ib) = (—1)(a + ib) = (—1 + iO)X(a + ib) = —a — ib, 
e reduzir a subtração à adição. 


A regra para a divisão pode ser deduzida de forma semelhante, invertendo-se à ` 
multiplicação. Um método mais curto é o seguinte: | 
atib a+tibc—-id (ac+ bd)+ i(bc — ad) E 
ctid ctidc-id” c? + d2 
-ac+bd, bc — ad 
apetiapgp (+e x0). 


ameero 


njunto dos números compl 4 

do: exos i0 éi. oa 
da correspondência a + j0 <» an? RE 
= Xz + iya, Se e somente se x, 


A z vigt 

Em uma linguagem mais rigorosa, *o subcoi 
conjunto dos números reais por meio 
tUm postulado tácito é que x, + iy, 


EX CY =yo 
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Vê-se, imediatamente, que o divisor pode ser qualquer número complexo, exceto zero 
(o número 0 + i0, que é único e simplesmente escrito como 0) 


Observações 
1. A adição de aires complexos obedece às mesmas regras que a adição de vetores no plano 

desde que a € b sejam identificados com as componentes de um vetor. Observe, no entanto, que a 
multiplicação de números complexos difere da formação do produto interno e do produto vetorial 


de vetores. 
2. Ouso do símbolo i e do binômio a ele relacionado, a + ib, é convencional, mas não indispen- 
sável. É possível definir um número complexo como um par de números reais. (a, b), que obe- 


dece a certas regras peculiares; por exemplo, a multiplicação pode ser definida por 
(ai, b1)(a2, b2) = (aiaa — bibo, aib + aob)), 
etc. Deve ficar claro que a forma a + ib é somente uma representação de um número complexo. 


É costume representar os números complexos por pontos no chamado plano com- 
plexo, ou diagrama de Argand (Fig. 2.1). Se representarmos o número complexo x + iy 
por um único símbolo z e escrevermos z = x + iy, então a cada z corresponderá um 
ponto do plano complexo com abcissa x e ordenada y. Esta idéia nos conduz também à 
representação trigonométrica de um número: 


Zz = r(cos 0 + i sen 6), 


em que r = Vx + y? e tg 0 = yjx. Nesta representação. r é único (raiz quadrada 
positiva), mas 9 não o é. Uma convenção comum é exigir quet 


-r <07, 


juntamente com a regra padrão para os quadrantes, isto é, 8 < 0 se y < 0. 
Usaremos amplamente a nomenclatura e a notação a seguir: Se 


z =x + iy =r (cos 0 + i sen 8) 


então 


x = Re z é a parte real de z, 
y = Im z é a parte imaginária de z. 
r = |z| é o módulo de z, também chamado de valor absoluto de z, 


8 é o argumento de zZ, também chamado de ângulo polar ou fase.* 


Im Py z=x+iv 


y 


Eixo 
imaginário 


— >» Re 


Los -- 


Eixo real 


Fig. 2.1 


Dea E EE 
tUma out z mé0=s89<2r i 
a ra convenção comum € V = i a " . 58). 
Uma designação mais precisa para ô seria "valor principal do argumento de 2 (Veja p 58) 
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o conjugado complexo do número z =x + iy € vice-versa, ` 
que, no plano complexo, Z € Z representam 


Podemos dizer 
m torno do eixo real. 


O número x — iy é chamado 
Nós o representamos por 7- 
cada um a reflexão do outro € 


-negativo € igual a |z? ou a |z|? (estas duas 


Observações , 5 

1. A quantidade zž é sempre um número real não 

quantidades são iguais.) ; j 
m número real, igual a 2 Re z ou a 2 Re |z|? (estas duas 


2. A quantidade 7 + Z é sempre u 
quantidades são iguais.) 
3. As regras (Z, + 22) = Zi 


são evidentes € deveriam ser guardadas. 


+ Ž2 e (Z122) =ZiZo 


Fig. 2.2 


Como os números complexos obedecem à mesma regra de adição que se aplica aos! 
vetores do plano, eles podem ser adicionados, graficamente, por meio da regra do. 


paralelogramo (Fig. 2.29). Reciprocamente, vetores do plano podem ser representados 
por números complexos. O produto escalar de dois destes vetores pode ser obtido por. 


meio da regra | 
| (7:72) = Re (2125) = Re (2120), 
onde fica subentendido que z, € Zz são vetores correspondentes aos números comple- ; 
A za, respectivamente. O produto vetorial pode ser obtido de maneira seme; 
. | ł 3 

[zı X 25) = Im (212) = -Im (212). | 


Exerci . . . . f ! 
ício. Verifique a validade das regras acima para Os produtos escalar e vetorial. 


E) 


Na - 4 . 
PRN mn complexas, usa-se frequentemente a expressão la — uu 
a fer aa quantidade (módulo do número complexo zı — Zə) é igual à 
ie ne no piano complexo. Segue-se que a afirmativa |z — zo| <R 
pa A a emonstrações de vários teoremas) significa geome- 
E A entro do círculo de raio R com centro no ponto žo 
ea ça de raio R de zo; veja a p. 17). As duas desigualdades ê 
e demonstradas por meio de considerações geométricas: 


Lo [z + zal < zal+ za. 

U s ! 

(Um lado de um triângulo é menor ou igual à soma dos outros dois lados.) 
2. |z = z| 2 lo el. 


(A diferença de dois lados de um triângulo é menor ou igual ao terceiro lado.) 


o a ii a RR 
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Observação. Devemos enfatizar que podem existir desigualdades somente entre os módulos de 
números complexos, mas não entre números complexos. Um numero complexo não pode ser 
menor ou maior do que outro número complexo. Também não há números complexos positivos. 
ou negativos. 


2.3 A FÓRMULA DE DE MOIVRE E O CÁLCULO DE RAÍZES 


Enquanto que a adição e a subtração de números complexos se cfetuam mais facil- 
mente sob a forma cartesiana z = x + iy, a multiplicação e a divisão são mais fáceis 
sob a forma trigonométrica. Se z, = r, (cos 6, + i sen 0,) € 22 =r>(cos0, + i sen 62), 
então cálculos elementares mostram que 


ZıZ2 = riralcos (0, + 02) + isen(9, + 05)] 


com a convenção de que se 6, + 6, é maior do que 7, ou menor ou igual a —7, então 
devemos adicionar ou subtrair 27 para satisfazer a condição -m < (0, + 0a) = 7. 


Observação. Deve-se enfatizar que mesmo que cos (0 + 27) = cos 0 e sen (9 + 27) = sen 0, 
devemos ter o valor de 8 unicamente especificado. Isso ficará evidente ao submetermos ô a certas 
operações; por exemplo, ao cálculo de raízes. A convenção -m < 0 = m não é a única possível, 
mas deve-se adotar alguma convenção e a nossa é tão boa quanto outra qualquer. 


Usando as mesmas identidades trigonométricas que foram empregadas na regra da 
multiplicação dada acima, podemos também obter a chamada fórmula de De Moivre: 


(cos 6 + iseng)" = cosn9 + isennô (n = inteiro). , 
Assim, temos agora a regra geral para calcular a n-ésima potência de um número com- 
plexo z. Se z = r (cos 6 + i sen 6), então z" = R (cos $ +i sen ġ), onde R =r"e db = 
nO + 2rk com o inteiro k escolhido de tal maneira que —7 < $ = 7. 


A regra para calcular a n-ésima raiz de um número complexo pode ser agora 
deduzida sem muita dificuldade. Se z = r (cos 0 + i sen 6), então o número complexo 


é ? 0 
wo = Yr (cos + isenô) 


é certamente a n-ésima raiz de z, pois w = z. No entanto, esta não é a única n-ésima 


Fig. 2.3 
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raiz de z; OS números ni SEE A E o CN 
pre o +2mk | enl 2K), 
Wk = vr (cos e PSE n 
onde k = 1, 2. 3. Tue 1) são também n-ésimas raízes de z, pois wk = 2. 


É costume chamar o número wo de raiz principal de z. As n-ésimas raízes de um 
número complexo z estão sempre localizadas nos vértices de um polígono regular de n 
lados inscrito em um círculo de raio R = */r com centro na origem (Fig. 2.3). 


Exercício. Verifique que todas as raízes possíveis de um número complexo z são dadas pelas 
fórmulas acima. Mostre que todos os números complexos, exceto um, possuem exatamente n 
raízes (distintas) de ordem n. Que número complexo é exceção a esta regra? 


2.4 FUNÇÕES COMPLEXAS. A FÓRMULA DE EULER 


Números complexos z =x + iy podem ser considerados como variáveis se x OU y (ou. 
ambos) variarem. Se isso acontecer. então poderemos formar funções complexas. Por 

exemplo. considere a equação w = z2. Se escrevermosz =x +iyew =u + iv, 

segue-se em geral que 


u = x? — y?, v=2x. 


Daí concluímos que, se w é uma função de z, então u e v também são, em geral, 
funções tanto de x quanto de y. Assim, estamos tratando de duas funções reais (inde- 


pendentes), cada uma delas, função de duas variáveis reais (independentes). 


Im 


Im 
v=2Vu+l t 
Wo z=2i 
plano w ! 
iz i| ez=l+i 
Re Ponto invariante 
- cam L — Re 


Fig. 2.4 


A represe à A 
ntação = 
mos lidar com ao de funções complexas acarreta um problema, pois deve” 
áveis reais simultaneamente. A idéia de transformação é 


geralmente usada. Doi 
- Dois planos c ti 
tos lado a lado, e um ponto z omplexos distintos, o plano z.e o plano w, são dispos- 


5 ; é 
Siha w = z aplicaz, =j e ° = Ar fondo no ponto wo = fiza. Por exemplo, à 
l, 33 = pers EE ss é ; „2 
3= lemw,= |, etc. o so l; também transforma z; = | + i em w2 


que a reta horizontal y = 


| no é 
plano w. Por vezes, é co plano z é transformada na parábola v = 24 + 1 nº 


alizadas no 
Plano complexo nele própri mesmo plano e a função w = f(z) transforma O 
mesma função w = 22, à 
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Exercício. Mostre que a função w = iz representa uma rotação de 90º do plano complexo, no 
sentido anti-horário. Como você descreveria uma rotação de 180°? E uma rotação de 90º no 
sentido horário? 


Funções algébricas de uma variável complexa são definidas por meio de opera- 
ções algébricas, que são diretamente aplicáveis aos números complexos. As funções 
transcendentes, no entanto, podem exigir definições especiais. Considere, por exem- 
plo, a função exponencial e” (x real). Suas propriedades básicas são 


1. entr = crer, 2. (EF = e, 


Desejamos definir uma função exponencial complexa e* com as mesmas proprie- 
dades. Escrevamos z = x + iy; então 


e = etu = ee, 


A quantidade e” é um número real bem definido, mas como definiremos cit? Su- 


- ponha que e'” pode ser representado pelas séries de potência usual 


P n2 NS 
“+ (+ UA 


Então, reagrupando os termos, temos 


2 4 3 5 
iy — y X} ; y y 
(1 + Dio +=), 


= cos y + isen y. 


A validade deste procedimento pode ser demonstrada após o desenvolvimento da 
teoria da convergência das séries complexas. No entanto, agora, podemos simples- 
mente definir a função e” por meio de 


e“ = cos y + iseny. 
Esta é a fórmula de Euler. As propriedades desejadas 


eiturtuz) = eigiva, (ey 25 eY (n = inteiro), = 


seguem-se das identidades 


(cos yı + isenyi)(cos ya + iseny2) = cos Wı + y2) + iseni + y2) 


(cos y + iseny)” = cos ny + isen ny. 


A definição de uma função exponencial complexa é, então, dada pela fórmula 


e = e*(cosy + isen y) 


que tem as propriedades desejadas € se reduz à função exponencial real, se Im z = 0. 
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2.5 APLICAÇÕES DA FÓRMULA DE EULER 


A fórmula de Euler conduz à compacta representação polar dos números complexos 


z = x + iy = r(cos 0 + iseng) = re? 


Ê ; sia i . 
Suponha que um número complexo z seja multiplicado por e'* onde œ é uma 
constante real. Então 


ettz = re tO ; 


O novo número pode ser obtido, fazendo girar, de um ângulo aœ em torno da origem, o 
ponto z. Este fato possui muitas aplicações importantes. 


A fórmula de Euler também permite a descrição de quantidades reais que variam 


de maneira senoidal por meio de exponenciais complexas. Uma fórmula geral para 
uma tal quantidade é 


f(t) =iacos (wt — o 


em que a (amplitude). w (frequência angular) e 4 (fase) são constantes, e t é uma 
variável real (geralmente tempo). Considere a função complexa de uma variável real 


gli) = Berta 
em que B é uma constante complexa. Faça B = ae"; então 


g(t) 


acêeTist = acos (0 — wt) + iasen(0 — wt) 


a cos (wt — 0) — iasen(wt — 0). 


Em outras palavras. f(t) = Re {g(t)}. 


As funções complexas de uma variável real podem ser tratadas pelos métodos do 
cálculo de variáveis reais. Por exemplo, se 


glt) = u(i) + iv(t) (u, v ) = funções reais), 
então 


de du, dv, 
de da" de 


etc. A diferenciação de Be~“ é muito simples: 
don iu > asiat 
Ji (Be™™) = —iwBe : 


O uso das exponenciais complexas pode ser ilustrado no seguinte exemplo. Con- 


sidere um oscilador harmônico (amortecido) sujeito a uma força externa variável. 
equação diferencial a ser resolvida é 


¥ + 2až + wox = Fcos (wt —4) (X= (dx/dr) etc), 


em que as constantes a. w F, we & são reais, e ambas as variáveis x e f são reais. 
Introduza. agora, uma função complexa 


fm) = Feet, 
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em que w seja real, mas Ë possa ser complexa. Seja É = Fe'*, então 
Re f(t) = Re (Fe is!) = Fcos (wt — 9). 
Considere a equação diferencial 
X + 20% + vox = f(t), 
em que x = x(t) é evidentemente complexo. O ponto é que a parte real desta função 


complexa x(t) é exatamente a solução da equação diferencial original (real). Isso pode 
ser verificado diretamente por substituição: 


x(t) = Re x(t) + i Im x(t). 


Exercício. Demonstre o teorema geral: Se uma função complexa x(t) satisfaz uma equação dife- 
rencial linear, digamos, por exemplo, de segunda ordem, 


ž + pl0x +(x = fd, 


em que p e q são reais, mas f(t) pode ser complexa; então a parte real de x satisfaz a mesma 
equação com f(t) substituída por Re fit), e a parte imaginária de x satisfaz a mesma equação com 
fit) substituída por Im ft). [Sugestão: Mencione a nota de rodapé da p. 46 em sua demonstração.) 


Suponha que procuramos uma solução de estado constante para nosso problema 
do oscilador harmônico. Nossa intuição física sugere* que deveria ser uma função de 
fregiiência w, ou seja, da forma A cos (wt — y). Isso, por sua vez, sugere que procu- 
remos a solução de nossa equação complexa na forma 


x(t) = Aet, 


em que À = Ae'* é uma constante complexa. Substitua este valor na equação e obte- 
nha 


—w2Ã — ZaiwÃ + wA = É 
de maneira que 


F 


A = 2 E 2 
—w" — Zaiw + wo 


E o problema está essencialmente resolvido. A solução explícita do problema físico 
Teal) será 


Edo Dura —ilwl—g) 
Re (x(1)) = Re (e) = Re | Fe 


(vê — w’) — iZow 


O cálculo final desta expressão não apresenta problemas; por exemplo, podemos es- 
crever (veja p. 46) 


Engano o 

s A à 2 a -= p paei 

Isso está rigorosamente demonstrado em muitos livros de equações diferenciais. No entanto, nenhum mal 
Virá, se simplesmente conjecturarmos uma tal solução. 
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Feitio Felo — w?) + iao) 
DE qe ea e RES e A O 
lws — w?) — iaw (wo — w’)? + 4a”w? 


Agora a regra 


Re (zıZ2) = Rez: Re z — Imz; Im z2 


fornece 
—itot-dWr, 2 2 Pow Flw — w?) 
Re E Mob — o) + Dea) 2 E z 2 COS (wt — 4) 
(w? — W) + 4a’w (wo — w)" + Saw 
+ no = (wt — é). 


Naturalmente. este resultado pode ser obtido sem nenhum uso de números complexos: 
a solução da equação diferencial original (real) pode ser procurada sob a forma 


x = acoswt + bsenwt. 


Diferencie e substitua na equação. Separando os termos em cos wt e em sen o, 
obtemos as equações algébricas simultâneas 


alw — w?) + b2aw 


b(wê — w) — aZaw 


Fcos gt, 
— Fsengt. 


Os determinantes relevantes são 


A = det = lws ne wy + 4w, 


F cos gt 2aw 


mi pna rm F(wo — w°) cos gt + 2Fawsen gt, 


A» = det 


— F(w3 — w?)sengt + 2Faw cos é! 


A solução (a = PA 
A anien o a se reduz facilmente à encontrada anteriormente. 
processo de resolver a equ o complEza pode ser apreciada devido ao fato de quê 9 
ração da parte real) é pe OE cd a é muito rápido; o restante do cálculo (sep?” 

i imen : 
pode ser reduzido a uma trivialidade. 9 comum a todos estes problemas e, portanto 
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2.6 FUNÇÕES PLURÍVOCAS E SUPERFÍCIES DE RIEMANN 


Certas funções complexas são plurívocas, e geralmente consideradas como sendo for- 
madas por ramos, cada ramo sendo uma função unívoca de z. Por exemplo, f(z) = Vz 
pode ser dividida em dois ramos, segundo a fórmula usual para as raízes (z = re'*): 


1. Ramo principal, . AD) = vr eD, 
2. Segundo ramo, falz) = v/T eO t202, 


Rigorosamente falando. f,(z) e fdz) são duas funções distintas, mas estão intimamente 
relacionadas e, por esta razão, são tratadas juntas como sendo os dois ramos de uma 
função (a dois valores) f(z) = vz. 

Observe que o ramo principal não aplica o plano z sobre todo o plano w, mas 
somente sobre o semiplano direito (Re w > 0). ao qual adicionamos o semi-eixo imagi- 
nário positivo. O semi-eixo imaginário negativo não está incluído. O segundo ramo, 
que não recebe nenhum nome especial, aplica o plano z sobre o semiplano esquerdo 
(Re w < 0) juntamente com o semi-eixo imaginário negativo. Com exceção de z = 0, 
nenhum outro ponto do plano w (plano imagem) é duplicado por ambas as aplicações. 

Observe também uma outra característica importante dos dois ramos. Cada ramo 
tomado separadamente é descontínuo no semi-eixo real negativo. O significado disso é 
como segue: Os pontos 


Zz = eitr—) e Z = 


i(—r +ô) 

e r+ À 

onde 8 é o número positivo menor, estão muitos próximos um do outro. No entanto, 
suas imagens. pela aplicação do ramo principal, 


fE MD e figo) = e, 


estão muito distantes uma da outra. Por outro lado. observe que a imagem de zz pela 
aplicação fz), 


faa) = eD, 


está muito próxima do ponto f(Zv- Parece que a continuidade da aplicação pode ser 
preservada se mudarmos de ramo. quando atravessarmos O semi-eixo real negativo. 
Para dar a esta idéia um significado mais preciso, devemos definir o conceito de 
uma função contínua de uma variável complexa. Seja w = f(z) definida em uma vizi- 
nhança (veja pp 46 e 17) do ponto Zo € seja f(zo) = wo. Dizemos que fiz) é contínua em 
Zo, se* f(z) — wo sempre que Z —> Zo no sentido que, dado ô > 0, (arbitrariamente 
pequeno), a desigualdade |ftz) — wo] < 8 se verifique sempre que Ii — zo| < € for 
verdadeira, para e suficientemente pequeno. Mostra-se facilmente? que se w = u(x, y) 
+ iv(x, y), então a continuidade de w implica a continuidade de u(x, y) e v(x, y), € 
vice-versa. ' f 
Riemann propôs uma solução engenhosa pa 
meio de uma única aplicação: Imagine dois plano 


ra representar ambos os ramos por 
s z separados, cortados ao longo do 


semi-eixo real negativo de '“menos infinito” a zero. Imagine que os planos estão su- 
Perpostos um sobre o outro, mas que retém suas identidades separadas. da mesma 
maneira que duas folhas de papel postas uma sobre a outra. Suponha que O segundo 
quadrante da folha superior seja colado. ao longo do corte, ao quarto quadrante da 


def e CE 

* : 

Escrito também lim, — «o f12) = Ázo. 
or exemplo, veja Kaplan, p. 495. 
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Folha superior 
Dois bordos 
unidos aqui 
= Re 
Folha inferior 
Fig. 2.6 
Fig. 2.7 


folha inferior, para formar uma superfície contínua (Fig. 2.6). Agora é possível iniciar 
uma curva € no terceiro quadrante da folha superior, contornar a origem e atravessar 
o semi-eixo real negativo. penetrando no terceiro quadrante da folha inferior, em um 
movimento contínuo (sem sair da superfície). A curva pode continuar na folha inferior 
em torno da origem, penetrando no segundo quadrante da folha inferior. 

Imagine agora o segundo quadrante da folha inferior colado ao terceiro quadrante 
da folha superior ao longo do mesmo corte (independentemente da primeira colagem e. 
em verdade. ignorando sua existência). A curva C pode, então, prosseguir penetrando 
na folha superior e pode retornar a seu ponto inicial. Este processo de cortar e entre- 


i eixos reais positivos. A aplicação ff z) = 
de Rieman 
> 0 do plano w. A reta, 


negativo. Deste modo 
sobre o plano w(z=0éle 
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caso, rigorosamente falando, não pertence a nenhum dos ramos, pois o ângulo polar é 
não está definido quando z = 0). 

A divisão de uma função plurívoca em vários ramos é, em grande parte, arbitrária. 
Por exemplo, defina as seguintes funções, que também podem ser consideradas como 
ramos de f(z) = VZ: 


r eD? s < 
Ramo A: fa(z) 2 vr , e 0<90 aT, 
ap tra se -r<0 <0. 


Vr eil 0 +2012] se 0< 9 < r, 


Ramo B: fs) = W BRUTA se —r<0<0 


Observe que o ramo A é contínuo sobre o semi-eixo negativo real, mas descontínuo 
sobre O semi-eixo positivo real (o mesmo acontece com o ramo B). Estes dois ramos 
constituem, juntos, à função plurívoca (a dois valores) f(z) = Vz, e esta representação 
não é nem melhor nem pior do que a precedente. Observe também que a superfície de 
Riemann, construída com estes dois ramos, é a mesma descrita anteriormente. 

Não é difícil ver que à função f(z) = vZ pode ser dividida em dois ramos de várias 
outras maneiras. Em todas elas, no entanto. haverá uma linha de ramificação (ou de 
corte) estendendo-se de z = 0 ao infinito. Esta linha pode ser uma curva. A superfície 
de, Riemann pode ser obtida, unindo-se duas folhas de Riemann através do corte, € 
esta superfície é única. O ponto z = 0, em que todas as linhas de corte devem princi- 
piar ou terminar, é chamado um ponto de ramificação. A posição do ponto de ramifi- 
cação é determinada pela natureza da função plurívoca e é independente da escolha 
dos ramos. 

Esta técnica pode ser estendida a outras funções plurívocas. Algumas exigem 
mais do que duas folhas de Riemann (por exemplo, fiz) = "/z exige três). Algumas 
exigem duas folhas e dois pontos de ramificação* (f(z) = Vaz — I) (z + T) ), etc. Há 
funções que exigem um número infinito de folhas de Riemann, como por exemplo 
fiz) = 2º com « irracional e algumas das funções transcedentes, que consideraremos 


rapidamente abaixo. 


Usando a definição da função exponencial, 
e” = e*(cos y + isen y), 


podemos definir as funções trigonométricas € hiperbólicas: 


1 


yette) senz = (et eh 


cos z = 
sen z 
= , ctg z = , 
tg Z = cosz 8 tg z 
cosh z = (e? + e), senh z = a(e” — e), 
senh Z 1 
=% > ctgh z = —5=5"* 
tgh z = coshz a tgh z 


Todas estas funções são periódicas: sen Z € cos z possuem um período (primitivo) 27, 


tg z tem um período (primitivo) 7, ež, senh z e cosh z possuem um período (primitivo) 


eee 


*Se levarmos em conta o chamado ponto no infinito (Secção 2.14), então a aplicação Az) = vz também pos- 


suirá dois pontos de ramificação. 
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2m. Podemos deduzir várias fórmulas familiares, por exemplo, 
sen(z; + Z2) = sen Z; cos Z2 + cos Z; SEn Z2, 


Zi + Z2 onZi + Z2 
sen Zz; — SEn Zg = 2 cos = See etc. 


Observe também que 
cosh z = cos (iz) senhz = —isen(iz). 


Vale a pena mencionar que |sen z| e |cos z| não são, de nenhuma maneira, menores 
que a unidade, por exemplo, 


sen2i| = 3,24. 


A função logaritmo é definida como sendo a inversa da função exponencial. Re- 
solvendo e" = 2 = rei! para achar w, obtemos a solução geral 


w = logr + ið + inr (n ) inteiro). 


Esta função é plurívoca: seu ramo principal é, geralmente, representado por w = log z 
e está definido por 


log z = logr + ib (r <0 <r). 
A função plurívoca é representada por 


w = Logz = logz + i2nr. 


Estas fórmulas são freqüentemente escritas com a ajuda da função argumento de 
z.que é também plurívoca, sendo seu ramo principal 


argz = 0 (-r<80<7) 
e a função plurívoca será ARg z= arg z + 2n7. Assim, podemos escrever 


log z = log |z| + iargz, Log z = log |z| + i Arg z. 


As funções Arg 
Riemann. 


- A definição das funções trigonométric 
facilmente. Todas são plurívocas: 


Arc cos z = i Log (z + Vz = 1), 
T 


Arcsenz = z3 ` Árccos z, 


z e Log z exigem superfícies de Riemann com infinitas folhas de 


as e hiperbólicas inversas seguem-se agora 


Arc tg z 


Arsenh z = Log (z + 22 + D, 
Arcosh z = Log (z + 4/72 — D, 


k Log 7 tz, 


| 
SA 

5 
qc 


Artg z 


K 
E] 
m 
Ea 
ÉS: 
Á 
pd 
o 


E eliana A E EDN o E pp 


Dri 
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Seus ramos principais são designados por arc cos z, etc.*. 
A função potência geral 2º fica definida por 


z = e Log z 


Para a racional (a = Piq. onde p e q são inteiros e q + 0), esta função coincide com 
vZ (q > 0) ou com (V2?)"! (q < 0) e possui q ramos. Para æ irracional, a função 
potência é infinitamente plurívoca. 


2.7 FUNÇÕES ANALÍTICAS. O TEOREMA DE CAUCHY 


Nesta seção, discutiremos o cálculo de funções de uma variável complexa. O conceito 
básico da continuidade de uma função complexa já foi apresentado, e não é difícil 
verificar que a soma, o produto e o quociente (exceto a divisão por zero) de duas 
funções contínuas são contínuos. Uma função contínua de uma função contínua é 
também contínua?. 

Seja C uma curva suave por pedaços no plano complexo. Se fiz) for contínua 


sobre C, então a integral complexa 
f fz) dz 
Cc 


poderá ser definida e representada em termos das integrais reais, ficando 


f(z) = u(x, y) + iv(x, y) e dz = dx + idy; 


isso fornece 
fo fo) de = f, (ud — vdy) + if, (v dx + u dy), 


onde sabemos que existem as integrais reais fdu dx — v dy) e fdv dx + u dy)* A 
curva C pode ser aberta ou fechada, mas em qualquer caso devemos especificar a 
direção de integração. Uma mudança de direção resulta em mudança do sinal da inte- 
gral. As integrais complexas são, portanto, redutíveis a integrais reais curvilíneas e 
possuem as seguintes propriedades: 


[SO + 860) de = f SE de + f g) de, (D) 
J, kf(z) dz = kf, f(z) dz (k = constante complexa), (2) 
J: fo)d = J, fz) dz + i fz) dz, (3) 


onde C foi decomposta em duas curvas C, e C,. O valor absoluto de uma integral pode 
ser estimado pela fórmula : 


| Í fo) de < ML, 


aa o ia 
cpu notação muito usada é arc sen z = sen"'z, arsenh z = senh'z, etc. 
Noa por exemplo, Kaplan, p. 496. 
9 sentido de Riemann; veja, por exemplo, Courant, Vol. 1 p. 133, e Kaplan, p. 299. 
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em que M = máx |ft2)| sobre C, e L é 
conceito. definiremos a derivada de uma 
Az (com Az complexo) obtemos f(z + Az) e podem 


Az) — f(z) 
"o= 4 De Jim Æt 2 fo). 


o comprimento de C. Como nosso próximo 
função complexa: Dando a z um acréscimo 
os escrever* 


Como no caso de funções reais, este limite pode ou não existir. Deve ser chamada a 
atenção que, na fórmula acima, Az pode-se aproximar de zero de uma maneira E 
ria. ou seja, z + Az pode-se aproximar de z ao longo de qualquer curva ou por meto de 
qualquer sequência. Esta exigência bem forte acarreta que f(z) tem que ser realmente 
“bem comportada” no ponto z, a fim de ser diferenciável. . i 

A função fiz) é analítica (regular, ou holomorfa) no ponto z, se possui derivada 
em z e em todos os pontos de uma vizinhança de z (pequena, mas finita). Esta exigên- 
cia adicional acarreta muitas propriedades desejáveis para as funções analíticas, tais 
como a existência de derivadas de todas as ordens. A teoria das funções de uma variá- 
vel complexa trata essencialmente das funções analíticas. 

A simples existência da derivada em todos os pontos de uma vizinhança acarreta, 
como pode-se mostrar, que a derivada é contínuat. Também é um problema fácil veris 
ficar (usando as mesmas técnicas das variáveis reais) que as derivadas das funções 
complexas obedecem às regras usuais: 


d _ dy, dwz 
E (wi + wo) = P A , (1) 
d dw, , dw 
J; Yw2) = w E + T Wo, 2) 
dw  dw dt 
dz = de de onde w = w(t) e ¢ = 2), G) 
don n— 
a E ) = nz"—1 (n = inteiro), (4) 


etc. As diferenciais de funções complexas são definidas de maneira análoga à das 
funções reais. Se w = f(z), então dw = f(z) dz. 


Se pusermos f(z) = w = u(x y) + iv(x, y), então a definiçã i á 
c 3 Y), ição da deriv 
reescrita como sendo A SADATS 


f(2) = lim [u(x + Ax, y + Ay) — u(x, WI + ilo(x + Ax, y + Ay) — v(x, y)] ; 


Az» j 
Azo Ax + i ây 


O valor limite no lado direito deve ser o mesmo quando Az 


1 tende arbitrariament 
0. Em particular, faça Az = Ax (ou seja, aproxime- a 


se ao longo do eixo real); então 
ðu ðv 
7 : 
z) = — —. 
fe) dx + "3x 
Alternativamente, faça Az = i Ay (aproxime-se ao longo do eixo imaginário): 
ðv , ðu 


2 p=] — — o 
Us 


então 


*Veja p. 55 (incluindo a nota de rodapé) para a definição de limite. 
*Veja, por exemplo. Knopp, Theory of Functions, Vol. 1, p. 65. 


AL N 
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Segue-se que, para uma função diferenciável w = u + iv, devemos ter 


du ðv ðu ðv 


— = — 


dx Oy 


ðy ôx 
Estas são as equações ou condições de Cauchy-Riemann; seguem-se diretamente da 
definição da derivada. Se, além disso, f(z) for analítica, então f'(z) deverá ser contínua 
o que, por sua yez“, implica que as derivadas parciais de 4 e v sejam contínuas. ' 
O teorema recíproco também vale: Se u(x,y) e v{x,y) possuem derivadas parciais de 
primeira ordem satisfazendo as condições de Cauchy-Riemann em uma vizinhança de 
z, então f(z) =u + iv é analítica em z. 

As integrais de funções analíticas possuem algumas propriedades. muito importan- 
tes. Talvez a mais fundamental seja a expressa pelo teorema de Cauchy: Se flz) é 
analítica em um domínio D simplesmente conexo, e C é uma curva simples fechada 
em D (suave por pedaços), então 


$ f(z) dz = 0. 
(94 
Demonstração. Escreva a integral como sendo 


$ IO dz = $, (u dx — v dy) + i$, (v dx + u dy). 


A analiticidade de f(z) acarreta a continuidade das derivadas parciais deu e v € o 
teorema de Green (p. 21) é aplicável. Contudo, as condições de Cauchy-Riemann 


implicam que 
ðv , ðu 
f uds — v dy) Ga 3» dx dy = 0, 


ð ð 
pontua) (a)r 


e o teorema está demonstrado. 

Há uma recíproca do teorema de Cauchy. conhecida como o 

Teorema de Morera:t Se f(z) é contínua em um domínio D e se $f(z) dz = O para 

todo caminho simples fechado em D com interior também em D, então f(z) é 

analítica em D. 

Não é difícil verificar que o teorema de Cauchy vale para domínios multiplamente 
conexos, desde que o interior do caminho simples fechado C esteja dentro do domínio 
(i.e, o caminho não esteja em volta de um buraco; veja a Fig. 1.15). Extensões seme- 
lhantes são verdadeiras para teoremas sobre integrais relacionados com os apresenta- 
dos acima, que serão citados mais tarde. | 

A anulação de uma integral de contorno (uma integral ao longo de um caminho 
simples fechado) está estreitamente relacionada com a independência do caminho de 
integração. Com efeito, as considerações da Seção 1.6 podem ser facilmente aplicadas 
às integrais complexas, levando à afirmativa: Se $ fiz) dz = O para qualquer caminho 


simples fechado, então a integral 


Í. f Kdr 


E EOE EAA 
*Veja, por exemplo, Kaplan, p. 510 
tKnopp, Theory of Functions, Vol. 1, p- 66. 
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é independente do caminho (entre Zo € z). , o» 
a agora que fixamos o ponto Zo. Se a integral fa fD dt é independente do 


caminho. então deve representar uma função de z. Esta função é, entao, uma pi 
primitiva de f(z) (ou uma integral indefinida de f(z)), O que se segue do teorema funda- 
mental do cálculo integral: Se f(z) é analítica em um domínio D simplesmente conexo, 


então a função 


Fo =, “rc de 


é também analítica em D e f(z) = (dldz) F(z). : ) 
Demonstração. Como fiz) é analítica, a integral independe do caminho e é, portanto, 
uma função de z. Na expressão 


F@) = U + iV = [7” (udx-—vdy) +i f EV wdx + udy), 


(Zo.Yo) Zo.Yo) 


ambas as integrais são independentes do caminho (pelo teorema de Green e pelas 
condições de Cauchy-Riemann). Segue-se também que* 


SU, BU, 
ôx SS gp 
Vs Vl, 
dx ? ay 


de maneira que v e v também satisfazem as condições de Cauchy-Riemann. Portanto, 
F(z) é analítica. Além disso, 


dF ðU ,.9V ; 
L ax tig T Tt ET SO 


e o teorema está demonstrado. 

- Duas funções primitivas quaisquer devem diferir por uma constante (complexa); 
isto segue-se do fato de que f'(z) = O implica que f(z) = constante (integre ðu/əðx = 0, 
du/dy = O, etc). 


2.8 OUTROS TEOREMAS SOBRE INTEGRAIS. A FÓRMULA DA 
INTEGRAL DE CAUCHY 


Rage os que todas as condições enunciadas no teorema de Cauchy devem ser 
venficadas antes de aplicações. Considere, por exemplo, a integral 


1 
I= E 
À z> q (a= const). 


= Ei integral é nula ou não? Em geral, f(z) = 1/(z — a) é uma função analítica, mas 
eixa de sé-lo em um único ponto, z = a. A função não é nem definida neste ponto e, 
por isso. não pode possuir uma derivada. 


Suponha que a curva C da definição de / seja uma curva simples fechada. Então. 


a ana sq E ans 
*Por exemplo, Kaplan. p- 244. 
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seo ponto z = a está no exterior da curva, O teorema de Cauchy é aplicável, e 7 = 0. 
Se estiver no Interior. o teorema de Cauchy não pode ser aplicado. De fato. a integral 
“não é igual a zero. como está mostrado pelas considerações a seguir: Se C for um 
círculo de raio R com centro em z = a, então é fácil calcular a integral. fazendo z = a 
+ Re". Neste caso, dz = iRe'º d0 e 


tel" ido = 2ri. 


-r 


Não é difícil mostrar que o mesmo resultado é verdadeiro para qualquer caminho 
simples fechado C, em torno do ponto z = a. Suponha que C, esteja totalmente con- 
tido no interior do círculo C (Fig. 2.8). Então, um estreito canal constituído pelas 
curvas B, e Bz pode ser construído para ligar o interior de C, com o exterior de C, e o 
teorema de Cauchy pode ser aplicado à região sombreada. Pode-se construir um do- 
mínio D, de tal maneira que a região sombreada esteja em seu interior. A integral ao 
longo de C, é no sentido dos ponteiros do relógio. Se fizermos os lados B, e B; do 
canal se aproximarem um do outro, as integrais de fiz) = 1/(z — a) ao longo de B, e B, 
se cancelarão (no limite), deixando-nos a afirmativa 


f JO de + PO dz = 0, 


onde a primeira integral é tomada no sentido oposto ao dos ponteiros do relógio e a 
segunda no sentido dos ponteiros do relógio. Tornando o sentido da segunda integra- 
ção anti-horário, obtemos 


f, f2) dz = fo, fz) dz 


Im 


Fig. 2.8 


(com ambos os sentidos anti-horários). 
| Se C estiver totalmente contida no interior de C,, a demonstração será seme- 
hante. Se C e C, se cortarem, a demonstração será ainda mais simples. 


Percicio, Dê uma demonstração da afirmativa discutida, supondo que C e C, se cortam em dois 
ntos. 


Se a integral 1 for calculada ao longo de um caminho fechado. que não é simples, 
Seu valor não será necessariamente 27i. Nos casos de interesse prático, seu valor será 
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li 


s que O caminho percorre em torno de z 


j é o número de veze 
Eq A ero de vezes que percorre em torno de z 


sentido anti-horário, menos O núm 


sentido horário. ; e me É 
Naturalmente, fica claro que à integral $ f(z) dz pode-se a + MESMO SE O teg.: 


rema de Cauchy não se aplica. Por exemplo, calcule a integral 


1 
1= fat 


em que n é um inteiro positivo diferente da unidade e o contorno é um círculo de raio 
8 4 
R em torno de z = a. Usando z =a + Re", obtemos 


+ E R!” A 9 
J "i iR! "eim? do = gt) = 0. 
l-n pa 


paa 


Este resultado é evi 
=d. 


dentemente correto para qualquer caminho fechado em torno dez 4 


Em ambos os exemplos, a possibilidade de que o ponto z = a esteja exatamente 4 
sobre o caminho de integração foi evitada, devido a uma boa razão: nestes casos, a i. 
integral não pode ser definida. Sempre que tal situação ocorre na prática, o caminho ` 
deve ser deformado a fim de evitar o ponto problema. Como fazer isso depende da 4 


natureza do problema*. , 3 
A função fiz) do teorema de Cauchy deve, naturalmente, ser univoca. Pode ser : 


um ramo de uma função plurívoca, mas então devemos ter o cuidado de que este ramo 4 
seja analítico. Considere, por exemplo, a integral 


Patos vz dz 


ao longo do círculo de raio unitário e centro na origem. Em primeiro lugar, devemos i 
especificar o ramo da função vz (uma função a dois valores). Suponha que seja o 
ramo principal. Então y 
Pe +r ,; NF . 
$ vz dz =f et®lDie" do = —3i. 
—T 
O teorena de Cauchy não se aplica, pois f(z) não é analítica no interior do círculo 


| = 1. Os pontos nos quais deixa de ser analítica estão sobre o eixo real de x = —la 


x = 0,- ponto em que fiz) não é nem contínua. Observe também que mesmo que fiz) 
seja contínua em z = 0, não é analítica neste ponto. 
Considere agora a mesma integral 


$ VZ dz 
lz+21=1 


E (Fig. 2.9). Se o ramo principal figurar na integração» 
rá aplicável. No entanto, divida Vz nos dois ramos 


tomada em torno do ponto z = 
o teorema de Cauchy não se 
abaixo, (como na p. 57): 


* Damos exemplo desse caso na Seção 12.9 
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Ramo A: e = yr e? s 0<0<r, 
VZ = yr gilt+2m/2] se -r <0 < 0. 

ERP k = peil O+ se 0<0<7, 
Vz = yr e? se -r <0 <0. 


Agora, O corte está ao longo do semi-eixo real positivo, e cada ramo é analítico no 
interior do círculo |z + 2| = 1, e sobre sua circunferência, e o teorema de Cauchy pode 
ser aplicado. 


Im 


C 
Es u 1 


Im 
Kg N i 
Re 


Fig. 2.9 Fig. 2.10 


Re 


O teorema de Cauchy pode ser generalizado de várias maneiras. Observe que O 
interior de uma curva simples fechada é evidentemente um domínio simplesmente co- 
nexo e a curva lhe serve de fronteira. Uma coleção (finita) de curvas simples fechadas, 
que não se cortam, pode formar um domínio multiplamente conexo, como está ilus- 
trado na Fig. 2.10. Os caminhos C, Cz e C; formam a fronteira do domínio S (tripla- 
mente conexo). Em relação a este domínio S, os contornos Cı, C, e C; estão orienta- 
dos como segue (veja p. 22): A direção de circulação positiva ao longo de C,, C2 € C3 é 
tal, que o domínio S está à esquerda. Isso implica, em nosso exemplo, uma direção 
anti-horária em C,, mas horária em Coe Ca. 

Estes conceitos conduzem ao chamado teorema de Cauchy para regiões multi- 
plamente conexas: se S é um dominio multiplamente conexo, cuja fronteira B consiste 


de um número finito de curvas simples fechadas, então 
$ f) dz = 0, 
B 


desde que f(z) seja analítica em S e sobre B e a integração seja efetuada no sentido 
positivo, ao longo de todas as partes de B. A demonstração é feita sem dificuldade, 
usando-se a técnica dos canais (p. 63). 

Neste (e em outros) teorema, exige-se a analiticidade de f(z) sobre um contorno, 
juntamente com a analiticidade em seu interior. Isso porque o teorema de Cauchy 
exige que o contorno esteja situado dentro de um domínio D simplesmente conexo. 
Atualmente, esta condição pode ser enfraquecida e vale O seguinte teorema da integral 
sobre a fronteira: Se f(z) é analítica no interior S de uma curva simples fechada C, e 
fz) é contínua em C*, então $c f(2) dz = 0. A demonstração está baseada na constru- 
ção de um contorno C’, que está contido em $ e arbitrariamente próximo a C; o teo- 


a ŮĖŮĖÁ 
$ . . . 
Mais precisamente, desde que nos aproximemos dos pontos de € pelo interior. 


66 FÍSICA MATEMÁTICA 


rema de Cauchy vale em C'. Usamos, então, a continuidade de f(z) para mostrar 
integral sobre C’ se aproxima da integral sobre C, quando C’ se aproxima de C Mea 
O teorema de Cauchy pode ser usado para deduzir muitas outras propriedades d 
integrais, sendo a mais básica a fórmula da integral de Cauchy: Se f(z) é analítica E 
interior de uma curva C e sobre ela, e se o ponto z = a está no interior de C, o 


$ fere = ri f(a). 


Demonstração. Construa um círculo C’ em torno de z = a com raio arbitrariamente 
pequeno R e tal que o círculo esteja no interior de C (Fig. 2.11). A integral sobre Cé 
evidentemente a mesma que a integral sobre C’ (use a técnica do canal). Reescreva 
esta integral: 


todo SONO q + po) A ig 


cz—a o z—a 


= $ IO = Ka) + Nari 


z—a 


usando um resultado anterior. A integral que resta do lado direito deve ser indepen- 
dente do raio R (pois os outros termos são independentes de R). 
Podemos também verificar que 


SOTO | < $ SO — FO gy < MR = 2M 
, LAR j 


c z—a = |z — al 


onde M = máx |f{z) — fta)| sobre o círculo C’. Se R for escolhido suficientemente 
pequeno, então M poderá ser feito arbitrariamente pequeno [pela continuidade de fiz) 
no ponto z = a]. Portanto, a quantidade 


I- Sa y 


c z—a | 


é menor do que qualquer número positivo, não importa quão pequeno. Isso é possível 
somente se 


$ -D-0 


z—a 


Fig. 2.11 
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o que demonstra o teorema. 

A fórmula de Cauchy revela uma propriedade notável das funções analíticas: Se 
os valores de uma função forem dados sobre um contorno fechado, então seu valor em 
um ponto arbitrário no interior do contorno já estará predeterminado. A fim de enfati- 
zar isso, substitua, na fórmula de Cauchy, a por z (variável) e represente a variável de 


integração por &: 


se = jp E 


Nesta fórmula, a integral é uma função do parâmetro (variável) z e pode ser dife- 
renciada em relação a z. O teorema abaixo (regra de Leibnitz) segue-se das proprieda- 
des correspondentes das integrais reais:* 


a _ dafe 
24 fead az fda 


(o contorno C deve ser uma curva simples fechada no sentido usual, ou seja, não deve 
se prolongar até O infinito, pois de outra maneira seriam necessárias considerações de 


convergência). 
A aplicação da regra de Leibnitz ao teorema da integral de Cauchy fornece uma 


expressão integral para a derivada: 


O _ 1 f Od, 
dz 2ri ((— 2)? 


Uma repetição deste processo nos fornece a n-ésima derivada 


df) n f ; fo de 


dz” mij Ç — Dr 


2.9 SEQÜÊNCIAS E SÉRIES COMPLEXAS 


Nenhum estudo sério das funções analíticas é possível sem sua representação em 
forma de séries, e devemos agora voltar nossa atenção para este aspecto da teoria. 
Nosso primeiro objetivo será considerar seqüências complexas. 

Uma seqüência infinita de números complexos {Zn} = (Z1. Z2, . . -; converge para O 
limite (complexo) z, se 


|Zn — z| < € -> 0 


n: o número € é, naturalmente, um número 


positivo arbitrariamente pequeno. A convergência de seqüências complexas pode ser 
reduzida à das seqüências reais por meio do seguinte teorema fundamental: A seqüen- 
cia {z,} converge para z = x + iy se € somente se Re Zn converge para X € Im za 


converge para y. 


para valores suficientemente grandes de 


Demonstração. Se Re Zn = Xn > X € IM Zn = Ya > Y então 


ls — z| = Gu x) + IOn DLL a — xl Iyn — y| < (4/29) + (6/2) = € 


Se a a 
*Veja Kaplan, p. 219. 
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ara n suficientemente grande. Reciprocamente, se lzn — z| < e, então z, está dentro 
do círculo de raio e em torno do ponto z. Isso acarreta que 


ben — x| < € e IYn — y| < €, 


e o teorema está demonstrado. ; PRD | 
Deveria agora estar claro que muitos dos teoremas sobre seqiiências reais valem 


igualmente para sequências complexas; por exemplo, o princípio da convergência de 
Cauchy: a segiiência {z,; converge se e somente se lim — Zu) < € para todos os men 
maiores do que um certo inteiro N. 


Demonstração. Se |zm — Zn) < €. então tm — x„| < €, e a seqüência {xn} deverá ser 
limitada. Pelo princípio de Bolzano-Weierstrass*, uma seqüência (real) infinita e limi- 
tada deve possuir pontos de acumulação. Tomemos dois destes pontos, é, e é (não 
necessariamente distintos). Então, 


(G E Xm) + (Xm = Xn) + (Xn aga Es) 
B e Xml + |xm pa Xn| + [Xn == tol. 


JE — Esl 


IA 


Pelo princípio de Bolzano-Weierstrass, segue-se que 
[E a Xml < €/3, [xn — £o < €/3, 


enquanto que, da condição de Cauchy, segue-se que Im — Xn) < €/3. Portanto, 

léi — &l < € o que implica (pois e é arbitrário) que é, = é. Um raciocínio semelhante 

vale para y, = Im z,, de maneira que o ponto de acumulação é único e, portanto, a 

seqüência converge. 
Reciprocamente, se |z, — z| < e, então 


|Zm = Zn] < |Zm = z| + |z a Znal < €/2 + €/2 = €, 
e a segunda parte do teorema é igualmente verdadeira. 


Segiências convergentes podem ser somadas, subtraídas, multiplicadas e dividi- 
das (termo a termo), e os teoremas usuais sobre limites são válidos: 


Jim (z, = o) = lim 2, + lim 6, 
lim (zntn) = lim z, lim ġ„, etc. 


Passemos agora a considerar séries complexas. Uma série infinita de números 


complexos LX = | 2, é convergente se a seguência ($,) de suas somas parciais 


n 
Sn = >, Zk, 
k=1 


for uma sequência convergente. Fazendo S = lim S,. escrevemos usualmente que 
co 
S=} z. 


n=1 


*Veja, por exemplo, Knopp. Theory and Aplications of Infinite Series, Seção 10. 
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Se a sequência das somas parciais não convergir, dizemos então que a série é diver- 
gente. Devemos enfatizar que, sob certas circunstâncias, séries divergentes podem ter 
significado bem definido e que tais séries são muito usadas em aplicações*. No en- 
tanto, os teoremas deduzidos para sequências convergentes não deveriam ser indis- 
criminadamente aplicados às sequências divergentes. 

Uma série é absolutamente convergente se a série (real) dos módulos 


= le 


for uma série convergente. Uma série absolutamente convergente é convergente (a 
demonstração é trivial). Na maior parte dos casos, demonstra-se a convergência de 
uma série complexa, deduzindo-se que ela é absolutamente convergente. Os testes a 
seguir são os mais comuns. 


Teste da comparação. Se |z,] = a, e Za, convergem, então Xz, converge absolu- 
tamente. 


Teste da razão. Se |z» + 112n) = k para todo n suficientemente grande e k < 1, então 
5z, converge absolutamente. Se |z, + 1/Zn) = k para n suficientemente grande, e k 
> 1, então Xz, diverge. 


Teste da raiz. Se V'|za|= k<1 para n suficientemente grande, então Zz, converge 


absolutamente, e se Y]|z„| = k >1 para n suficientemente grande, então Xz, di- 
verge. 


As demonstrações destes teoremas são semelhantes às demonstrações dos teore- 
mas para os casos das séries reais; elas estão baseadas nas desigualdades de valores 
absolutos, que também são verdadeiras para os números complexos. 

A divergência de uma série pode ser rapidamente demonstrada usando-se o teste 
do nésimo termo: Se z, não tende para zero, então a série $z, diverge. 

Se necessário, o problema da convergência de uma série complexa pode ser sem- 
pre reduzido ao de duas séries reais por meio do teorema, básico: a série $z, = 
Ex, + iyn) converge para S = P + iQ se e somente se Èx, converge para Pe Zy, 
converge para Q. Por exemplo, séries que são convergentes, mas não absolutamente 
convergentes, podem ser tratadas desta maneira. 

Séries complexas podem ser adicionadas e subtraídas, desde que sejam conver- 
gentes. Podem ser multiplicadas somente se forem absolutamente convergentes, € O 
produto será uma série absolutamente convergente, se as séries não forem absoluta- 
mente convergentes, teremos de atacar o problema de reordenar os termos da série 
produto?. a 

Os termos de uma série complexa podem depender de uma variável complexa z. 
As séries mais comuns são séries de potências, por exemplo 


Sr=i+z+ž+ř+ o 
n=0 


Em muitos casos, tais séries convergirão somente se z estiver restrito a uma certa 
região. A série acima converge absolutamente pelo teste da razão, desde que £| < l. 
Esta série diverge, pelo teste da razão, se |z| >1. O teste da razão não é decisivo, se 


a 
© 


por exemplo, veja a Seção 6.4. 
Veja Knopp, Theory and Application of Infinite Series, Seção 45. 
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O conceito de raio de convergência po € f 
Com efeito. se uma série de potências é convergente sobre um círculo de um certo raio 


r, então será absolutamente convergente em todos os pontos no interior deste círculo* 
(pelo teste da comparação). O problema é, então, achar a cota superior de r, que será 
o raio de convergência procurado. 


Exercício. Mostre que a série 
1 — 3z + 9z? — 27723 + 8l2!— +.. 
tem raio de convergência igual a 1/3, enquanto que a série 
t 
1 +z +2! 4 3z 4 Azt 
tem raio de convergência igual a zero; o ponto z = 0 é o único valor para o qual a série converge. 


Se a cota superior descrita acima não existe, então a série converge absolutamente 
para todos os valores de z, e dizemos que tem um raio de convergência infinito. Por 
exemplo, 


2 3 4 
Saai i r 


Somas parciais de uma série de potências representam uma seqüência de polinô- 
mios em z. Podemos também considerar seqüências de outras funções. A seqüência 
{fa z)} de funções definidas em uma região R (z pertence a R) converge para uma 
função limite f(z) em R, se 


lim A) = 12) 


para cada z em R. Por exemplo, as somas parciais da série 
Lř=l+z+4?ž+z+.. 
n=0 
formam uma seqüência de funções (polinômios) 
o k 
hO= Lz, 
k=0 


e esta seqüência converge para a função f(z) = 1/(1 — z) na região (aberta) |z| < 1, pois 


n+1 n 
foO=sitat7rpoegpriet E A I 
l—z l—z l—z 


*Esta afirmativa é conhecida como teorema de Abel. Veja Kaplan, p. 350. 
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e 
gti 
im 4— = ai 
lim 7 O para |z| <1. 
Por esta razão, dizemos que a função fiz) = I/(1 — z) é a soma desta da série 


acima (somente para |z| < 11): 
Dr=1/(1-2) (z| < 1). 
n=0 


Ao representarmos uma função por meio de uma seqüência de outras funções, é 
necessário saber quão bem uma certa função f(z) é aproximada pelo n-ésimo termo de 
uma seguência {/,(z)}. Este problema conduz à definição de convergência uniforme: a 
sequência (f4z)) converge uniformemente para f(z) em uma região R, desde que a 


desigualdade 


AO — SO < 6 


que é satisfeita para n > N, seja verdadeira simultaneamente para todos os z em R. 

Em outras palavras: Suponhamos que desejamos uma certa exatidão e em nossa 
aproximação. Para um certo z, a décima função na seguência pode ser suficiente (dez 
termos de uma série, se estivermos falando de somas parciais). Mas para outro z, 
talvez a décima função seja inadequada, porque a velocidade de convergência será 
menor. Em geral, talvez necessitemos avançar mais e mais ao longo da sequência, 
quando nos aproximarmos de pontos para os quais a convergência se torna progressi- 
vamente pior. A convergência uniforme põe fim a este processo. A convergência não 
pode ser pior do que um certo grau especificado e o N-ésimo termo garantirá uma 
certa exatidão para toda a região. 


Exemplo. A segiiência das somas parciais da série 
o 
27 
n=0 


é convergente para |z| < 1, mas não é uniformemente convergente; a convergência se 
torna cada vez pior quando |z| > 1. No entanto, na região |z| = k, onde k < 1, a 
convergência é uniforme. Pode ser “'ruim"" para z = k, mas uma vez achado N, tal que 


Ez- d<e 


para todo n > N e z = k, então os mesmos valores de N serão suficientes para todos os 
Z, tais que |z| = k. 

A série de funções é chamada uniformemente convergente (em uma região R), se 
à sequência de suas somas parciais for uniformemente convergente (naquela região). A 
Convergência uniforme de séries é geralmente decidida por meio do teste M de Weiers- 
trass: A série Sf,(z) de funções é uniformemente convergente em uma região R, se 
existir uma série de constantes positivas M,, tais que 


A) < Mr para todo z em R 


€ a série 2M, for convergente. A demonstração segue-se do teste da comparação e do 
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fato de que os M, são independentes de z. e l 
Podemos deduzir vários teoremas importantes para séries uniformemente conver- 


gentes de funções, como segue: 


Teorema da continuidade. A soma de uma série uniformemente contínua de fun- 
ções contínuas é uma função contínua. 


Teorema da integralidade. Uma série uniformemente convergente de fuhções con- 
tínuas pode ser integrada termo a termo. 


Teorema da diferenciabilidade. Uma série uniformemente convergente pode ser 
diferenciada termo a termo, desde que todos os termos tenham derivadas contí- 
nuas e que a série resultante seja uniformemente convergente. 


Todos estes teoremas podem ser demonstrados pelos métodos usados para o caso 
de variáveis reais*. Pode-se também mostrar que as somas e os produtos de séries 
uniformemente convergentes são uniformemente convergentes (dentro da mesma re- 
gião, naturalmente). 


Dos resultados acima, pode-se deduzir o 


Teorema de Weierstrass. Se os termos da série Xf,(z) são analíticos no interior de 
uma curva simples fechada e sobre ela, e a série converge uniformemente sobre C, 
então sua soma é uma função analítica (dentro de C e sobre C) e a série pode ser 
diferenciada ou integrada um número arbitrário de vezes. 


2.10 SÉRIES DE TAYLOR E DE LAURENT 
Considere uma série de potências (z — a)", onde a é um número complexo fixo: 


Cotcilz—a+ez-a)? +es(z—a!+-.. 


Se esta série converge para algum valor Zz, + a (para zę = a a série sempre converge), 
então é absolutamente convergente em todos os pontos do interior do círculo de raio 
|Zo — al = Ro com centro no ponto a (pelo teste da comparação). Além disso, será 
uniformemente convergente dentro de um círculo de raio R menor do que Ro (pelo 
teste M de Weierstrass). Segue-se que a série de potências acima representa, dentro de 
um círculo R (pelo menos), uma função complexa 


o 


ft) = È enlz— a). 
n=0 

Pelo teorema de Weierstrass. esta função deve ser analítica dentro do círculo. Resu- 
mindo estes resultados, podemos afirmar que toda série de potências com um raio de 
convergência não nulo representa uma função regular em uma certa vizinhança do 
ponto z = q. Tais séries podem ser adicionadas e multiplicadas (na interseção das 
vizinhanças) e diferenciadas e integradas um número arbitrário de vezes. 

A afirmação recíproca é também verdadeira: Toda função f(z) analítica em 2 = 4 
pode ser desenvolvida em uma série de potências 


w 


SE = È a(z ar 


n=0 


*Para estes métodos, veja Kaplan. pp. 345-348. 
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YES 


Fig. 2.12 


válida em uma certa vizinhança do ponto a. Esta série, conhecida como série de Tay- 
lor, é única, e os coeficientes c, podem ser obtidos pela fórmula 


= 1 Hc) 


ron dr 


z= 


Demonstração. Seja fiz) analítica no interior de um círculo C com centro ema e seja z 
no interior de C (Fig. 2.12). E, então. sempre possível construir um círculo F, tal que T 
esteja dentro de C e o ponto z esteja no interior de T. Isso é necessário para assegurar 
que fiz) é analítica em T e podemos, então, aplicar a fórmula de Cauchy: 


ne Ritos 
ID = mi ft E 


A quantidade 1/(£ — z) pode agora ser desenvolvida por meio de uma série geomé- 


trica: 


t o booe 1l 
t—-z f-al-(2— a/(E—a) 


a 5 (y. 


t— an0 $y—a 


Isso é permissível, pois a série converge (pelo teste da razão). Então 


Li RO md f 2 NZ — a)" 
fz) = Iri Je t = zd = Pri Jr 2 (t — a)" +! de. 


A série que aparece no integrando, considerada como função de £, é uniformemente 
convergente em T e, pelo teorema de Weierstrass. pode ser integrada termo a termo: 


I O n 
ID= mE fona 


Em virtude da fórmula (p. 67) 


n! KƏ 


dfo) n $ O 
dm la miS G ayn 


SA A dz” 
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obtemos 


ee] 


O= af az — a). 


n=0 


Se Sa o aÃ to sehu 
Resta-nos mostrar que esta serie de potências é unica. Com efeito ma 
série com coeficientes indeterminados €n. 


o 


ID= D ez — a), 


n=0 


que representa uma função analítica em uma certa vizinhança do ponto a, qe ela 
será uniformemente convergente no interior e sobre a fronteira de um círculo entro 
da vizinhança. Diferenciando a série n vezes e fazendo z = a, obtemos 


Lan 
Cn = aT (a), 


o que completa a demonstração. : 
As séries de potências podem ser generalizadas para conter potências negativas de 
(z — a), ou seja 
+a 


» clz— a. 


n=—0 


Tais séries podem ser divididas em duas partes: 


” n 


L cnlz ans ay" e 2 C-m 3 


n=0 m=1 (z Er am 


e a série original convergirá desde que ambas as partes convirjam. 
A série de potências positivas convergirá dentro de um círculo de um certo raio R, 


com centro em z = a. À série das potências negativas convergirá, em geral, para fora 
de um círculo de um certo raio R, com centro em z = a. Para ver isso, represente 


l DERN 
zaa S 


de maneira que a série de potências negativas (z — a) se torne 


o 


2o A q 


m=1 


Esse a em geral, dentro de um círculo de raio R’, com centro na ori- 
. que possua um raio de convergência nulo. Mas li] < R’ acarreta que 


z-a>1/R'= Ro, 
e a afirmativa segue-se. Concluímos, portanto, que se R, 


> R,. então a série 
+ 


2 Cn(z — ay” 


Rea —s 
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convergirá dentro do anel 
R; < |z — a| < Rs. 


Pode acontecer, naturalmente, que R, < R,, caso em que nossa série divergirá em toda 


a parte. , = 
Podemos agora demonstrar o seguinte teorema: Toda função fiz) analítica em um 


anel 
R, < |z — a| < R2 
pode ser desenvolvida em uma série de potências negativas e positivas de (2 — a) 
4+2 
fe) = > Cnlz — a). 


n=—0 


Esta série, conhecida como série de Laurent, é única para um anel dado, e os coefi- 
cientes c, podem ser obtidos de 


1 $ fz) dz 
Es n at 
2mi r 


Z= ati 


Fig. 2.13 


onde T é um círculo de raio R, tal que R, < R < Rz 


Demonstração. Contraia o raio R, ligeiramente e aumente R, ligeiramente para obter 
uma região anular, com o ponto z em seu interior, à qual podemos aplicar a fórmula de 


Cauchy generalizada (Fig. 2.13)*: 


l Ode, 1 Seo) de. 
fe) = mi ES 4 ri—z 


A primeira integral pode ser tratada como na dedução da série de Taylor: 


Ibma h OE È ear 16 fode. 


mi Je, tp- z 2milr (¢— apt (¢— apt 


Uan n or . e di 
: . . ” . ~ . - .a Ei 

Usaremos, por vezes, os símbolos convenientes $ e $ para indicar direções de integração horária e anti-horária 
Tespectivamente. 


sm DS DDR TESS 
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A integração termo a termo é permissível devido à convergência uniforme. 


A segunda integral é tratada desenvolvendo 1/(¢ — z) em uma série geométrica um 
pouco diferente: 


Loo 1 1 a t-a" 


==" z-a -G aea) O A e ayr | 


que convergirá pelo teste da razão. Então 


Lo Odd 1d Od 


2ri Ti (— Z 2ri ri ¢—z 


- Dieta HÊ OE- ara 


Substitua m por —(n + 1) (n deve ser negativo) e reescreva a expressão acima como 
sendo 


Lh od E eah Od 


riJ =z a&i 2ri J r, (¢ — ayeti 


Finalmente, observe que as integrais 


(1) dt 
res (n=0,1,2,...) 


OD de 
A E o So) 


podem indiferentemente ser calculadas sobre um 
e T3, e situado dentro do anel Ri<R<Ra 


Para demonstrar a unicidade, suponha que um desenvolvimento existe e é válido 


círculo comum T, concêntrico comT, 


+= 


Hz) Es >» Cn(z Es a 


n=—00 


no anel R, < |z — a| < R}. Escolha um inteiro arbitrário k, multiplique ambos os lados 
desta expressão por (z — ah 


+ € integre ao longo de um círculo T com centro em 
z = « e situado no interior do anel. Então 


S(z) dz + dz 
feli z A. Cn $ = ajtti—n ` 


Todas as integrais do lado direito se an 


ularão, exceto uma, para a qual n = k e cujo 
. valor é 27i. Portanto 
f(z) dz 
nho e c;2 
t (z pes a)k+1 kéTi, 


. O que completa a demonstração, 
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A parte da série de Laurent, consistindo de potências positivas de (z — a). é 
chamada de parte regular. Assemelha-se à série de Taylor, mas deveria ser A ae 
que o n-ésimo coeficiente não pode ser associado, em geral, com f'"fa), pois esta 
última pode não existir. Na maior parte das aplicações, fz) não é analítica em z=a. À 
outra parte, que consiste de potências negativas, é chamada de parte principal Qual- 
quer uma das partes (ou ambas) pode ser finita ou ser identicamente zero Natural- 
mente, se a parte principal é identicamente zero, então f(z) é analítica em NE a, ea 
série de Laurent será idêntica à série de Taylor. i 


Observação. A sére de Laurent é única somente para um anel especificado. Em geral, uma 
função fz) pode possuir duas ou mais séries de Laurent inteiramente diferentes em torno de um 
ponto dado, válida para regiões distintas (que se interceptam). Por exemplo, 


1 1 

mos q e ao O<lz]<a1, 
Td, e ad 

ED Ca arts a 


(a notação 0 < |z| < 1 deve ser compreendida como e < |z| < 1 com e arbitrariamente pequeno; 
semelhantemente, 1 < |z| < œ% significa 1 < |z| < M com M arbitrariamente grande). 


Nos exemplos a seguir, estão ilustradas várias técnicas muito comuns para a cons- 
trução de séries de Taylor e de Laurent. 


Exemplo 1. Uso de séries geométricas. A função f(z) = Iz — a) (a = constante 
complexa não nula). 
Sabemos que 


Itz+ t+ Dr (lz] < 1). 
n=0 a 
Portanto 
1 l 1 l [a] PAN 
ist Each eo) (zl < lab. 


Isto é a série de Taylor de f{z) em torno do ponto z = 0. Seu raio de convergência é 
R = hal, porque à distância R da origem existe o ponto Z =4, no qual fiz) deixa de ser 
analítica. Este é o único ponto em que f(z) não é analítica. Portanto, f(z) deveria pos- 
suir uma série de Laurent em torno de z = 0, que deveria ser válida para |z| > la| 
Escreva 


l 


z— a 


se) = 


1 
z l — a/z 


se |z| > lal, então |a/z] < 1, então e podemos desenvolver 


os as (e) (el > lab. 


> £ -È Sn (> la) 
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Esta é a série de Laurent desejada. 
A função f(z) pode ser desenvolvi 
ponto z = b; com efeito, escreva 


da por meio deste método em torno de qualque, 


| — 10 (bža). 


l — = 
ID= a E-b)- (0-0) f—(a—b) 


Então, ou 
l Ras aa = C-b 
sa) = dn = bro (a — b) nzo (a — b)” 
(|z ai b| < la = bl), 
ou 


oo (a by 
fe) 2 ES ra (l [>| | 
Exemplo 2. Decomposição em fração racional. 


| 
SOD = pe; TN 


As raízes do denominador são a = i, b = 2 (simples e distintas). Portanto, f(z) 
deixa de ser analítica somente em z = i e z = 2, e deveria possuir uma série de Taylor 
em torno de z = 0, válida para |z| < 1 (ll = 1) e duas séries de Laurent em torno de 
z=0, válidas para l<|z|<2e|z|< 2. Para obter estas três séries, usemos as identidades 


z22?-Q+iz+2=(2— iX(z — 2) 


= 1 o l 1 1 
=g ral) 


Suponha que a série de Laurent seja válida para 1 < |z| < 2, como desejado. A função 

l/(z — 2) deveria, então, ser desenvolvida em série de Taylor em torno de z = 0 

(Exemplo 1). Esta série é, em particular, válida para | < |z| < 2. A função 1/(z — i) 

deveria ser desenvolvida em série de Laurent em torno de z = 0, válida para |z| > | 

(Exemplo 1). Se estas duas séries forem subtraídas, poderemos obter (multiplicando 

Fa = i)) uma série para fz), que é válida para 1 < |z| < 2, e que será a série de Laurent 
ida. 


Exemplo 3. Diferenciação. fiz) = Iz — 1}. 
e a maod apran no Exemplo 2 fracassa aqui devido à raiz dupla no denomina- 
or. Entre as alternativas possíveis, a mais simples é, talvez, observar que 


A série 


| co 
faso Ae O gue) 
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pode ser diferenciada termo a termo dentro do círculo de convergência. Portanto 


4 = à 
Em Re O qi quam) 


Exemplo 4. Integração. A função f(z) = log (1 + z) = log |I + z| + į arg (1 + 2). 
Este é o ramo principal da função (plurívoca) logaritmo. A linha de corte se es- 
tende de menos infinito™ até menos um e log (1 + z) é analítica dentro do círculo izl 


“Sabemos que 


d 1 
a; log (1 +z)= pia 


Portanto, podemos desenvolver 
Wd+d)=1I-24+72-P472-...=5 CI d<D 


e integrar termo a termo: 


Cd Zoo RV gi 
Da O a (z| < 1), 


onde C é a constante de integração. Como log | = 0, segue-se que C = 0 e 


2 3 w 
pia tas E duas, 


n 
n=1 n 


Outros ramos de Log (1 + z) terão a mesma série, exceto quanto a valores dife- 
rentes da constante C. f 


2.11 ZEROS E SINGULARIDADES 


O ponto z = a é chamado de zero (ou raiz) da função f(z), se fta) = 0. Se f(z) for 
analítica em z = a, então sua série de Taylor 


[72] 


fo = Data! 


n=0 


deverá ter cy = 0. Se c,# 0. o ponto z = a é chamado de zero simples (ou zero de 
ordem um). Pode acontecer que c, e, talvez, vários outros coeficientes seguintes se 
anulem. Seja cm O primeiro coeficiente que não se anula (a não ser que f(z) = O, um tal 
coeficiente deve existir). Então, dizemos que o zero é de ordem m. A ordem de um 
Zero pode ser avaliada (sem conhecermos a série de Taylor). calculando-se 


lim Se). 


z54 (z = a)” 


Paran = 1,2,3, ...; o mais baixo valor de n, para o qual este limite não se anulará, é 


'gual à ordem do zero. f 
Se uma função f(z) é analítica na vizinhança de um ponto z = a, com exceção do 
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ponto z = a, então dizemos que possui uma singularidade isolada (ou um ponto singu. 


lar isolado) em z = a. . . . 
É costume distinguir as singularidades isoladas pelos seguintes tipos de compor. 


tamentos de fiz), quando z — a de maneira arbitrária: 


TEM j B fixo. 
1. fz) permanece limitada, ou seja, Wtz)| = B para um ; 
2. fiz) não é limitada e |ft2)| se aproxima do infinito, ou seja, Iiz)| > M (qualquer M) 


para |z — a| < e (algum €). NON 
3. Nenhum dos dois casos acima acontece; em outras palavras, f(z) oscila “louça. 
mente”. 


Exemplos destes três tipos de singularidade (em z = 0) são 


Caso 1, f(z) = sen z/z, 
Caso 2. f(z) = 1/senz, 
Caso 3. fD = e. 
O primeiro caso revela-se trivial, porque, então, O limite lim, — «f(2) deve exisitir, e se 


a Tunção fiz) está definida em z = a por fia) = lim, — df(2), então deve igualmente ser 
regular em z = a. 


Observação. A fórmula fiz) = sen z/z não define, falando rigorosamente, o valor da função em z 
= 0. A fórmula generalizada 
sen z/z, z = 0, 


so =| aa 


define a função f(z) em z = 0 (e nos outros pontos). 
Para demonstrar a afirmativa acima sobre o Caso 1, observe que f(z) é analítica no 


anel p < |z — a| < R situado no interior de uma vizinhança de z = a. Pelo teorema de 
Cauchy, para um ponto z qualquer dentro deste anel (Fig. 2.14), teremos 


fz) = l HO 4 1 Od. 


2riJr țġ—z 2niJyg—z 


Mostraremos que a segunda integral deve ser nula para todo p. Se isso é verdade, 


Fig. 2.14 
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então fiz) deve aproximar-se do limite 


lim fe) = 5; P (OE, 


o que demonstrará duas coisas ao mesmo tempo: (a) lim, — «f(z) existe, (b) se fla) está 
definida por este limite, então a função f(z), assim redefinida, será igualmente analítica 


=4a. 
Para obter este resultado, escreva £ — z = (£ — a) — (z — a) e observe que 
IŒ — a) — (z — a)| > |z — aļ — |¢ — aļ = |z — a| — p. 
Então, para um z fixo 


1d LO dr 


2mi q (— z 


l B 
S e . 
2r |z — a| — p |z — a| — p 


A integral deve ser independente de p devido à analiticidade do integrando. Como é 
menor do que um número positivo arbitrário, (para p suficientemente pequeno) deve 
ser igual a zero. A demonstração está, assim, concluida. 

Devido à propriedade descrita, as singularidades isoladas do primeiro tipo são 
chamadas de singularidades removíveis. Na prática, se uma função está definida por 
uma fórmula que não funciona para um certo ponto isolado z = a, então a fórmula fica 
tacitamente substituída pelo limite correspondente. Neste sentido, as funções 


f(z) = sen z/z, g(z) = esn sis, h(z) = 1/z — cot z 


são analíticas em z = 0. 
O segundo tipo de singularidade isolada, quando ltz)] > = se z — a, é chamado 
um pólo. Como a singularidade é isolada, deve existir uma série de Laurent 


+o 


ID= L al- a 


n=—» 


válida para 0 < |z — a| < R (para algum R). Se a parte principal é finita, i.e., se a série 
de Laurent é da forma 


+ 


fo = po Co — a)", 


então fiz) tem um pólo de ordem m em z = a. Reciprocamente, se f(z) tem um pólo em 
z =a, deve possuir uma série de Laurent (para 0 < |z — a| < R) com a forma acima, 
como pode ser visto pelo raciocínio seguinte: considere a função 


g(z) = 1/f(2). 


À não ser que f(z) = 0, deve existir uma vizinhança de z = a, na qual f(z)não possui 
zeros. Nesta vizinhança, g(z) é analítica e 


lg(2)] — 0 quando z>a 


(pois |f2)] — œ). Portanto. g(z) possui um zero em z = a. Este zero deve ter uma 
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ordem bem definida m, e assim 


a= Dto O< |z- al< R). 


Reescreva isso como 
ge) = (2 a)" À be — a) = (z — ay), 
k=0 
onde b = bmx € bo #0. Assim 


IOo Si Lo 
O) Ear vo 


Como W(z) é analítica em z = a e não se anula aí, segue-se que 1hy(z) deve igualmente 
ser analítica e possuir uma série de Taylor em z = a. Então 


IO = gy È 4e - at 


a)” ko 


No entanto, isso é evidentemente uma série de Laurent com uma parte principal finita 
de maneira que o raciocinio está concluído. i 


Exemplo. A função fiz) = e"? possui a seguinte série de Laurent válida para 
0 < |z| < R (R pode ser arbitrário): 


l 7 


au 31 
cossec z = zt 6º + 307 


5 ...4 
15120? + 


+ 


donde se conclui que possui um pólo simples na origem. 
. A ordem de um pólo pode ser achada sem conhecermos a série de Laurent. Isso é 
feito calculando-se 


lim (z — a f(z) 


a n ja l 2, 3. ...3 0 menor valor de n, para qual este limite existe, fornecerá à 
or o o pólo. Observe que este limite não pode ser zero. 
terceiro tipo de singularidade é conhecido como singularidade essencial. À | 


série de Laurent, válida ara O < i j 
. a . i = i r 
principal infinita. p |z —a|<R (para algum R) deve possuir uma P | 


Exemplo. A função fiz si ra 
) = e"z possui : Eri t válida pê 
0 < |z| < R (R pode ser arbitrário). aa a S 


et? = l, 1l l1, 1l 
totara | 

nita, a função possui uma singularidade essencial em o | 
anece nem limitada nem se aproxima de infinito. pa ao | 
ra arbitrária de 0: por exemplo, se z se aproxima o real | 
pags gativo, então |f(z)| > 0; se o faz ao longo do semie ntão | 
* SE Se aproximar de zero ao longo de eixo imaginário: | 
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pol permanecerá constante, mas arg f(z) oscilará, etc. 

Em verdade, não é difícil mostrar que, mesmo em uma vizinhança arbitrariamente 
pequena de uma singularidade essencial, a função f(z) toma valores arbitrariamente 
próximos de qualquer número complexo desejado (teorema de Weierstrass-Casorati). 
Podemos também demonstrar um resultado ainda mais explícito, chamado de 


Teorema de Picard. Em uma vizinhança arbitrariamente pequena de uma singula- 
ridade essencial, uma função f(z) toma infinitas vezes cada valor complexo, ex- 
ceto, talvez, um valor particular. 


Observação. Deveria ser enfatizado que uma parte principal infinita na série de Laurent implica 
uma singularidade essencial somente se a série é válida “até o ponto singular”":* 


1 1 1 


Ie) =e a fes 
C-i} -ip -Ip t 
não significa que f(z) possui uma singularidade essencial em z = 1. O ponto é que a série acima 


converge somente se |z — 1| > 1. Em verdade, ela representa a função 


1 
IO = z342 
no anel 1 < |z — 1| < R (para R qualquer). A função possui, evidentemente, um pólo simples para 
z=1. 


Além das singularidades isoladas, as funções complexas podem deixar de ser ana- 
líticas por outras razões. O caso mais comum é o de um ponto de ramificação. Consi- 
dere, por exemplo, a função fiz) = vz. Para todo ponto, exceto a origem, é possível 
construir uma vizinhança e achar um ramo de yZ que será analítico nesta vizinhança. 
Este ponto de ramificação não necessita ser o principal ou seu complementar, cha- 
mado de segundo ponto de corte na Seção 2.6; pode muito bem ser algo como o ramo 
A, na terminologia da p. 57. Para a origem, isso não é possível, pois qualquer vizi- 
nhança de z = 0 conterá parte da linha de corte (qualquer que seja ela), sobre a qual o 
ramo selecionado será descontínuo. Afirmativas semelhantes podem ser feitas sobre 


outras funções multivalentes e sobre seus ramos. 
É evidente que não pode haver série de Taylor ou de Laurent válida na região O < 


|z — a| < R (para um certo R) em torno de um ponto de ramificação z = a. No entanto, 
são por vezes válidas séries de Laurent para Ri<lz-a|<R». 


Exemplo 


Esta série é válida para |z| > 1 e representa um ramo da função vz’ — TĪ, que é 

analítica nesta região. A linha de corte une, neste caso, dois pontos de corte z = +l e 

= —1,e não se estende até o infinito (Fig. 2.15). Substituindo z por (z — 1), obtemos 

uma série de Laurent como centro em torno do ponto de ramificação z = 1. Esta 
última convergirá para | — 1| > 2. 

Um outro tipo de comportamento sing 

ela possui um número infinito de singularidades 


singular de uma função analítica ocorre quanto 
isoladas convergindo para um certo 


coa CE 
e z Es = =a. 
Ou seja, para todos os pontos em uma vizinhança |z a] < e, excetoz =a 


FÍSICA MATEMÁTICA 


84 
Im 
| 
=j + Re 
1 
Linha 
de corte 
Fig. 2.15 
ponto limite. Considere, por exemplo 
F l i 
feks z sen(l/z) 
O denominador possui zeros simples sempre que 
z= Ad (an = +I,+2,...). 


A função f(z) possui pólos simples nestes pontos e a sequência destes pólos converge 
para a origem. A origem não pode ser chamada de singularidade isolada, pois todas as 
suas vizinhanças possuem pelo menos um pólo (em verdade, um número infinito de- 
les). 


2.12 O TEOREMA DO RESÍDUO E SUAS APLICAÇÕES 


Seja f(z) analítica em uma vizinhança de z = a exceto, talvez, em z = a [em outras 
palavras, f(z) é ou analítica em z = a ou tem aí uma singularidade isolada]. Seja C uma 
curva simples fechada no interior desta vizinhança e em torno de z = a. Então a 
integral 


Res f(a) = 5 A fe) dz 


independe da escolha de C e é chamada de resíduo da junção no ponto z = a. Eviden- 
temente, se f(z) é analítica em z = a (o ponto z = a é, então, chamado de ponto 


regular). o resíduo é zero. Se z = a é uma singularidade isolada, então o resíduo pode 
ser ou não zero. 


Exemplos 
LA = Ia; o resíduo em z = Qé igual à unidade. 
2. A2) = 1/2:0 resíduo em z = Q é igual a zero. 


Pela fó À Er 
Ene da p. 75, vemos que o resíduo é igual ao coeficiente c., da série d 


20 


fe) = > Cn(z — a)”, 


N=— o 


que é válido para 0 < E -al< 


: R (para algu R 
Os resí ; x Bum R). álculo 
esíduos de uma função em Suas singularidades isoladas se aplicam ao gak 
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de integrais, un ou reais. A base para estas aplicações é o teorema dos resi- 
duos: Se fiz) é analítica no interior de um contorno fechado C e sobre C. exceto em 


úmero finito de singularidades isolad = : 
um n as em Z =a,as ..., ap todas situadas no 


interior de C, então 


$ Hz) dz = 2ri > Res f(a;). 
k=1 


Este teorema é o usando-se a técnica de cortar canais entre o contorno C 
e os pequenos circulos Cı, C» ... em torno de cada singularidade (Fig. 2.16). 


Im Im 


Re 


Fig. 2.16 Fig. 2.17 


Há vários métodos práticos para o cálculo rápido de resíduos: 
PRIMEIRO MÉTODO. Pela definição 


Res f(a) = = $ f(z) dz 


(usando um contorno C convenientemente escolhido). Este método é raramente usado, 
mas pode ser valioso se conhecermos a função primitiva de f(z) e se esta tem um ponto 
de ramificação em z = a. 


Exemplo. fiz) = 1/z, F(z) = Log z. Qualquer ramo de Log z pode ser escolhido, mas, a fim de 


preservar a relação, 


F 
so = ro = GE. 


o contorno fechado deve ser disconexo È devemos aplicar O processo de limite apropriado. Por 


exemplo (Fig. 2.17), 


A 
f ldz = lim Í dz lim (log (4) — log (B) = 2ri. 
c 


z B>A JB Z B>A 


Usamos aqui o ramo principal, que possui uma descontinuidade 27i sobre o semi-eixo real nega- 
, 
tivo. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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SEGUNDO MÉTODO. No caso de um pólo simples no ponto z = a, vale à Seguime 
fórmula: 


Res f(a) = lim (z — a f(z). 


O limite envolvido é freqüentemente obtido por simples substituições ou pelo uso de 
valores limites bem conhecidos. 


Exemplo. fiz) = tg z/7*. Então 


. t 
Res f(0) = nm z2 z:=0 Z COSZ 


TERCEIRO MÉTODO. Para um pólo de ordem m em z = a, vale a fórmula seguinte: 


m—l 
Res ft) = py tim [Este — oso 


1) 


Exemplo. f(z) = e'/zt*. Então 


Le fo (se RCE | 
Res JO) = $ tim [5 (z e) =g me go 


PARI MÉTODO. Um caso comum de um pólo simples é quando f(z) tem a 
orma 


em que «(a) + 0 e y(z) tem um zero simples em z = a. Neste caso 


Res f(a) = gla) . 
z = a é um zero simples de 4{z), então y'(a) não pode se anular. 


Exemplo. A função f(z) = e?/sen z. Então 


Observe que se 


AO o TF =a 
z=0 


Exemplo. J(2) = e"/(z + 2)(z — 14. 


Pedimos o resíduo 
e = . X 
mz = 1. Como primeiro passo, transfira o pólo para a origem: 


z-1l=y, z=w+1. 
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Então 


tw 


PN. E s 
s= e (w + 3)wt 


Como segundo passo, desenvolva e" e 1/(3 + w): 


2 3 
w t t 
e = taça tyo qe (w qualquer) 


Ata cy ou q 2 
ão SIFA al sra aro <D 


No terceiro passo, calcule (por inspeção) o coeficiente de w? e forme o produto das duas séries 
acima: 


No quarto passo, calcule o resíduo: 


3 2 
aft t t Ih. 
RAAD =e (5 Ro” D 


Exercício. Demonstre a validade do terceiro método dado acima. [Sugestão: Represente fiz) 
como 


SD = alo)/(2 — a)” 
e use a fórmula da p. 67.) 


O teorema do resíduo pode ser aplicado ao cálculo de uma grande variedade de 
integrais definidas, reais ou complexas. Alguns dos métodos mais frequentemente usa- 


dos estão mostrados nos vários exemplos que se seguem. 


Exemplo 1. Considere a integral real 


2r 
1 
pa, | — 2pcos6 + p? (dpl = 1). 


Esta integral pode ser convertida em uma integral de linha no plano complexo, fazendo 
z = e", Então 


iep dz f 
~ Joiz — pX — pz) 


onde C é o círculo unitário no plano z. O integrando possui dois pólos: em z =p e 
z = 1/p. Se |p| < 1, o pólo z = p está no interior do contorno, enquanto que o pólo 
Z= 1/p está fora. Necessitamos somente do resíduo em z = p; ele é igual a 
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portanto 


l | 2r 
= É i cad “t < 1 É 
l= ai ip topo Mol) 
Se |p| > 1, o resíduo necessário será em z = 1/p, e será igual a 


1 
p= 


, 


1 
i 


fornecendo 


(lp) > 1). 


Observe que ambos os resultados podem ser combinados como abaixo 


2 
= Ta lx, 


enquanto que a integral não está definida para |p] = 1. 
Este método pode ser usado para integrais do tipo f3” R(cos 0, sen 0)d0, em que 


R(cos 9, sen 6) é uma função racional de cos 6 e sen 9. 


Exemplo 2. Considere a integral real 


e dx E dx 
rf. aa imf x2 + a? fa 0): 


A integral Jt£ dxl(x? + a?) pode ser tratada como parte da integral complexa 
$c dzltz? + a?) calculada sobre o contorno C mostrado na Fig. 2.18. Com efeito (faça z 
= x sobre o eixo real): 


$ dz "i dx d 
cz? +a] r Fato 


Semicírculo Cp 


Re 


Fig. 2.18 
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Im f la? 


Fig. 2.19 


Calculemos a integral sobre o semicírculo Cp, quando R é muito grande: Escreva 


l l 1 


z2 +a? z? 1+ 2/22 


Se |z| = R, é muito grande, então |a?/z?| = a?/R? é pequeno e |I + a?/22] é quase igual a 
um (Fig. 2.19). Para sermos precisos, observe que |1 + a?/z?| > 1/2 para R > a v2.e, 
consequentemente, 


1 a 
TF aa <2 (paraR> av'2). 
Isso acarreta 
1 2 = 
ja? F} z] < R? (para R > av'2). 


Agora, use a estimativa (p. 59) 
I dz 2 2r 
CRZ? + a? 


; l 
< rR máx EETA 


Então 


p dz 
lim | -= 0 
R5o JCR Z + a 


Observe agora que a integral fc dzl(z? + a?) é independente do raio R (pelo menos 
enquanto R for maior do que a), pois a única singularidade do integrando dentro de C é 


em z = ai, e, pelo teorema do resíduo, 
dz E A . T 
——— = es f(ai) = 2riz= = — 
fas 2ri Res fai) Tai a 
(para todas as C, tais que R > a). Conseqiientemente, se fizermos R > œ, teremos 
+R 
dz ; dx ; dz 
——< = lim COL A + lim E E a 
fz F a? Roo J-r X? +a Roa Jcr? + a? 


que se reduz a 


*º dx 


— O 


als 


marta omni 
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Exercício. Mostre que se a < 0, então 


[Sugestão: Não há cálculos novos a fazer, somente algumas deduções lógicas.) 
O processo acima pode ser aplicado a integrais do tipo 


LO q 


—» Q(x) 


em que P(x) e Q(x) são polinômios em x e: (a) Q(x) não deve ter zeros reais* e do 
grau de Q(x) deve exceder o grau de P(x) de pelo menos dois (de Outra maneira a 
integral sobre o semicírculo Cpr talvez não tenda para zero). Para tais Integrais é ver. 


dade que 


+ 
P(x) A 
o 00) dx = 2ri 2 Res, 


onde È, Res é a soma dos resíduos do integrando no semiplano superior. Esta afirma- 
tiva é um caso particular do seguinte teorema: Se f(z) é contínua para |z| > Ro (para 
algum Ry e Ifiz|>o0 uniformemente quando |z| > œ, então 


lim Ho) dz = 0. 
R 


R5e Jlzl= 
Demonstração 


dz 
[AM Sari = [A zf) z 


A convergência uniforme de |zftz)| significa que |zf(z)| < e (para «e arbitrariamente pe- 
queno), sempre que |z| > R (isto é, independentemente da maneira pela qual z se 
aproxima do infinito). Então 


< máx Ifo ER. 
lzl=R 


Pen He) de < 2re, 


€ O teorema está demonstrado. As condições do teorema são satisfeitas pela função 


HZ) = EO (comgrau Q > grau P + 2) 


pois: (a) todos os zeros de Q devem estar no interior de um círculo fixo com centro na 
origem e (b), a condição |:f(z)| < e para |z| = k (para algum k) pode ser verificada. 


a as 
x $ - E S i ifica- 
*Se Qix) possui zeros reais, então a integral não está definida (veja p. 64), a não ser que sejam feitas modifi 


ções apropriadas (por exemplo.. p. 113). 
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Observação. O método descrito acima pode ser estendido a certas integrais do tipo 


fo ax, 


em que fix) é uma função par de x. 


Exemplo 3. Considere a integral real 


I= cos x dx 
1 X2 + a? (a > 0). 


Observe, em primeiro lugar que 


PE Lp aa, 
= 2J a x2 +a 


A substituição de x por z não funcionará neste caso, pois cos z não é ''bem compor- 
tada” no semiplano superior; não é limitada. No entanto, a função e” é limitada no 
semiplano superior, pois e? = e-te'r e leir| = 1 (para todo x real), enquanto que 
le-"| = I(para todos os y não-negativos). Por esta razão, considere a integral complexa 


e) ali e7 dx +f e“ dz 
~ Joz +a? jJ r x? + 2 CRZ? + a? 


calculada sobre o contorno mostrado na Fig. 2.20. Observe que 


e” dz 
m LE +a o 9 
(como no Exemplo 2). Também 
i OE E 
J = 2ri Res f(ai) = 2ri Jai e’, 
de maneira que 


+œ 5 
e“ dx cos x dx ne senxdx Ts 
| E5- T oral af (a 0). 


Como o lado direito é real, segue-se que 
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à ã ir = cosx + i senx, e usando o fat 
Voltando agora à nossa equação, fazendo e O de que 


+R 


-r 
l COSA ua COS dah) 
-R X +r x 


para quaisquer r e R, deduzimos que 
-r +R iz E 
a sen x e è 
e , sen x ; de Eai e7 
faif EE dx+ i a oz E dz. 


—R +r Cr 


O lado esquerdo é zero (não há pólos de e'*/z no interior do contorno). Tomando os 
limites r > 0,R — x (em qualquer ordem), obtemos 


+» 
5 sen x a 
0 = if ~ ix — mi. 


—0 


Portanto* 


sen x T 
i=j s aea 


Exemplo 5. Calcularemos agora a integral do Exemplo 4 por um método um pouco 
diferente. Escrevemos 


sen x 1 [sen O a 
1=[ tel f xa = À | Senz i, 
o x 2j» x 2J- z 


Tratamos aqui nossa integral como uma integral complexa sobre um caminho (eixo 
real), que é aberto (por enquanto). Como sen z/z é contínuo em z = 0, podemos de- 
formar o contorno conforme mostrado na Fig. 2.22, e afirmar que 


I= lim Sg 


r50 zZz 


=r|+r Re 


Fig. 2.22 


Sa A, 
ae esta integral pode ser calculada de maneira muito mais 
€ muito mais ilustrar as técnicas do cálculo de resí 

residu: 
REN Os em um exem 


a acima 
fas álise acim 
elementar. O objetivo da anál sultado 


plo simples do que obter este re 
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Faça o | 
sen z = > (e“” e7" 
2 ) 
O problema é calcular 
e” -4s 
1 = lim — dz e L = lim dz. 
r=0 JC Z r0 JC z 


Para J,, escolha o contorno como usualmente (Fig. 2.23a). Mostre que a integral sobre 
Cp se aproxima de zero e deduza que 


f a-o. 
zZ 


Para lz, feche o contorno pelo semiplano inferior, como mostrado na Fig. 2.23(b). Ora, 
le] é limitado no semiplano inferior e a integral sobre C'a tende para zero. Por outro 
lado, observe que: (a) existe uma contribuição dada pelo pólo na origem e (b) a inte- 
gração no sentido horário introduz uma mudança de sinal. Levando isso em conta 
obtemos 


f Cd = —2ri Res f(0) = —2ri. 


Contorno para f, 


Re 


(a) (b) 


Fig. 2.23 


Combinando estes resultados deduzimos que 


+ 
sen x gy = L (h — l) = +0 + 2ri) = r 
EE < 2i 2i 


em concordância com o resultado anterior. 


Observação 1. Mostramos que a integral sobre o semicírculo C, do Exemplo 4 fornece o valor 
=m; quando r — 0. Isso é a metade do valor obtido por meio da integração sobre todo o círculo. 
Pode-se demonstrar um teorema geral sobre isso: Seja f(z) analítica para z = a. Considere a 
Integral 


A 2 Nz) dz 


a 
z; z—a 


FÍSICA MATEMÁTICA 


96 


Fig. 2.24 
calculada de z, = a + re a z2, = a + re! sobre o círculo |z — a] = r (Fig. 2.24). Então 
lim la = aif(a) 
r>0 
onde a = 8, — 8, + 2n7 (escolha n tal que la] = 27). 


Exercício. Demonstre este teorema usando uma técnica semelhante à do Exemplo 4. 


Observação 2. A afirmativa de que a integral de e':/z sobre Ca no Exemplo 4 se anula no limite 
quando R — æ é também um caso especial de um resultado mais geral conhecido como 


Lema de Jordan: Se f(z) converge uniformemente para zero sempre que z se aproxima do 
infinito, então 


lim SN dz = 0, 
Cr 


Roo 


onde À é um número positivo qualquer e Cp é a metade superior do círculo |z| = R. 


O termo ''convergência uniforme”, quando z > œ, significa que |f(z)| < e sempre que |z| > M 
(para algum M), não importando qual seja o argumento de z. 


Exemplo 6. Seja a integral 


+» 
-f e“ dx ( 
—» Cosh rx Tr <a<a). 


Observe que para x positivo e grande, cosh 7x se comporta como 4e”z. Por conse- 
guinte, o integrando se comporta como Ze-r+toz ea integral converge. Para kl 


grande em módulo, mas negativo, cosh mx se comporta como te "7 = Je” Te a integral 
converge mais uma vez. 


do eixo imaginário. No entanto, tentemos o contorno retangular mostrado na Fig. 
2.25. Os pólos do Integrando estão em i 


onde k é um inteiro. No i 


nterior de nosso c z s = il2 
s z ontorno, z = ilz. 
O resíduo é O. há somente um pólo, em 
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Im 


Fig. 2.25 
e” eSil? 
(cosh rZ) |z=i2 mi 
Escreva 
+ 
E f e” dx 
R —R cosh rx 


e considere a integral 
Ii M e” dz E. et? dx 
R = — = — R" 
ri coshaz +r cosh r(x + i) 
Observe que 


cosh r(x + i) = §(e""e"t + ee T)= 4(—e"™ — e”) = —cosh rx. 


Portanto 
—R o 
aiot? d E 
Ik = al Rea +e“'Ir. 


Resta-nos considerar 


1 ERAM; dy i ER; dy 
Ji = TAN e Ja = - é 
o cosh (R + iy) ı cosh r(— R + iy) 


Quando R > œ, a situaçãðque nos interessa, 
|cosh a(R + iy)| ~ e7". 


Os detalhes são facilmente feitos: Mostre que |cosh m (R + iy)| é maior do que, por 
exemplo, łe"R, quando R — =. Segue-se que Jié limitado, por exemplo, por Ze CT +R 
e isso tende para zero, pois ja) < m. Um raciocínio semelhante se verifica para J2. 


Reunindo nossos resultados, obtemos 


ai/2 
ri — = 
TI 


Irt Ikt J +J H eA 
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de maneira que 
l = secs. 
I= os (a/2) 2 


: È écnicas precedentes a 
Exemplo 7. Este exemplo lida com extensões das té id p int À Contornos, 
envolvendo linhas de cortes de funções plurívocas. Considere a integral real 


ao xe! (0 < 1) 
= dx <a . 
1 f [+ x 
Observe mais uma vez que a integral está bem definida (converge) quando x > 0 
quando x > œ. . E e 
No corpo dos números complexos, a função potência geral z acarreta que 
(p. 59) 


z271 Ee e!t«— DLogz = |z|[27 let V Arez = |z| let DO +2km), 


O ramo que se reduz à função real xº ~ ! (para x > 0) é o ramo principal, com k = 0. É 
conveniente trabalhar com o ramo para o qual 


0 < Argz < 2r. 


Este ramo coincide com o ramo principal se Im z > 0 e com o ramo k = 1 se Imz <0. 
Então, nossa integral real / coincide* com a integral deste ramo ao longo do bordo 


superior da linha de corte (veja Fig. 2.26). Feche o contorno conforme mostrado na 
figura. A integral ao longo do bordo inferior da linha de corte é então 


0 P 
-1 E | co es 
f |z|“ eita ao = metres | xº—1 dx 
kad 1 + z 0 1 + X 


Portanto, 


2ri Res f(—1) = [1 — re, 2-1 dz Ea E dz, 
C, 


l+z Cr l+z 
Ora, se |z| = R, 
27! de cê 
cr l Fz ~Ê2rR-R —>0 (como R > œ) 
e se |z| =r, 
Í = a—1 
c, IFz ~ 2rr-r = 2r" 50 (como r > 0). 

O resíduo = —] é eïe - a. 

emz 1 é ee - w, portanto 

jota 
I= -o N r 
RM © Sen ak 


PEE E S 
*Naturalmente quando e — Or5o0eR5S o 
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+ Re 


Observação. É também possível trabalhar com o ramo principal usual -r < Arg z = 7 fazendo x 
= —x' em, obtendo 


Fig. 2.27 


1 


a 


5 (=x) 0 jx]! 
= -| S2 ar -=| Blog 
o 


0 l- x l- x 


usando —x' = |x'| se x' = 0. O contorno é, então, escolhido como na Fig. 2.27. A integral do 
ramo principal ao longo do bordo superior do corte é agora 


0 a—l (a—1)ri g 
z|% e de= e Driz 
=e l-z 


A integral ao longo do corte inferior é 
—oo a—l —(a—l)ri E 
[ie a pente 
0 l-z 


e o resíduo no pólo z = 1 é simplesmente a unidade. O resultado final é o mesmo anteriormente 
obtido. Este método é aplicável a integrais do tipo | 


J Ext f(x) dx, 
0 


-onde a não é um inteiro e f(x) é uma função racional. 


2.13 APLICAÇÃO CONFORME POR MEIO DE FUNÇÕES ANALÍTICAS 


) é analítica em uma certa região R, então sabemos 


Se a função f(z) = u(x,y) + iv(x,y ; 
Riemann 


que u e v satisfazem as equações de Cauchy- 
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elação a x e a segunda em relação a y. Observe 


: : imeira equação em r z FIE 

Diferencie a primeira € m devem ser contínuas (u e v são diferencis, © 
e r : 
as derivadas parciais de segunda ordem de enciávej 


um número arbitrário de vezes) € portanto 


3v 3?v s 
axðy  ðyəðx 
Segue-se que 
3u 3u 
ox ay? 


é a equação de Laplace para u. De maneira semelhante, mostre que v também satisfaz 
a equação de Laplace 


Observação. Funções que satisfazem a equação de Laplace são chamadas de funções harmôni- 
cas. Mostramos que as partes reais e imaginárias de uma função analítica são harmônicas. 


Se uma função dada u(x,y) é harmônica em uma região R simplesmente conexa, 
então é possível construir outra função harmônica v(x,y) chamada função conjugada 


de u, tal que u e v formam as partes reais e imaginárias de uma função complexa 
analítica f(z). Isso pode ser feito por meio da integral 


(2,0) 
E du du 
v(x, y) = ka [( a) dx + (5) d| + const, 


onde o caminho (pelo menos no interior de R) é arbitrário. Como u é harmônica, temos 


KA (- a _ ð (ðu 
dy dy ax ox)" 
e a integral independe do caminho. As propriedades harmônicas das funções analíticas 


complexas são muito usadas em física. 


Exemplo. Sabe-se que o potencial el áti : . és 
i é etrostático ce em tre 
dimensões y satisfaz a equação de Lapla: 


ax? t gy2 tg T O 
em que z é uma terceira variáve ; “al inde- 
pende de z. Então l real. Em muitos casos, no entanto, o potencial in 
9º 92 


Sz) = log z = log |z| + iarg z. 
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A função 
Re (log z) = log Vx? + y? = u(x, y) 


satisfaz a equação de Laplace. Ela é constante sobre os círculos x? + y? = constante 
(cilindros no espaço de três dimensões). Segue-se que representa a única solução do 
problema do eletrostático no espaço entre dois cilindros condutores coaxiais (Fig. 
2.28). 

Esta propriedade notável das funções analíticas serve de base para muitos dos 
métodos importantes usados em eletrostática, dinâmica dos fluidos e outros ramos da 
física. Não entraremos nos detalhes do estudo destes métodos, geralmente conhecidos 
por métodos de representação conforme*. Malgrado seu poder e elegância, os méto- 
dos de representação conforme são limitados, pois são aplicáveis somente a uma equa- 
ção diferencial parcial particular (a equação de Laplace) e, mesmo assim, somente a 
problemas redutíveis a problemas planos. No entanto, mencionaremos uma proprie- 
dade geométrica estreitamente relacionada com as funções analíticas, que é de signifi- 
cação profunda. 

Se as curvas u(x,y) = constante e v(x,y) = constante forem traçadas no plano 
complexo, veremos que formam um sistema de trajetórias ortogonais, i.e., em cada 
ponto z, as duas curvas u = const. e v = const. que passam por ele são mutuamente 
ortogonais [excluindo o caso trivial fiz) = const.]. Isso segue-se das equações de 
Cauchy-Riemann: O vetor 


é normal à curva u(x,y) = constante. Semelhantemente, 


ðv. ðv., du. , ðu., 
grado = zit ayi S ayi Tax) 


é normal à curva v(x,y) = constante. Ora, o produto escalar 


ðu du)? ðufðu) 
(grad u: grad v) = a (- do) + su (2u) = 0 


Fig. 2.28 


PE A EE 
“Por exemplo, Nehari, Conformal Mapping; Kober, 
Conformal Mapping. 


Dictionary of Conformal Representations: Bieberbach, 
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mostra que grad u é normal a grad v, e a alirmativa ne RR) 
Na interpretação eletrostática em que u(x,y) = a Ae uma SUperfi. 
cie equipotencial, a curva (x,y) = constante (no plano presenta uma linha de 
rça. . E E a 
Pn A significação geométrica desta propriedade é que a i N a A transforma a 
rede de curvas ortogonais u(x.y) = constante e v(x,y) = ea an e O plano z em uma 
rede de retas ortogonais u = constante e v = constante no plano w. Um exemplo, com 
w =z? e u(x,y) = x? — y?, vx,y) = 2xy, está mostrado na Fig. 2.29. 


Im 


Im 
u = const. v = const, 


Plano z 


Fig. 2.29 


Observe que a função fiz) = z? aplica metade do plano z sobre todo o plano w. Se 
os pontos do eixo real z forem incluídos, então o semi-eixo positivo real no plano w 
serve como uma imagem dupla (para uma imagem simples é necessário excluir ou 0 
semi-eixo real negativo ou o semi-eixo real positivo no plano z). 

E, talvez, mais conveniente dizer que w = z? aplica o semiplano superior aberto (a 
região com Im z > 0) na região aberta, que consiste do plano w com o semi-eixo real 
positivo removido. Esta região é geralmente chamada de ““o plano w com um corte a0 
longo do semi-eixo positivo real”. 

Considere agora um ponto z = z, no plano z e uma curva suave C que passa por ele. 
Seja f(z) analítica em z = Zo € suponha que f(z) leva z em wo e a curva C na curva T, 
que passa por wa (Fig. 2.30). 

Considere também um ponto zı sobre C, próximo a z,, e sua imagem w, sobre r. 


Sejam z — zo = Az, w, — Wo = Aw. Pela definição da derivada, 
. Aw 
lim — = f’ 
zzo ÂZ S'o). 
Portanto 
Aw] 


lim + = |f! 
Pies |4z] If (Zo)l. 


R 
k 
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im Im 
C 


Zo Bo Plano z 


Re 


Fig. 2.30 


Temos 


do — 00 = lim [arg Aw — arg Az] = lim (argá ) = arg fi(zo) = a. 


w 
2>20 21-20 Az 


Geometricamente, isso significa que a curva C foi girada de um ângulo a, quando 
transformada em I. Este ângulo de rotação é o mesmo para todas as curvas que pas- 
sam por zo. Observe, contudo, que estas duas afirmações geométricas perdem seu 
significado nos pontos Zo para os quais f(zq) = 0. 

As propriedades descritas acima são usualmente chamadas de propriedades dá 
representação conforme. Em geral, o termo ‘representação conforme” está definido 
por: 


a) Invariância dos ângulos: Um ângulo em z, formado por duas curvas permanece 
inalterado (em grandeza e direção). 


Im Im 
C2 
2 
y C 
T2 
Ti 
Re Re 
Aplicação conforme 
Im lA Im 
v 
C 


Re Re 


Fr, 
ni 
Aplicação fiz) = Z r 


2 


Biblioteca 


Fig. 2.31 Comunitári: 
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b) Invariância de círculos infinitesimais: Um o Poem em torno de Zo Con 
serva sua forma; vai diferir de um círculo por infinitesimais de ordem mais alta do 
que o raio. E : -5 finc ; 

Nossa análise conduz, então, ao seguinte teorema: Se uma função f(z) é Analítica 

em z, € a derivada f'(z,) não se anula, então a aplicação z > f(z) é conforme em z 


Observações RA RR . 
1. A afirmativa f(z9) + O garante a existência da aplicação inversa, pois se w = fz) ez = elw) 
então g'(wa) = If (2a). desde que f'(z4 + 0. . . » 
2. A aplicação f(z) = Z, que reflete o plano z em tomo do eixo real, preserva os ângulos é 
transforma círculos em círculos, mas não é considerada conforme, pois a orientação dos ângulos 
é invertida. (Fig. 2.31). 


2.14 A ESFERA COMPLEXA E O PONTO NO INFINITO 


Muitos conceitos da teoria das variáveis complexas são grandemente simplificados por 
meio da introdução do chamado ponto no infinito. Isso é feito com a ajuda da Projeção 
estereográfica entre o plano complexo e a esfera complexa, definida como segue: 
Construa uma esfera de raio R (por uma questão de conveniência, podemos considerar 
R = 1/2), de tal maneira que tangencie o plano complexo na origem, como está mos. 
trado na Fig. 2.32. O ponto P da esfera, que é antipodal à origem (chamado convenien- 
temente de pólo norte), é usado como o “olho” da projeção estereográfica. Passamos 
retas por P, que interceptam tanto o plano quanto a esfera. permitindo transformar o 
ponto z do plano no ponto ¢ da esfera (Fig. 2.32). Desta maneira, todo plano complexo 
é aplicado sobre a esfera complexa (ou esfera de Riemann). Curvas e regiões no plano 
z são transformadas em curvas e regiões sobre a esfera é. 


Pólo norte P 
Imagem do 


eixo imaginário Imagem do eixo real 


A origem O 


Fig. 2.32 


E , oi 
' sida que o ponto P não possui Correspondente no plano z. No entanto: a 
achado conveniente adicionar um ponto extra ao plano z, conhecido como ponto " 
infinito, de tal maneira que uma curva que passe por P na esfera é será definida com 
se aproximando do ponto no infinito no plano z 


ER e o arao é muito útil, principalmente na análise de apli, 
à tados de propriedade i muita 
culdade. p s podem ser verificados sem 
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1. Círculos no plano são transformados em círculos sobre a esfera e que não passam 
or P. N 
2. Retas do plano são transformadas em círculos sobre a esfera e que passarão por P. 
3. As imagens de retas concorrentes possuem dois pontos na esfera £, um dos quais 
será P. 
4. Imagens de retas paralelas possuem em comum somente o ponto P e possuem uma 
tangente comum em P. 
5. O exterior de um círculo |z| = R com R ® será transformado no interior de uma 
pequena calota esférica em torno de P. Quando R > œ, a calota “'tenderá para P”. 
Estas e outras propriedades semelhantes dão origem a uma série de definições 


aplicadas ao chamado plano complexo estendido; i.e., um plano complexo ao qual foi 
adicionado o ponto do infinito. 


Exemplos 

a) A aplicação w = 1/z transforma z, = 0 em wo = œ (o ponto no infinito adicionado ao 
plano w) e vice-versa. A significação rigorosa disso é, naturalmente, que se uma 
sucessão de pontos do plano z converge para Zo = 0, então a sucessão correspon- 
dente de pontos da esfera w convergirá para seu pólo norte. 

b) A região |z| > R é uma vizinhança do ponto no infinito. 

A importância da esfera complexa é muito aumentada pelo fato de que se duas 
curvas se cortam no plano z, segundo um ângulo y, então suas imagens sobre a esfera 
se cortarão segundo o mesmo ângulo. Em verdade, a projeção estereográfica é con- 
forme. (A demonstração não é difícil, mas nós a omitiremos aqui). Isso permite a 
definição do ângulo no infinito, quando as duas curvas tendem para o infinito no plano 
z. Este ângulo é definido como sendo o ângulo que suas imagens, na esfera, formam 
entre si no ponto P. 

Podemos, agora, enunciar o seguinte teorema. 


Teorema. A aplicação w = 1/z é conforme na origem z = 0. 

Observe que a função f(z) = 1/z não está definida para z = 0, mas a aplicação w = 
1/z o está (pelo subterfúgio da esfera). A conformalidade não se segue da analiticidade, 
mas das relações existentes sobre a esfera complexa. 


Corolário. A aplicação w = 1/z é conforme no infinito (malgrado o fato de que f'(z) 
tende para zero quando z tende para o infinito). 


O conceito de ponto no infinito está estreitamente entrelaçado com o estudo das 
singularidades das funções analíticas. A própria noção de analiticidade pode ser esten- 
dida ao ponto no infinito, da seguinte maneira: Uma função f(z) é analítica no infinito 
se a função 


g(z) = f(1/2) 


for analítica em z = 0. Além disso, é possível introduzir o conceito de pólo no infinito, 
ponto de ramificação no infinito, etc., por meio do comportamento correspondente de 
8(z) na origem. Neste contexto, a função f(z) = e*, que não possui zeros nem singula- 
ridades em todo o plano complexo, possui uma singularidade essencial no infinito. 
Outras funções que não possuem singularidades (por exemplo, todos os polinômios em 
2), também terão sua analiticidade quebrada no infinito. 


Exercício. Mostre que um polinômio P(z) de grau n possui um pólo de ordem n no infinito. 


Em verdade, um exame das funções familiares revela o fato de que as funções, 
que são analíticas no infinito, devem possuir pelo menos uma singularidade em algum 
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finito de z. Uma conjectura natural é que, talvez „. 


outro ponto; i.e., para um valor | 
. Este problema foi realme 3 
p nte resolvido e 


haja uma função “perfeitamente analítica” 
está incorporado no 


Teorema de Liouville. A única função f(z), que é analítica no plano complexo 5 

ponto no infinito, é a função constante f(z) = constante. ho 

Como conclusão. devemos mencionar que, em alguns textos, o termo plano co 
plexo significa tacitamente o plano complexo estendido, com O ponto no infinito a 
cluído. Alguns teoremas podem, então, ser mais convenientemente enunciados, N 
entanto, não deveria ser esquecido que, embora haja um ponto no infinito, não há 
nenhum número complexo “infinito”, no sentido de que deveria possuir todas as sm 
priedades algébricas satisfeitas pelos outros números complexos. 


2.15 REPRESENTAÇÕES INTEGRAIS 


E um fato comum que certas funções sejam representadas e mesmo definidas por inte. 
grais com limites constantes ou variáveis. Por exemplo, considere a função real, cuja 
derivada é igual a sen x/x. Sabe-se que a integral indefinida de sen x/x não pode ser 
escrita. em forma finita, usando as funções elementares*. Portanto, não há outra alter 
nativa a não ser definir tais funções por meio de uma integral, e é costume escrever 


Si (9) = | EE ag, 
o É 


onde Si (x) é uma nova função, chamada de seno integral. Ela é, naturalmente, uma 
das muitas primitivas de sen xix (ou seja, aquela que é nula na origem), sendo as outras 
obtidas por meio da adição de constantes arbitrárias a Si (x). 

f Se quisermos estender a definição de Si (x) a variáveis complexas, isso poderá ser 
feito de maneira trivial. Escrevemos 


sio = f Sent ie, 
o $ 


em ye č é uma variável complexa e a integral é agora uma integral curvilínea no plano 
aa e e o ligando os pontos £ = 0 e £ = z. Não importa qual 0 
Judo. pois a função fY = sen č/¢ é analíti alores (fin 
tosf de £ e a integral independe do AR t tica para todos os val 
ma situação diferente é encontrada no chamado co-seno integral, definido por 


+o 
ief gp 


Vê-se, facilment a é 

convencional. ds Free ng uma primitiva de cos x/x. A escolha dos limites £ 

bora ainda seja possivel HE a principal é que a integral diverge para x = À. m- 
nder a definição às variáveis complexas, escrevendo 


Ci e 
i(2) = -f SEa, 


AEEA E N 
*Ou seja, funções algébricas, e i 

E É E - €xponen H E E 
tVeja a discussão das páginas 308 i cials, trigonométricas e suas inversas. 


Tamar pe em 
mem 


— e eme qm 
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rá o problema da escolha do caminho de integração. Presumivelmente, o limite 


surgirá 0 Pr. A e 
superior implica uma aproximação assintótica ao eixo real*. Ilustramos três desses 
caminhos na Fig. 2.33. Mostra-se facilmente que as integrais ao longo de C, e C: são 


iguais, mas à integral sobre C, diferirá por 27i vezes do resíduo do integrando no ponto 

= 0. Isso significa, essencialmente, que Ci (z) é uma função plurívoca, com as inte- 
grais ao longo de caminhos diferentes fornecendo ramos diferentes. Dois destes ramos 
estão caracterizados pelos caminhos C, e C, (ou outros caminhos que lhes sejam equi- 
valentes). Outros ramos podem ser obtidos dando n voltas em torno da origem antes 


de nos afastarmos para O “infinito positivo”. 


Fig. 2.33 


Observação. A análise acima revela que Ci (x), para x negativo e real, deveria ser definido por 
meio de um dos ramos da função complexa Ci (2), pois a integral real 


pr cos E 
| e 


rtamento do integrando em É = 0. Descobriu-se, no entanto, 
o bem definida a esta integral divergente, como a tantas 


diverge para x < 0, devido ao compo 
que podemos atribuir uma significaçã: 


outras, usando 
—€ +o E 
imf cos Egg f cos E 
$ £ +e E 


«>0 


expressão conhecida como valor principal de Cauchy (ou simplesmente valor principal) e fre- 


quentemente representada por 


Devido a este resultado, é costume definir Ci (x) para x < 0 por meio de 


i os E 
agast dê (x < 0). 


CCC eo mi 
*Como igi i i do z se torna real e positivo. A maneira de se 
sempre, exigimos que Ci (z) se reduza a Ci (x). quando £ e ` nanei i 
aproximar do infinito não pode A tificada; pois cos z possui uma singularidade essencial no infinito (Veja 
Pp. dt). 
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i i i üentemente em aplicações físicas. 
Valores principais de integrais ocorrem mu plicaç ísicas: a e 
complexa* da definição será dada dentro em p . 


Um segundo tipo de representação de funções por Hiie aai ocorre quando É 
limites de integração são fixos, mas O integrando depende de um parâmetro, Um 
exemplo bem conhecido desta espécie é a integral 


| e dx = ʻ 21/2 
0 


que ocorre na teoria cinética dos gases e em muitos outros ramos da física.* Ela pode 
ser encarada como uma representação integral da função N = (VTI), Este 
ponto de vista é realmente utilizado na prática, quando a função I(A) é diferenciada; à 
fim de fornecer outras integrais importantes, como 


dI(N) E Sayen = -f xe? dx, 
J0 


dx 
PIN) = 3Vr yan el xte” dx, etc. 
dx? 8 0 


Neste exemplo particular, a função /(A) representada pela integral é familiar, mas a 
mesma idéia pode ser usada para gerar várias novas funções. Considere, por exemplo, 
a integral 


fan) =f red (n= 1,2,3,..), 


que, como não é difícil de demonstrar, é igual a n! y 
A representação integral acima para n’! sugere a extensão da noção de fatorial. 
Podemos definir a função fatorial I(x) por meio da integral 


M(x) Fi fe dt, 


em que x não é necessariamente um inteiro positivo. A integral converge no infinito 
para todos os valores de x, mas devemos exigir que x > —1 para que a integral conva 
quando 1 = 0. Por conseguinte, a função I(x) está definida para todos os x (reais) 2 
— | por meio da representação integral acima. 

Como In) = n!, temos 


Hr +1) = (n+ Din) (n=1,23,..). 


Esta fórmula é válida para todos o 
partes, obtemos 


5 or 
s valores de x (x > —1). Com efeito, integrando P 


E fHe-td = Ri Ls (x + Dre dt. 


s +o 
*A integral — Ê; © (cos E/E)d é ainda um ram i iormente. 
j . o de Ci (z), i teriorme 
“Para o cálculo desta integral, veja Kaplan, p. 218 (ere a dos deseritoz ap r 
+A diferenciação de integrais im i ER LRI 3 dos. V® 
exemplo. Kaplan. p. 379. próprias deveria ser justificada por meio de teoremas apropriados 


por 
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Como 
lim He! = 0 (todo x) 
t5o id 
lim 7He-—! = — 
= e 0 (x > —1), 


segue-se que 


Í, tle! dt = (x + Df Petar 


ou 


HG + D) = (x + DOG) (x > —1). 


Em particular, II(O) = 1. Esta é a verdadeira razão para a convenção comumente 
usada 
0! =1. 


A fórmula recorrente I(x + 1) =(x + 1) T(x) permite o cálculo de T(x) para qualquer 
x(x > —1), desde que haja uma tabela de TI(x) no intervalo 0 = x = 1. Além do mais, 
permite uma extensão da definição de I(x) à região x < —1. 


Exemplo. Calcule II(1/2), IK(— 1/2), TI(—3/2). 
O primeiro valor pode ser diretamente obtido da definição 


TC) = [0 e di 
0 


por meio da substituição t = x?. Então 


af Xe” dx = 2Y7 = Va 


por meio de um resultado anterior. O valor de I(— 1/2) pode também ser obtido dire- 
tamente, da mesma maneira. Mas poderá ser, alternativamente, obtido por meio da 


fórmula de recorrência. Se fizermos x = — 1/2, então 
n) = HI(— 5); 
portanto is Tr 
O valor de TI(—3/2) não pode ser obtido diretamente (a integral diverge), mas pode ser 
definido pela fórmula de recorrência. Se fizermos x = —3/2, então 


K—) = (DIC), 
donde 


n(—4) = —2V'7. 


que tende para infinito quando x tende 
e I(x) possui descontinuidades infinitas 
deste fato e da fórmula de recorrência. O 


Uma característica importante de TI(x) “é 
Para —1 pela direita. A conclusão de qu 
quando x for um inteiro negativo, segue-se 


gráfico de T(x) está esboçado na Fig. 2.34. ati ; 
Embora a extensão rA conceito do fatorial seja muito usada em matemática apli- 


ON 
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cada, em geral não é feita por meio da função fatorial Il(x), mas Preferivelmem 
meio da função gama, que lhe é relacionada, e definida por E por 


r(x) = M(x — 1). 


É evidente que T(x) satisfaz as relações 
T(x + D = xT() (x real) 
T(x) = (x — 1)! (x = inteiro positivo) 
e possui a representação integral 
r(x) = f Creta (x > 0). 


O comportamento de T(x) como função de x é facilmente obtido da Fig. 2.34, send 
suficiente deslocar a origem para o ponto x = —1,y = 0. á 


I(x) 


Fig. 2.34 


Representações integrais do ti O 

pres O tipo dado para as funções fatorial e gama podem St 
estendidas igualmente a integrais complexas. Uma função complexa (1) pode ser d” 
finida por uma integral definida : á 


g(2) = Í °? Az, s) ds, 


Sobre C 


onde os extremo ami 
pontos s, es; konee o Ae C que os une, estão dados. Em muitos casos” 
; à aminho será um 
contorno fechado. p 4 ser 


Exemplo 1. å á a -ole 
plo 1. A função fix,t) é analítica no plano +, exceto quanto a singularidades isola 


FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL COMPLEXA 111 
Im Im T 
(0 
Re —e + — Re 
(a) (b) 


das nos pontos s =0,s = les = —1. Defina 


Fig. 2.35 


860) = [ fl 1) di, 


onde C é o contorno mostrado na Fig. 2.35(a) e ambos os limites são infinitos. É 
correto deformar este contorno em um outro mostrado na Fig. 2.35(b)? Mesmo que o 
novo contorno não contenha nenhuma singularidade nova, deve-se lembrar que o teo- 
rema de Cauchy foi deduzido somente para contornos finitos. Este caso exige cautela. 


>Re 


(a) 


Fig. 2.36 


Considere o contorno T” (Fig. 2.36(a)) com pontos extremos finitos. Pode ser 
deformado como está mostrado na Fig. 2.36(b). Se a contribuição do arco s',s', do 
círculo de raio R tender para zero quando R > œ, então C e T serão equivalentes. De 
outra maneira, não. 


Exemplo 2. Suponha que desejamos estender a representação integral da função gama 
às variáveis complexas. O integrando 


fz, t) = Te 


é uma função plurívoca, em que z e t são ambos considerados complexos, com um 
ponto de ramificação em t = 0. Os ramos são dados explicitamente por 


fE t) P em D Logt e, 
, 


Selecionemos o ramo do Log t para o qual 0 = Arg t < 27, com uma linha de corte ao 
longo do semi-eixo real positivo e construa um contorno como o mostrado na Fig. 
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Im 
Im 
Caminho C 
Círculo C» | Caminho C’ . 
de raio r Re E 
Linha de corte Linha de corte 
(a) (b) 
Fig. 2.37 


2.37(). Não é difícil verificar que a contribuição à integral 


toe! dt 
a 


fornecida pelo círculo (incompleto) C, desaparece no limite quando r> 0 e a integral 
ao longo da borda superior do corte se reduz a —T(2). se z é real.* A integral ao longo 
da borda inferior se reduz a T(z)e* 7 ” *”! ou, o que È o mesmo, à -Ize . Por 
conseguinte, a integral total é igual a (e77! — 1) T(z) para z real. Agora é evidente que 
podemos deformar o caminho C’ no caminho C (Fig. 2.37b) sem afetar, de qualquer 
maneira, o valor da integral. Além do que, a integral está bem definida não somente 
para valores reais, mas também para valores complexos de z. Isso nos permite definir 
a função complexa T(z) por meio da representação integral 


l PR 
re) = 5 |. le tdt 


em que o caminho C e o ramo da integral foram discutidos acima. 


Observação. Esta fórmula parece sugerir que T(z) possui pólos quando z é um inteiro. Isso é 
verdadeiro somente quando z é um inteiro não-positivo: Se z = 1, 2, 3, ..., então o integrando se 
torna uma função unívoca e analítica para t = 0 e para t real. Isso faz com que a integral se anule: 
a função gama é então definida por meio de um processo limite que fornece realmente (n — 1)! 


, Muitas das representações integrais complexas, usadas na física, possuem a carac- 
teristica peculiar que o caminho de integração parece passar pelos pólos do integrando. 
Discutiremos brevemente os problemas associados. 


Exemplo 3. Seja a funçãot flx.k) analítica no plano k, com exceção dos pólos simples 
emk = koek = —ko (ko é um número real positivo). Considere 


g(x) = Í, fx, k) dk, 


onde C é o eixo real (percorrido da esquerda para a direita) 


a Nela se apresenta, a função g(x) não está corretamente definida, pois O cami- 
Bração passa por duas singularidades. No entanto, podemos dar a g(x) UM 


#A técnica é muito semelhante à em 
j a empregada no Exem à į ná 
fechamos o contorno C' por meio do grande círculo Fa 2:12, OBšeive; no gitano; que gas j 


tPor exemplo. ftx.k) = e'®tI(k3} — k3) (uma outra semelhante é usada na Seção 12 9) 


= ss so ss = 


Ta 
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Im 


Plano k Plano k 


—ko +ko 
Re 


Fig. 2.38 


significado preciso, deformando o caminho de maneira a evitar os pólos. Dado um 
pólo, isso pode ser feito de duas maneiras óbvias: 

1. evite o pólo no sentido anti-horário, 

2. evite o pólo no sentido horário, 


“parando a integração” a pouca distância do pólo e contornando-o por meio de um 
semicírculo de raio pequeno. Neste caso, que é muito comum em física, isso implica 
passar por cima ou passar por baixo do pólo (Fig. 2.38). 


Em qualquer das duas interpretações, o valor do raio y não importa, enquanto 
fix,k) for analítica para O < |k + ko = r. Não é difícil ver que a diferença entre os dois 
valores de g(x) será dada por 


2ri Res f(x, — ko). 
De fato, o caminho que passará sob o pólo terá uma contribuição 
+ri Res f(x, — ko) 


devida ao pequeno semicírculo (no limite quando r > 0). O caminho que passará sobre 
o pólo terá uma contribuição 


—ri Res f(x, — ko) 
fornecida por seu semicírculo. 


Observação. Na literatura física, a notação a seguir é muito usada para estes dois casos: 
Seja 


h(x, k) = f(x, Mk + ko). 


Então a integral que evita o pólo, passando por baixo, é escrita como 


+o 
h(x, k) 5 
g(x) se RS (k é real), 


significando que, em vez do caminho contornar o pólo por baixo, o pólo será deslocado para cima 
por meio de uma quantidade infinitesimal e. Semelhantemente, a integral que contorna o pólo por 
baixo será escrita como 


+0 
h(x, k) : 
g2(x) a tre O dk (k e real). 


Se as idéias por trás desta notação forem claramente compreendidas, não surgirá nenhuma confu- 
são, 
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Observações fe sy e r 

1. No exemplo considerado. há um outro pólo simples em k is ia Poderá ser tratado da 
mesma maneira que o pólo em k = —ko., mas a OE EE T ras palavras, caminhos 
que evitam um pólo, passando por cima, e o outro pólo, passando por baixo, são muito usados ña 
prática. a n $ PE 
2. Se os pólos não forem simples, a análise acima não se aplicará e o problema SE tornará 


mais complicado. : : lizad rá ocaso de 5 
3. As considerações acima são facilmente generalizadas pai um pólo que não 


esteja sobre o eixo real, desde que o caminho possua uma tangente no pólo. 


Em problemas provenientes de considerações físicas, a escolha entre evitar um 
pólo de maneira horária ou anti-horária (ou “por cima” ou “por baixo”) é ditada por 
exigências adicionais ou hipóteses, que não estão contidas na dedução formal da re- 
presentação integral (veja, por exemplo. a Seção 12.9). Por vezes, as considerações 
físicas exigem que o resíduo no pólo não forneça nenhuma contribuição à integral, 
Neste caso, a integral do Exemplo 3 pode ser definida como significando (no que diz 
respeito ao pólo em k = —ko) 


856) = lim ([ O fx, k) dk + po fx, k) dig, 


0 
em que e > 0; observe que e deve ser o mesmo em ambas as integrais. Esta definição é 


a versão complexa do conceito de valor principal de Cauchy. Não é difícil verificar 
que a definição acima acarreta 


g(x) = SHgi(x) + 82(x)]. 


Como nosso último exemplo de representações integrais, consideraremos um caso 


importante de uma função real bem simples, expressa por meio de uma integral com- 
plexa. 


Exemplo 4. A função escada. Sejam 1 real e s complexo. Considere a integral no pla- 
no s 


Y+ih 
t 
et! 


lim 5— — ds (Y>0,h>0) 


hoo 2mi Jy in S 


tomada ao longo da reta vertical x = y, 
caminho particular, freqüentemente chama 


M ' 
f e ja 1 e!s Y+ih 1 M e! 
N sS sr La = ds. 


Y—ih t S 
Sobr N 
“Cr Sobre CR 
O termo integrado 

te) Y+ih 

: a = <] e™ EM 

e Pd 

Eqet o E 


*Compare com a p. 93. 
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Contorno 
de Bromwich 


Re Re 


(a) (b) 


Fig. 2.39 


tenderá para zero quando R —> o, pois |e”'/t| é independente de R, enquanto que 


iht —iht —iht 


e o e et m Z 1 4 1 EJ 2. 
Y+Hih v>h|2|Y+Hih y—ih R'R R 
Na integral restante, calcule 
M 
1 e"! l e!” 
“o = < Rd TRES dc Pr = E: 
7 f Po ds| < m R TR (x = Res) 


A quantidade [e'z| será limitada se £ < O (pois x > 0 sobre Cp) e, então, este termo 


também tenderá para zero quando R > o. 
Como o integrando e'/s é analítico no interior de todo o contorno fechado, a 


integral sobre o contorno se anula; isso acarreta que 


YHih is 


; l e 
— > a 
dim a A ds = 0 (set > 0) 


Em outras palavras, nossa função f(t) é nula para todos os valores negativos de t. 
Para t > 0, o contorno da Fig. 2.39(b) não é muito útil, pois é difícil calcular a 
contribuição de Cg. No entanto, como a grandeza de e'* parece governar o cálculo da 
integral, é razoável fechar o contorno “'pela esquerda’ se t > 0, como na Fig. 
2.39(c). Como antes, integre por partes e mostre que a parte integrada não fornece - 
contribuição (no limite), não sendo afetada pela sinal de £. A integral restante, 


M 
t 
l { e d 
Fo — ds, 
t JIN Sé 
Sobre C'p 


è calculada como segue: Para o semicírculo de N' a M’ temos 


aP 
s2| © R2 


a 


ICA 
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0. enquanto que Res = 0. O comprimento do 


` é Semia: 
ntribuição desaparece. Quanto às porções de Micir. 


precisamente porque agora t > 
N a NM e 


culo é 7R, de maneira que a contrit 
de M’ a M, podemos pelo menos dizer que 


t 
e! 


ty 
e kJ 
s2 R? 


e também não haverá contribuição. : nba Sa 
No interior do contorno, no entanto, há agora UM p BEM, COM resíduo 


um. Portanto 
Fih iy 


find: € ds=1 (set<o0) 
hos 2T Jy—ih S 


Em outras palavras, f(t) vale 1 para todos os t positivos. Resta calcular f(t) parat = (, 
E isso pode ser feito sem recorrer aos resíduos: 


SO) = lim 5— = >= lim log + = 5log (—1) = 


| ds 1 y+ih | 
hos ri Jy—ih S Rri ho y— ih Rri 


a 
2 


Observe ser essencial, a fim de obtermos o valor 1/2, que os pontos N e M permane- 
çam simétricos em relação ao eixo real, quando tendem para o infinito. Isso é algo 
análogo ao processo de definir o valor principal de uma integral. 

A função fit) definida por 


ita S 


l Tio e" 
piQ) = Ll — ds, 


(uma notação conveniente para os limites) é chamada de função escada (ou função 
unitária) e é representada por S(t): 


0 (t<0), 
S)=43 (1=0), 
1 (4>0. 


E E A ERP 
Observação. O termo “função escada” é mais descritivo e evita confusão com a função ft!) 


que vale | para todo valor de t. Em muitos li E ão é ificado € é usad 
a seguinte definição: livros, o valor $(0) = 1/2 não é especifica 


-P <0, 


S(r) 
l (1>0). 


A função S(t — a). que é definida por 
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S(t—a) 


Fig. 2.40 
0 (1<a), 
S(t — a)= 4} (t=a), 
1 @>0), 


representa uma função escada que foi deslocada de uma quantidade a. Está deslocada 
para a direita se a > 0 como está mostrado na Fig. 2.40. Esta função é chamada de 
função escada em um sentido geral e é muito usada em aplicações físicas. É evidente 
que 


l Y+io 
sa = if | Le ds 


mi —io S 


Funções dadas por representações integrais são freqüentemente sujeitas à diferen- 
ciação e à integração sob o sinal de integração. A validez de tais processos fica eluci- 
dada pelos dois teoremas a seguir, que citamos sem demonstrações. 


Teorema sobre integração. Sejam T e C caminhos finitos (fechados ou abertos) e 
sejam A(z) e f(z,s) analíticas, relativamente a z € a s, sobre Te C. Então 


f f u(z) dz Í “fes ds = [ A f P ZSE, S) dz. 


a 
Sobre T Sobre C Sobre C Sobre T 


Observação. Se T ou C (ou ambos) envolverem o ponto no infinito, então é geralmente exigida a 
convergência uniforme de h(z) f(z,s) para generalizar o teorema. 


Teorema sobre diferenciação (Weierstrass)- Seja 


g(z) = J : f(z s) ds. 


Sobre c 


s e f(z.s) é analítica relativamente a z em uma 


Se C é um caminho finito no plano | 
do s sobre C, então 


região fechada D (no plano z) para to 
a) g(z) é analítica no interior de D, 
b) dg(z)ldz = [*aftzs)lôz)ds (para todo 
Sobre « 
. Mais uma vez, se o caminho C envolve o p 
uniforme da integral diferenciada é geralmente e 
teorema. Por exemplo, a integral 


z no interior de D). 


onto no infinito, então a convergência 
xigida para podermos generalizar este 


YHD i3 


1 e 
s) = çs 


Rri Jy-io $ 
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P . a H tin í 

não deveria ser diferenciada sob o sinal de integração. Com efeito, E integra] diferen. 

ciada” 1/2mi [HIS e" ds não converge, logo. não Sou TE uniformemente, Para 
— 200 . z = 

qualquer valor de t. Observe que isto é verdadeiro, malgrado o fato de que a derivada 


dS(t)ldt existe para todo t, exceto t = O. 
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PROBLEMAS 


1. Mostre que Re zı Re z2 = 4 Re (2122) + 4 Re (z12,). 

2. Demonstre que se z(i — 1) = -z (i + 1), então arg z é ou 7/4 ou —3Ir/4. 

3. Sea e b são dois números complexos e 1 é um parâmetro real, então a expressão z = a + t(b 
= q) representa uma curva no plano complexo. Faça z = x + iy e determine as equações 
paramétricas x = x(t) ey = y(t) desta curva. Que espécie de curva será? 

- Mostre que a equação z = Ae! + Bet, em que A e B são constantes complexas e t é um 


parâmetro real, representa uma elipse. Descreva esta elipse (seus semi-eixos, centro, orien- 
tação etc.) em termos de A e B. 


5. Mostre que a transformação 


zta=t (a = constante complexa) 
representa uma translação no plano complexo. Mostre que a equação 
(2+1-iMZ+1l+)=1 


representa um círculo no plano com 


plexo. [Sugestão: faça z + 1 — i = 4] 
6. Mostre que as equações 


a) |z = 1| -z+ 1} = 1, b) Re (1 — 2) = |2| 
representam, respectivamente, uma hipérbole e uma parábola no plano complexo. Estas 
conclusões podem ser obtidas somente pela inspeção das equações, sem nenhum trabalho 
Er Sugestão: Lembre-se de certas Propriedades fundamentais da hipérbole € da p? 
rábola]. 


7. Demonstre as desigualdades da p. 48 por método Sie ar 0 dia- 
r a s puramente algébricos (sem us 
grama de Argand). (Sugestão: Demonstre, em primeiro lugar, as den uéidades 
ES le o fics dA a 
e então as generalize, fazendo z = z z. 
8. Use a fórmula de De Moivre para Paa isa Sezi = 0] 


sen 40 = 4 cos? 8 seng — 4 cos 9 sen? 8. 


sæ 


ar > 


10. 


13. 
14. 


17. 
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Qual é a expressão correspondente para o cos 40? 


. Escreva os seguintes números complexos em forma trigonométrica: 


az= Vi- l, b) z = (=1 — ġ)*5, 


Mostre que i' = e™7⁄? + 3n ™ (n = inteiro). [Sugestão: Calcule o Log i.] 


. Usando as definições das funções complexas sen z e senh z, mostre que 


a) sen (zı + Z2) = sen Z1 cos Z2 + cos z;sen za, 
b)senh (zı + z2) = senh zı cosh z2 + cosh zı senh za. 


Quais são os fatos correspondentes para cos z e cosh z? 


. Mostre que a função complexa sen z pode anular-se somente sobre o eixo real e, em particu- 


lar, nos pontos x = n7 (n = inteiro). Em que pontos se anula a função senh z? 
Sobre que curvas do plano complexo as funções senh z e cosh z tomarão valores reais? 
Mostre que todas as soluções da equação 


sen z = 1.000 


são dadas, aproximadamente, pela fórmula 
z = (n + $)r = i- 7.601, 


em que n é um inteiro par. [Sugestão: Decomponha sen z em suas partes reais e imaginárias, 
e resolva as equações resultantes.] 


. Sez =x + iy, mostre que 


okz _senh 2x + isen2y, 
812 cosh 2x + cos 2» 


. Não há dificuldade em calcular as somas 


N N 


a) D) e!” b) De”” (x = real) 


n=0 n=0 


pois ambas representam progressões geométricas. Use a fórmula de Euler para deduzir que 


1 
E ad 1 2(N + 1)x cos = (x = real) 


N 
> cosnx = A 
n=0 sen 3X 


Qual é a soma correspondente envolvendo sen nx? Na f 
Aplique a idéia do problema precedente para calcular as somas infinitas (consulte a Seção 
2.9) 


o oo 
J a"cosnx,  a'sennx, (a = const. real). 
=0 


n=0 


Para que valores de a estes resultados serão válidos? 


- A Figura 2.41 representa parte de um circuito de corrente alternada, com a diferença de 


potencial (voltagem) entre os pontos 4 e B dada por 
c(t) = Va — Va = Vocos wt. 


Consulte um livro de sua preferência e mostre que a corrente i(t) (indicada) deve satisfazer a 


120 FÍSICA MATEMÁTICA 


A L 


i(t) 


Fig. 2.41 


equação diferencial 


dit) dO O) _ delÀ) 


L- p Ra Pe d 


Mostre como o método das cxponenciais complexas pode ser usado para achar uma solução 


complexa i(t), que varia harmonicamente com o tempo. Efetue a transformação para variá- 
veis reais, mostre que 


i(t) = Tocos (wt + q), 


e calcule 1, e & em função de L, R, C e Vo. 
19. As funções 


KETE DH 


u(x, y) = o ey) = m 

a +x) +y +x) +y 
satisfazem as equações de Cauchy-Riemann? Será que u e v podem ser as partes reais € 
complexas, respectivamente, de uma função analítica de z = x + iy? 

20. Considere a função 


f(z) = (3y? — x3) + i(6xy? — 3yx?). 


a) As equações de Cauchy- 


i Riemann são satisfeitas em todos os pontos do eixo real? 
b) As derivadas parciais 


são contínuas em todos os pontos do eixo real? 
c) A função fiz) é analítica em todos os pontos do eixo real? ra- 
21. Mostre que a função fz) = x? + iy não é analítica para z arbitrário. Por conseguinte. espe 


E h re 

se que a integral fê?+ ' ftz) dz dependa do caminho. Ilustre isso, calculando a integral SO 
três caminhos suaves escolhidos Por você e ligando os pontos z=0ez=2+i. 

22. A integral 


i 
ÑZ f CLA 
o l— z2 
é independente do caminho? Ca 


So O seja, enuncie claramente sob que condições Dado um 
; E aa i : mente sob qu 
caminho C arbitrário, como você calcularia / da maneira mais conveniente? 
ta 21/2 1 ` e i 
23. Seja z™7 o valor principal da raiz quadrada. Calcule a integral Jj! dz/z"? 


24. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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a) sobre a metade superior do circulo unitário (|2| = a 

b) sobre a metade inferior do círculo unitário (|z| = 

Usando o teorema de Cauchy, a fórmula da ie de Cauchy. ou suas consequências, 
calcule as seguintes integrais, todas tomadas sobre o círculo kz] = 2: 


gi ga Z dz, a 
z 
27º +32-1 2z senz j 
ape sa z-1+i E UE; e) TO f) fez, 
e senz 
g) Pd h) ja 


e? 
fas Zi dz 


a) No caso em que C é o círculo |z — 1] = 

b) No caso em que C é o círculo |z — | = 1, 

c) No caso em que C é a elipse x?/4 + y?/9 = | x + iy = z, 

d) No caso em que C é a curva x! + y* = 1/2. [Sugestão: Descreva a curva em coordenadas 
polares e observe que o problema depende da investigação dos máximos e mínimos da 
função f(9) = cos! 9 + sen’ 0). 

Considere a função plurívoca 


sen z 


. Calcule a integral 


E. 
-1 


F(z) = 


Construa um ramo f,(z) de F(z) que seja continuo em todos os pontos, exceto ao longo de um 
corte sobre o eixo real, de z = —1 e z = +1. Especifique cuidadosamente o ramo, i.e.. dê 


fórmulas exatas para o cálculo dos valores de f(z) para todos os valores de z. Determine os 
valores de 


lim AG — io) + AG + iol. 
€50 


Construa um outro ramo fíz) da F(z) dada no problema precedente, que seja contínuo em 
todos os pontos exceto sobre dois cortes no eixo real, de -v a —l e de +1 a +». Mais uma 
vez, especifique f4z) com o maior cuidado. 

Mostre que entre as seguintes séries de constantes complexas 


n=2 log n nel 


as séries (a) e (b) convergem absolutamente, a série (c) converge, mas não absolutamente, e a 


série (d) diverge. 
Mostre que as séries de potências complexas abaixo são absoluta e uniformemente conver- 


Bentes para |z| = 1: 


» È 


n=l 


3) , b) De — (cos nx + isen ny). 


n=l ^ 
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30. 


31. 
32. 


33. 


34. 


35. 


36. 
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rai (z"In!) é absolutamente convergente para z qualquer, Mostre q 

Re = . 2. u 5 
uniformemente convergente para |z| = R, com R pg Malgrado o fato de cé 
arbitrário, por que seria errado dizer que a série converge uniformemente para todo,» `é 
i arctg z deve possuir uma série de Taylor em torno do Pont 


Mostre que a função f2) = | ene t 
Sem calcular a série, mostre que seu raio de convergencia tem que ser igual a VZ. 


Desenvolva as seguintes funções em séries de Taylor ou de Laurent válidas em vizin 
dos pontos indicados. Determine as regiões em que Os desenvolvimentos são válidos, 


Mostre que a série >D 
0z = l 
hanças 


1 
a) f(z) = cosz (z = 0). b) z) = ETEN (z = 0). 


z 1 Si 
9-5 €-D DOs yy ETD. 


z 


e) f(z) = T (z = 0). [Sugestão: Multiplique as séries de e?e 1/(2? + DI 
f) S(z) = coshz (z = im). 


Ache todos os desenvolvimentos de Laurent (ou de Taylor) das seguintes funções, em torno 
dos pontos indicados: 


a) f(z) = Ts (z= 1), b) z) = G+IP (z = 0), 
Z 1 

Jo sÊçe-m Dsi eo 

e) f) = log (1 +z) (z = 0), gesto rpa: 


z— 1 


Como os três últimos exemplos envolvem linhas de corte e (possivelmente) plurivocidade, 
enuncie claramente que ramo você está usando em cada desenvolvimento particular. 
Determine Os pontos em que as seguintes funções não são analíticas. Se as singularidades 
forem isoladas, determine seu caráter (se um pólo, enuncie a ordem) e calcule os resíduos: 


o 2+1 z? — 2z 1- ë 

a) IO = za b) MSEE ro c) f(z) = A 

z az 
d) fG) = cos z. e) fe) = tgh z, D fe) = cosh mz. 

3 1 3 
g) f(z) = G == 5) senz — 72 COS z, h) Kz) = (à — 5) cos z — sent, 
Mostre que 

1 
f(z) = sen 
l-z 


tem uma singularidade essencial em z = | 
Usando o teorema í qe i l 
do resíduo, calcule às seguintes integrais sobre os contornos indicados: 


) dz 
c2+aá' onde C é o círculo z-2]=1, 
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f e de, onde C é o círculo |z] = 2, 
c) $ ze" dz, onde C é o círculo |z| = 2, 
c 
z—1 


fÀ 4 4 
d) A á onde C é a curva x +y =4. 


Veja o Problema acima. 
37. Ilustre o uso do teorema dos resíduos no cálculo das seguintes integrais reais: 


2r 
do 2r 
o |, I+ecosô ViDg (el < 1), 


cos 30 T à do T 
b Ss gema T2? c) o I +sen26 5 


2r 
do 2ra 
d) I (a + bsenĝ)2? (a2? — b2}12 (a > |bl), 


2r 
n 1:3-5- (n— 1) = n'r ER ; 
o f cos 0d8 = E TET 2r = I 1(n/202 (n = inteiro par). 


38. Deduza os seguintes resultados, baseado nas técnicas da Seção 2.12: 


+o +o 
ik e a O o en c) e a 
DJa mta PA h Arin O Ja FIPE 
+o 


cos kx dx T —kb ; 
d) a Ea FR sé coska (k > 0; b >0), 


e) p aa xsen x dx T, 
2 +1 Ze 
cos x dx - a% o 
f) a (x2 + (x2 + a2)(x2 + 52) + 52) E a? — b2 (5 Es =) (a = b). 


[Qual é o resultado de (f) se a = b?] Enuncie todos os teoremas necessários para justificar a 


validez de seu procedimento. 
39. Demonstre as afirmativas seguintes: 


+o 
a) f cosh ar dx = sec 2 (la| < 7). 
—œ cosh rx 2 


[Sugestão: Reduza ao Exemplo 6 no texto.) 


+æ 
(lal < 1). 


T 
28-1 T ~ sen ar 


Sugestão: Use como contorno o retângulo com lados y = 0, y = 2m, x =- R, ex = +R.] 
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2 a—l 


x mt ar 
e e A a aa 0O<a< 2). 
c) A aax 2º 5 ( 


Sugestão: Use o contorno mostrado na Fig. 2.26.) 


ii xe” T? 
o f Trento 


—o 


[Sugestão: Use o retângulo de lados y = 0, y = m, x = — R, ex = + R.] 


40. Mostre que a função 


sen 2x 


ul, 3) cosh 2y + cos 2x 
pode ser a parte real de uma função analítica f(z) Calcule vx,y) = Im f(z) por um Método de 
sua escolha. Exprima f(2) explicitamente em função de z. 

41. A transformação complexa w = be? a em quea e b são constantes complexas, transforma o 
triângulo isósceles T de vértices z, =b, z =b + l,e Z3 =b + | +i em um certo triângulo 
curvilineo T’ no plano w. Ilustre a propriedade da invariância dos ângulos desta transforma- 
ção, mostrando explicitamente que os ângulos interiores de T’ são 90°, 45º e 450, 

42. Mostre que a imagem do círculo (x — 1}? +y? = | soba transformação w = z? é a cardióide 
P = 2(1 — cos é), onde w = pe'?, Esboce a cardióide e localize o ponto em que a invariância 


dos ângulos não se verifica. Explique isso. [Sugestão: escreva a equação de um círculo no 
plano z em coordenadas polares.) 


não existe. Mostre que a integral 


existe e é igual a zero. (Sugestão: Mostre que a função primitiva de 1/x é log |x], que é válida 
para x positivo e negativo.) 


Equações Diferenciais Lineares 
de Segunda Ordem 


3.1 INTRODUÇÃO GERAL. O WRONSKIANO 


Muitos problemas físicos podem ser reduzidos a equações diferenciais, em particular a 
equações de segunda ordem. Estas também aparecem no tratamento de equações dife- 
renciais parciais. A forma geral de uma equação de segunda ordem é 


AG) SS + Bl) E + Cry = Do. 


Todas as variáveis são, em geral, complexas, mas damos ênfase especial às equa- 
ções reais. É costume dividir a equação por A(x) [pontos para os quais A(x) se anula 
devem receber um tratamento especial): 


y” + PO) + OW = R). 


Se R(x) = 0, a equação é homogênea, do contrário ela é não-homogênea. 

Durante a discussão das propriedades básicas das soluções, será tacitamente su- 
Posto que as funções P, Q e R são analíticas (na variável x) na região em considera- 
são. No entanto, P, Q, ou R podem deixar de ser analíticas em alguns pontos particu- 
lares, por exemplo, quando A(x) = 0. Sempre que isso acontecer, dedicaremos cuidado 
especial a este fato. 4 

Consideremos em primeiro lugar a equação homogênea 


y” + PO) + Qoy = 0. 


Uma propriedade fundamental das soluções é consequência da linearidade da 
equação: uma combinação linear de duas soluções é também uma solução, ou seja, 


y= Ciyi(x) + Coya(x) 
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é uma solução se y, e y forem soluções. A função y(x) = O é sempre uma solução, cé 
conhecida como solução trivial. k h 
Duas soluções são chamadas linearmente independentes se nenhuma delas for 


múltipla da outra, i.e., se a condição 
Cya(x) + Coy a(x) =0 
só for satisfeita para todo x quando C, = C; = 0. É óbvio que nem y, nem y, podem 
ser triviais se forem linearmente independentes. E = 
A dependência ou independência linear das soluções pode ser verificada se co- 


nhecermos seus valores e os valores de suas derivadas primeiras em um ponto particu- 
lar x = xa. Se 


Yi(xo) = kya(xo) e vilxo) = ky2(xo) (k = const), 


então y, € y, são linearmente dependentes. Uma maneira de ver isso é observar que 
a E D* fornece 


yi(xo) = kyz(xo). 
Diferencie a ED e deduza que **yi(xo) = kyz(xo), etc. Segue-se que as funções 


Yı € yz devem ser múltiplas uma da outra. 
Reciprocamente, se 


Vi(X0)/V2(X0) = yi(x0)/y2(x0), 


então as funções devem ser linearmente independentes. Para demonstrar isso, introdu- 
zamos a função 


WD: 00), yN = yiya) — yalx)yi (x) 


chamada de Wronskiano das duas soluções y, e Y2. Se as duas soluções são linear- 
mente dependentes, então o Wronskiano se anula identicamente. O Wronskiano possui 
uma propriedade notável: é ou identicamente zero ou nunca se anula; nāo pode se 
anular para um valor particular de x. Para mostrar isso, calcule a derivada 


dW 
de PY + Viz — Val — yyh = pay — yay”. 


Partindo do fato de que y, e yz são soluções da ED, ou seja, de que 


yY + PO) + OC) = 0, 
yZ + Pl) + Ola = 0, 


segue-se que 


VYY — yayi + PODY — pay] = 0 


*Usaremos ED para abreviar equação diferencial. 
**Supomos que y(x) é analítica em x = x,, veja as págs. 131 e 148. 
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multiplicando-se a primeira equação por —y,, a segunda por y; e fazendo-se a 
adição. Portanto, 


dw 
do + PO)W = 0 


Wi) = Wixo) exp [— f? PE) dt)» 


onde Wixa) é uma constante, igual ao valor de W em um ponto arbitrariamente esco- 
lhido xo. Como a função exponencial nunca se anula, W(x) é igual a zero [se W(xo) = 
0], ou então nunca se anula [se W(x, + 0], como afirmado. 

Voltando à condição v(xo)/yx(xo) Æ w'i(Xo)/¥ 2X) vemos que, neste caso, W(xo) É 
0. de maneira que o Wronskiano nunca pode se anular, e muito menos ser igual a zero. 
Então y, e y; não podem ser linearmente dependentes, ou seja, eles são linearmente 
independentes. 


Observação. O Wronskiano é fregijentemente representado sob a forma de um determinante 


yıx) y(x) 


Wiyı(x), y2(x)] = det 
10) y(x) 


3.2 SOLUÇÃO GERAL DA EQUAÇÃO HOMOGÊNEA 


Da discussão precedente é evidente que uma solução de nossa ED fica completamente 
determinada se seu valor e o valor de sua derivada forem conhecidos em um certo 
ponto + = xa. Disso, por sua vez, segue-se que a fórmula 


y(x) = Coil) + Coral), 


em que y, € y, são duas soluções linearmente independentes e C, e Cz são constantes 
convenientemente escolhidas, representa a solução geral da equação homogênea. Com 
efeito. seja y(x) uma solução com valores dados 


y(x) =a,  y'(xo) = b. 
Substitua estes valores na fórmula acima e na fórmula de y'(x) (obtida por diferencia- 
ção): 

a = Cıyı(x0) + C2y2(x0), 

b = Cyi(xo) + C2y2(x0). 


lIl 


Este sistema pode ser resolvido para obtermos C, e C; e é claro que possui uma solu- 


ção única pois o determinante 


Ea pico) y(x) | Wo) 


yi(xo) y2(xo) 
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não pode ser zero (yı € y2 são linearmente independentes). 

Se conhecermos uma solução y(x) da ED, então uma segunda solu 
mente independente de yı, pode ser encontrada pelo processo simples a 
serve que 


SÃO, linear. 
Seguir: ob. 


d [yN BIA WO 
meo y Di COP 


O Wronskiano é uma função conhecida: 
W(x) = W(xo) exp f= f P(E) de} 
zo 


exceto para a constante W(x,) (xo pode ser escolhido arbitrariamente). Por conse. 
guinte, a razão y»/y, pode ser achada a menos de um fator constante: 


z E 
yax) _ S lr 
HON wo, eR | a dn) DATE 


onde xa e x, são ambos arbitrários. Isso implica que y(x) fica determinada: como 
qualquer solução (linearmente independente de y,) será suficiente, a constante Wíxq) 
poderá ser escolhida arbitrariamente. 


O resultado acima pode também ser obtido por meio do chamado método de va- 
riação dus constantes,* devido a Lagrange: se y(x) é uma solução, então Cy (x) ( a 
constante) também é uma solução, mas linearmente dependente de y;. Tente então 
obter uma solução linearmente independente fazendo C variar, i.e., suponha que 


Yx) = Cy). 


Substituindo este valor na ED, obtenha uma ED para C(x), que pode ser resolvida de 
maneira simples. O resultado será 


z E dt 
C(x)= A , exp j— : P(n) dn DOE 


em que todas as três constantes xo x, e A podem ser escolhidas arbitrariamente. 
Exercício. Dê todos os detalhes da dedução da fórmula acima para C(x). 

3.3 A EQUAÇÃO NÃO-HOMOGÊNEA. VARIAÇÃO DAS CONSTANTES 
A linearidade da equação não-homo 


importante: se u, for uma solução 
equação homogênea correspondente 


a g . i orema 
genea nos permite enunciar O seguinte Wo 
da equação não-homogênea e y uma so ão 
[obtida fazendo-se R(x) = 0], então a funs 


u(x) = u(x) + y(x) 


7 ; E asi ela 
ê também uma solução da equação não-homogênea. A demonstração é trivial (p 


“També 7 3 ; 
ambém muito conhecido como método de variação dos parâmetros 
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substituição dos valores na ED). 

Este teorema é a base para o método mais comum de resolver equações não- 
homogêneas, conhecido como o método da função complementar: seja u, uma solução 
arbitrária da equação não-homogênea (conhecida por integral particular) e seja y a 
solução geral da equação homogênea (conhecida como função complementar). Então u 
= u, + y representa a solução geral da equação não-homogênea. l 

Com efeito, pelo teorema precedente u deve ser uma solução. Para mostrar que é 
uma solução geral, representemos a função complementar como uma combinação li- 
near de duas soluções linearmente independentes da equação homogênea. Então, 


u(x) = u(x) + Ciyi(x) + C2y2(x). 


m rs + ~ dg . . 
Se fizermos u(xo) = a eu'(xo) = b, então as equações abaixo devem ser verificadas 
por C, e C: 


Ciyilxo) + C2y2(xo) 
Ciyi(xo) + C2y2(x0) 


Como Wiy, yo) Æ O, este sistema possui uma única solução C, e C,, e o teorema se- 
gue-se. 

Uma integral particular (0u, mesmo, a solução geral) de uma equação não- 
homogênea pode ser obtida de uma maneira simples se conhecermos a função com- 
plementar. A integral particular é procurada sob a forma 


ulx) = vy + v(x), 


que pode ser obtida da função complementar substituindo-se as constantes Ce €, 
pelas funções v, € və; daí provém a designação variação das constantes. 

Observe que a relação acima não define v(x) € rx) unicamente, mesmo se u(x) 
for especificado. Por exemplo, é possível adicionar a v(x) uma função arbitrária g(x) e 
ao mesmo tempo subtrair de vx) a função g(x)y (X)/váx) pois, 


a— ui(xo), 


b — ui(xo). 


(01 + yı + [do — gV1/V2)2 = Vi + voJa. 


Podemos nos utilizar desta liberdade e impor certas exigências adicionais sobre v, 
e v, para facilitar sua determinação. Calculemos 1 (x): 


u = vt + vyh + vi + viy- 
Se impusermos a exigência adicional que 
viy + vyz = 0, 
simplificaremos a determinação de vı € V2» como visto abaixo. Isso tem também uma 
significação prática interessante: Se o valor (xo) € a inclinação “ (xa) forem conheci- 


dos em um certo ponto xo € desejássemos aproximar u(x) de xo por meio de uma 
combinação linear Cy + Cay2, então as constantes C, e €» seriam determinadas pelas 


equações 


u(xo) = Civil) + C2y2(x0), 


u'(xo) = Ciyi(xo) + C2y2(x0). 
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“ 
Estes valores de C, e C, são conhecidos como parâmetros osculadores d 


e a Solu n 
ição i É '» implica que ção 
u(x) no ponto xo. A condição imposta sobre v’, e v’ Imp q 


u(x) = vi(x)yi (x) + v2(x)y2(x), 


u'(x) = vi(x)yi(x) + v2(x)y2(x). 


Em outras palavras, v(x) e vx) são exatamente os parâmetros osculadores (va- 
riáveis) da solução u(x). T 
Calcule agora u” e substitua estes valores de 1”, u’ e u na ED. Utilize o fa 


to de 
que y, e y: são soluções da equação homogênea. O resultado é 


ap 
vivi + vaya = R. 
Esta relação, juntamente com a exigência de que 


viy + V322 = 0, 


fornece 


vi = —yaR/W, v, = yıR/W, 


em que W = Wronskiano de y, e de Y2. Obtenha agora, por meio de integração direta, 


e aço [OR 


Aqui x, e x, podem ser arbitrários 
Em verdade, uma escolha diferen 
vas, de maneira que a solução resul 

Os resultados das três últim 
para encontrar-se uma solução g 


» S€ estamos procurando uma solução particular u(x). 
te de x, x, altera v, e v, por meio de constantes aditi- 
tante u(x) é a solução geral da equação não-homogénea. 
as seções podem ser resumidos em uma conclusão: 
eral da equação não-homogênea 


y” + Py! + Qy = R, 


é necessário achar somente uma solução da equação homogênea 


w + Py + Qoy. 


g e não 
; S de segunda ordem possuem soluções que "i 
podem ser escritas sob forma simpl E É 


s 
das. tal 
3 A es, usando-se as funções bem conhecida nren- 
como as funções algébricas, logarítmicas e trigonométricas. Algumas equações apare 
temente `‘simples”, Como y"! E ay sd), pertencem a este tipo. Podemos obter 
entanto, uma representação válida d 


= A ndo 
Pip AD as soluções ; uações usa 
séries de potências. goes de muitas destas equaç 
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forem analíticas em um certo ponto x = a, então a solução y, caso existente, deverá 
ser analítica naquele ponto. Com efeito, a ED implica que y(x) possui as derivadas 
rimeira € segunda em uma certa vizinhança de x = a (uma vizinhança em que P, Q e 

R ainda serão analíticas). Portanto, a solução pode ser escrita como série de Taylor: 


y(x) = co + ci(x — a) + ca(x — a)? +ex—- a + 


A série mais familiar deste tipo é a série de MacLaurin (ou série de potências de 
x) que é, naturalmente, uma série de Taylor para o caso especial em que a = 0. Muitas 
equações diferenciais terão uma solução analítica na origem, que poderá ser escrita 


como 
I(x) = co + cix + cox + co ee. 


Naturalmente, isso é verdade somente dentro de um certo círculo de convergência 
de raio R. Mas, dentro deste círculo de convergência, a série poderá ser diferenciada 
um número arbitrário de vezes, de maneira que y' e y” serão representadas por séries 
semelhantes. 

Isso forma a base do método das séries de potências. ilustrado pelo exemplo a 
seguir: considere y” — k?y = O (k = uma constante real). (A solução geral desta equa- 
ção é Cie" + Cae ™", de maneira que o resultado poderá ser verificado.) Suponha que 
a solução tem a forma 


P(x) = co + cix + cox? + eax? + 
Então 
yX) = c1 + 2c2x + 3cax? + 4cax? + ir, 
y” (x) = 2c + 3: 2e3x + 4- 3c4x? + 


Substituímos as séries de y'' e y na equação diferencial e os coeficientes de todas 
as potências serão igualados a zero, [usando o teorema de que todos os coeficientes de 
Taylor da função f(z) = 0 se anulam]. Segue-se que 


203 — k?co = 0, 3:2c5 — kêcy = 0, 4:3c4, — k?c, = 0, etc. 


Isso fornece 
C2 = 2 “0 l3 = 3.2 


Em geral, vemos que 


k? 
= poe, 2 2). 
= Al 1) Ci-2 (todon = 2) 


Uma tal fórmula é chamada de fórmula recursiva (ou fórmula de recorrência) para 
98 coeficientes. Se conhecermos co, então podemos determinar todos os coeficientes 
Pares. Os coeficientes ímpares poderão ser determinados se conhecermos c,. A solu- 
São se divide em duas partes — par e ímpar — e pode ser escrita como 


Xx) = co(l + k?x?/2! AS k!x4/4! ++ ci(x + k?x?/3! + ktx5/5! + ) 
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Ambas as séries que aparecem acima convergem absolutamente para todos os valore 
de x (por exemplo, pelo teste da razão), e convergem uniformemente no interior deu 
círculo de convergência arbitrário (pelo teste M de Weierstrass). Por conseguinte, cad 
uma delas representa uma função analítica em todo o plano complexo x, e ambas as 
funções evidentemente satisfazem a ED. Portanto, obtivemos uma solução da forma 


YO) = covi(x) + ciyalx), 


em que y;(x) e y/x) são soluções, e c, e c, são constantes arbitrárias. As soluções y, e 
Y2 são, obviamente, linearmente independentes, pois uma delas é par e a outra é ímpar, 
Concluímos que obtivemos a solução geral da ED. 


Em nosso exemplo particular, reconhecemos as séries como sendo funções hiper- 
bólicas: 


Ya(x) = 1 + k?x?/2! + kºx!/4 + --- = cosh kx, 
Val) = x + k?x?/3! + ktx5/5! + ++- = (1/k)senh kx. 


A solução geral y(x) = Co cosh kx + (c;/k) senh kx é, naturalmente, equivalente a 
y(x) = Cie? + Cer, 


Observação. A solução y,(x) sendo uma série par, implica que y',(0) = 0, enquanto que a 
solução y x), sendo uma série ímpar, implica que y+(0) = 0. 


3.5 O MÉTODO DE FROBENIUS 


A série de potências Z,=, cx" é uma série de Taylor em torno do ponto x = 0. 
Representará uma solução, desde que esta seja analítica no ponto x = 0. Se a solução 
não for analítica em x = 0, podemos, naturalmente, considerar um outro ponto x = a 
em que ela o será. No entanto, há um segundo método: se a solução não for analítica 
em x = 0 porque tem aí um pólo, possuirá uma série de Laurent de forma semelhante: 


y(x) = DD cx” 


exceto que não começará com n = 0, mas sim com n = —m, onde m é a ordem do 
pólo. 

O método de Frobenius utiliza esta idéia: procuramos uma solução da ED na 
forma 


O) = x" 2 Ca = 2 Caxt” (co = 0), 
n= n= K 


em que s é deixado completamente indeterminado. Esta série de potências generali- 

zada pode descrever 

a) funções analíticas que não se anulam na origem (s = 0), 

b) funções analíticas com zero de ordem m na origem (s = m = inteiro positivo), 

c) funções com um pólo de ordem m na origem (s = — m = inteiro negativo), 

d) funções com certos tipos de pontos de ramificação na origem (s = não inteiro). 
Um exemplo de (d) é a função f(x) = Wx/sen x, que pode ser representada Pé a 

série 


Sœ) 


xV2(1/x + x/6 + sox? + 18x +) 
= x121 + ix? + atox! + o), 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM 133 


Se a solução da ED for representável pela série 
O) = x D cx” (co = 0), 
n=0 


então, em geral, uma tal série poderá ser diferenciada termo a termo. Com efeito: 

1. Se s for nulo ou um inteiro positivo, a série será uma série de Taylor e poderá ser 
diferenciada um numero arbitrário de vezes no interior de seu círculo de conver- 
gência. 

2. Ses for um inteiro negativo, a série será uma série de Laurent e poderá ser diferen- 
ciada um número arbitrário de vezes no gpel em que é válida. 

3. Se s não for um inteiro, então y'(x) será representável por 


y(x) = (xY 5 Ca x” + x? (= ce 


n=0 n=0 


A expressão x* significa, naturalmente, um certo ramo de x* (lembre-se da definição x* 
= est, Não é difícil mostrar que, para qualquer ramo, 


exceto sobre a linha de corte do ramo. Mais precisamente, 


d s Lo 
gr (s— 1) Log x 
— (e = e 
Jx ) 
Im 
A R = raio de convergência 
Linha de corte 


L 


Fig. 3.1 


Com o mesmo ramo de Log x em ambos os lados da equação. Em resumo, x pode 
ser diferenciada usando-se a mesma regra de x" (n = inteiro positivo). Isso implica que 


toda a série de Frobenius 
= + 
s+n 
I(x) = È cnx 
n=0 


poderá ser diferenciada termo a termo. Na pior das hipóteses, os resultados serão 
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válidos em uma região como a mostrada na Fig. 3.1. A mesma afirmativa é válida para 
(x) e y'(x). . 

j a T então as séries de y'(x) e y'“(x) na ED e os coeficientes de potência, 
iguais de x serão igualados a zero, devido a considerações semelhantes às das Séries 
de potências. As relações resultantes permitem frequentemente calcular uma ou as 
duas soluções da ED. Aplicações deste método, com os novos problemas que susci- 
tam, estão ilustradas nos exemplos a seguir. 

Exemplo 1. Pólo na origem. Seja a equação diferencial 


xy" + 2xy' + (x? — py = 0. 


procuremos uma solução de forma 


y= È catt. 
n=0 
Então 


E 


VOO) =D els + mto, 
n=0 


(Ee) 


De Cn(s + n)(s + n — Dxtr—2 


n=0 


y”) 


Substitua na ED e obtenha 


(eel 


2 [ca(s + ns + n — 1) + 2c,(s + n) — 2e t” + DP cnx t+? = 0, 


n=0 n=0 


Para compararmos os coeficientes das potências de x é conveniente padronizar a 
notação de maneira que as potências de x tenham também a forma x**” na segunda 
soma. Para que isto ocorra, sejan + 2 = n’ na segunda soma e, assim, obtenha 


0 oo 

S 2 , 
D gtt D ewt, 
n=0 


n'=2 


O índice nº, do somatório, pode ser substituído por n, e a soma pode ser igual- 
mente escrita como 


W 
Dewa T 
n=2 


A equação diferencial toma então a forma 


L cal(s + nfs +n +1) 2t 4 2 Cna xt” = 0. 


Escreva separadamente as potências de x 


ghs ão na 
; que aparecem na primeira mas não 
segunda soma, ou seja, os termos com n = 0 e 


n=]: 
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cols(s + D — 2Pé + calls + Ds + 2) — 2pe+! 


ii 2 tend(s F n)(s + n + 1) -a + Cno} xt" = 0. 


É necessário, em primeiro lugar, que 
cols + D — 2] = 0. 


Como co É O (supomos que x* é a menor potência de x que aparece na série) 
segue-se que 


s(s+HD-2=0. 


Uma tal equação, que provém da menor potência de x no lado esquerdo da ED, é 
chamada de equação indicial; ela determina os valores possíveis de s. Neste caso 
particular, estes valores sãos, = les, = — 2. 

A segunda condição a ser satisfeita é 


calls + Is +2)- 2] = 0. 


Segue-se desta equação, quer s = 1 ou s = — 2, que c, deve ser zero. 
A condição seguinte, válida para todos os valores de n maiores do que ou iguais a 
2,é 


cails + as + n+ 1) 2] + cn =0 


ou 


| 
Ane Ras (s +n(s+n +l) Cn—2 


Esta fórmula de recorrência determina todos os outros coeficientes (observe que o 
denominador não pode se anular se n = 2). 


(n> 2). 


Para s = 1, temos 
Se P 
E a O 
l C2 = Ao etc 
ASTE Sro 280 Ae 
e, evidentemente, c; = c; = ...= 0. Isso fornece a série 


vil) = colx — x2/10 + xº/280 — ++) 


Esta série é absolutamente convergente (pelo teste da razão) para todos os valores 
de x no plano complexo x e define. portanto, uma função que é analítica para todos os 
valores (finitos) de x. Esta função possui um zero simples na origem. 


azendo agora s = — 2, obtemos 
1 1 l apal 
c = Ra) cy = 5 €0» c4 202 32 g CO, ete 
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i =c's= = 0. A série é 
Mais uma vez c'; = Cs = ++: 0 


co(1/X + $ — 2/8 + eo). 


y(x) 


Esta série é absolutamente convergente (pelo teste da razão) para |x| > q, Éu 
série de Laurent e define uma função que é analítica para todo x exceto quando x = 
ponto em que yx) possui um pólo de segunda ordem. Neste caso, o método de Fro. 
benius nos conduziu diretamente à solução geral da ED. : 


ma 


Observação. Se fizermos co = 1/3, então a função y (x) torna-se 
ji(x) = sen x/x? — cos x/x, 


que é conhecida como função esférica de Bessel de primeira ordem. Analogamente, se c!, = ~ IR 
então y(x) se torna 


n(x) = —cos x/x2 — sen x/x 


que é conhecida por função esférica de Neumann de primeira ordem. Ambas, juntamente com 
outras funções que lhes são relacionadas, são muito importantes em física. 


Exemplo 2. Ponto de ramificação na origem. Seja a equação diferencial 
ty + iy E O. 
Escreva, como antes, 


o 
y TE 2 E, 
n=0 


o 


y= > els + net 
n=0 
Y” = È cals + ns +n — 1x t2, 


n=0 


e obtenha 


o 


2 enl(s + n)(s +n— 1) + (s + n) en 4st do 5 ceaxt tt? 20; 


n=0 
A equação indicial ici , as 
raízes sı = 1/2, s, = e iene dex)éss-D+s-14=0, fornecendo 
Consid = 1/2. entz 
Use n a = Ri Ra ` 1/2 + 3/2 — 1/4] = 0 de maneira que cı 7 E e 
deduza a relação re ma Leo cpt tnta so 


corrente + Combine-a com a primeira 


Aln + Dn — 9 + N+D- +e = 0, 


ou 
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Ei siendo 
x nn + j” (022). 


Segue-se que todos os coeficientes ímpares se anulam e a série é 


2 4 
1/2 x 
y(x) = cox" -33 tz rL f 
Esta série converge para todo x (pelo teste da razão) e fornece uma solução que é 
analítica em todo o plano, exceto na linha de corte de xt. Considere agora o segundo 
caso, s = —1/2. A equação para c”, será agora E 


HD +1-4=0 


que será satisfeita por todos os valores de c',. Em outras palavras, c”, permanece arbi- 
trário. A fórmula de recorrência é 


a l ; 
Cn = — Ene (n > 2). 


Como c', não é necessariamente zero, não é mais verdade que todos os coeficien- 
tes se anularão. A série conterá, em geral, potências ímpares e pares de x e pode ser 
escrita como 


yax) = hx — x2/2 +x*/(2:3-4)— +] 
+ ox! x — x3/2-3) + xË/(2-3-4-5)— + 


A série também converge para todo x. A linha de corte de x~} pode ser escolhida 
como sendo a mesma de y(x), de maneira que ambas as soluções são analíticas na 
mesma região. 

Parece agora que y(x) por si só representa a solução geral, pois possui duas cons- 
tantes arbitrárias que multiplicam duas partes linearmente independentes. (Observe 
que uma série é par e a outra é ímpar, de maneira que devem ser linearmente indepen- 
dentes.) Portanto, a solução y,(x) deve ser um caso especial de y 4x) e com efeito o é: 
faça c's = 0,c', = co em yax) para obter y(x). 


Observação. Não é difícil de ver que este fenômeno (uma raiz da equação indicial determinando a 
solução geral) pode acontecer somente se as raízes da equação indicial diferem por um inteiro. 
Então, a menor raiz fornecerá a solução geral. 


A solução y(x) obtida acima pode ser escrita sob forma mais compacta, como 
sendo 


= —1/2 
y2(x) = chx Ao cos x + cix sen x. 


As funções 


J 1/2009) = 2/7 x cos x 


susto = VI x" sen 
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são conhecidas como funções de Bessel (de primeira espécie) de ordem — 
respectivamente. A solução pode ser escrita como 


yax) = AJ i209) + BJ—112(x). 


hey 


Observação. A ED xy" + xy’ + (x? — »2)y = 0 (v um número real não negativo) é chamada de 
equação diferencial de Bessel de ordem v. Suas soluções, chamadas de funções cilíndricas (ou 
funções de Bessel de várias espécies) ocorrem em muitos problemas físicos. 


Exemplo 3. Problemas de convergência. Considere a equação diferencial 
(1- x)! — 2xy' + ay=0 (à = constante real). 


A série de Frobenius 


o 
p= D ext” 


n=0 


conduz a 


2 Cals + ns + n — 1)xt +t” —2 


n=0 


= 3 cais + as +n — 1) — 2(s + n) + Apt = 0. 


A equação indicial se origina da menor potência x”? e será s(s — 1) = 0, fornecendo as 
raízes s; = 0 es, = l. 

A equação para c, (potência x*-!) será c;(s + 1)s = 0, fornecendo ci=0ses=le 
c, arbitrário se s = 0 (caso discutido no Exemplo 2). A fórmula de recorrência é 


(n—2Xn-1)—\ 
Cn = da LE D Cn—2 (n > 2). 


A raiz s = 0 dá origem, portanto, à solução geral sob a forma 


W)=c XD ext +c D gx. 


"= par n= ímpar 


A raiz s = | fornece, evidentemente. a 


z parte ímpar desta solução. 
Considere agora a convergência da x 


série. Pelo teste da razão 


n 
Ra = z= =|=- D- A|. | 
CS ia n(n — 1) |x| . 


Ambas as séries convergem para |r 


É <l, : =1,0 
teste da razão não é decisivo. No | qualquer que seja o valor de à. Para [e 


entanto, o teste da integral fornece 


M 
@= 2t -1)— Mii M 
| a] a-f goot 
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e como 


M 
t— 2 
f — t>0 as M > œ, 


ambas as séries, em geral, divergirão* para |x| = 1. Há, no entanto, uma exceção: se À 
for da forma À = HI + 1) em que | é um inteiro não negativo, então uma das séries será 
finita, dando origem a um polinômio. A outra série será divergente. Uma afirmativa 
semelhante é verdadeira para |x| > 1. 

Concluindo, o método de Frobenius fornece uma solução geral da ED somente 
para a região kl < 1. No entanto, se À = I(l + 1) há então uma solução particular do 
tipo de Frobenius (ou seja, um polinômio) que será válida para todos os valores de x. 

A ED considerada acima é conhecida como equação diferencial de Legendre e é 
uma das mais importantes em física. Em particular, condições físicas geralmente exi- 
gem que a solução seja analítica em |r| = 1. Tais soluções são possíveis se à = Ml + 1) 
e são obtidas da solução geral 


o fe co 
yx) = ceo DD axte DD do 
n = par n = ímpar 


fazendo-se c, = 0 (se | é par) ou co = O (se | é ímpar). É costume, além disso, padroni- 
zar as soluções por meio das seguintes escolhas dos coeficientes com a menor potência 
de x: 


Coco = (its (l = par), 
Aoi 
5)! 
cich = (11)? E (l = ímpar). 


Estas soluções padronizadas são representadas por P(x) e são chamadas de polinó- 
mios de Legendre (ou funções de Legendre da primeira espécie). As primeiras são 


Pol) = l, 

Pi(x) = x, 

P(x) = 43x? — 1), 

PaO9) = 45x? — 3x), 

= 1435x! — 30x? + 3), etc. 


Y 

a 

Ri 

Ka? 
| 


A segunda solução da equação de Legendre, linearmente independente de Pix) e 
convenientemente padronizada é representada por Q(x) e é chamada de função de 
Legendre de segunda espécie. As funções Ox) ( = 0,1, 2,...) são multivalentes e 


possuem pontos de ramificação em x = + 1. 


quando escrita sob a forma y” + Py' + Qy = 0, revela que os 
1. É razoável suspeitar que as soluções talvez deixem de 
séries de Taylor) terão com efeito um raio de 


“Isso não é inesperado: Nossa equação, 
Coeficientes P(x) e (x) não são analíticos em x = + á 
Ser analíticas nestes pontos. Neste caso, nossas séries (ambas são 
Converpência igual a um. 
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Para |x| < 1, é costume selecionar a seguinte definição para a função de Ordem 
mais baixa 


OM) =-I+x+x4/34+x/54+2/7 +" (<p), 


ou, em forma compacta, 


l+x 


l— x 


Q(x) = argh x = $log (x| < 1). 


As outras funções de Legendre de segunda espécie são então escritas em função de 
dx), como segue: 


Q(x) = Pi(X)O (x) — 
Q(x) = Pa6)00(x) — 
030) = P(Q) — $x? + 3, etc. 

As funções Q,(x) são também usadas em aplicações físicas, embora menos extensa- 


mente do que os polinômios de Legendre. 


Exemplo 4. Singularidade logarítmica. A equação diferencial é xy” + y’ = 0. A série 
de Frobenius y(x) = L,=o catt” fornece 


Nao m 
x 
s 


> [ca(s + ns + n — 1) + cals + njjx* +"? = 0 
n=0 


cals + n)? =0 (todo n). 


A equação indicial é cos? = 0 e possui a raiz dupla s = 0. 

Vê-se que não há fórmula de recorrência (no sentido estrito da palavra). Em vez 
disso, co pode ser escolhido arbitrariamente, mas todos os outros coeficientes se ant- 
lam. Isso acarreta que há somente uma solução do tipo de Frobenius, ou seja 


y(x) = co = constante. 


É razoável concluir que a segunda solução não pode ser representada por umê 
série do tipo de Frobenius. Uma tal impossibilidade deve-se ao fato de que a segunda 
solução y x) possui, na origem (a) uma singularidade essencial, ou (b) um tipo espec? 
de ponto de ramificação, não tratados pela série de Frobenius. 

Qualquer que seja a natureza da dificuldade na origem, a segunda solução tem 
ser analítica em algum ponto, e pode-se tentar obter um desenvolvimento de Ta 
em torno deste ponto. Um processo alternativo é utilizar o método de Lagrange (0U E 
variação das constantes) mencionado na Seção 3.2. Neste caso particular temos Pa) 7 
lix, de maneira que (fazendo y (x) = Co € escolhendo x, = x, = 1, A = co) 


z E 
Cleo = Aco | apl- | aa d 
Tı zo 1 Co 


T 
-A [| Ẹ_A 
co E T ox = Logx. 


zı 


qué 
ylor 


h 


Ya(x) 
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A solução será, naturalmente, uma função plurívoca, mas é suficiente escolher um 
ramo arbitrário — por exemplo, o ramo principal y, = log x — como nossa segunda 
solução: todos os outros ramos de Log x podem ser representados como combinações 
lineares das duas soluções básicas y(x) = | (escolhemos co = 1) e yax) = log x. 

Nossa conclusão é que pontos de ramificação do tipo logaritmo podem ser encon- 
trados ao tentarmos resolver certas equações simples, lineares e de segunda ordem. 
Isso pode sugerir que tentemos, em geral, séries do tipo 


loga a Caxt" (co = 0), 


ou, talvez, a combinação 
w w 
Ix) =logx xt + D anx” (co = 0, ao = 0). 
n=0 m=0 
Este tipo de expressão pode ser chamado de série de Frobenius generalizada e pode 


ser usada para estender o método de Frobenius. É muito comum em aplicações físicas. 
Exemplo 5. Raiz dupla da equação indicial. Considere a equação diferencial 


xy” +y +xp=0 


conhecida como equação diferencial de Bessel de ordem zero. A série de Frobenius. 


s(x) = D xt" (co 0) 
n=0 


fornece a equação indicial cos? = 0, a equação para c,, c(s + 1)? = 0 e a fórmula de 
recorrência 


1 


— G Fn? Cn—2 (n 2 0). 


Cn = 


Analisando o que ocorre, vemos que há somente uma solução do tipo de Frobenius, 
i.e., a série das potências pares de x: 


n=0,2,4,... 


y(x) = co 3 E” (com 0! = 1). 
(53) 


Exercício. Explicite os raciocínios detalhados que conduzem a esta conclusão. 


A série converge para todos os valores de x. Se fizermos a escolha padrão co = 1, 
então a solução é conhecida como função de Bessel de ordem zero: 


KOTE 2 e 


Faremos agora uma tentativa para encontrar uma segunda solução sob a forma 
Beneralizada de Frobenius: 
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yO) = log x E ut! + D amt” (00700050) 
n=0 


m=0 


Antes de diferenciar y(x) e substituir o resultado na equação diferencial 


» Observe 
que a série 


o É 
3. Caxt” 
=0 
não pode deixar de ser Jdx) (ou um seu múltiplo). Com efeito, escreva 


y(x) = log x- u(x) + v(x), 


onde u(x) e v(x) são séries de Frobenius. Então 


y = u log x + (l/x)ju + v', 
y” = u” log x + (2/x)u — (1/x2u + v”. 


Substitua na ED: 


log x(xu” + u + xu) + (2u' + xo” + v + xo) = 0. 


Todos os termos entre parênteses são séries de Frobenius e, como log x não pode ser 
escrito como uma série de Frobenius, não é difícil concluir que 


xu” + u + xu = 0, 


o que demonstra a afirmativa, pois Jax) (ou um seu múltiplo) é a única solução do tipo 
de Frobenius para a equação diferencial considerada. 
Isso simplifica o problema: é agora necessário encontrar 


v(x) = D Amx*” (ag #0) 


m=0 


satisfazendo xo” + v + xv = —2Jj. Escreva 


Jo) = 3 box”, 


n=0 


onde os coeficientes b, são conhecidos. Então 


00) = DD banx"ot, 
n=0 


„n8 


Substituindo esta expressão, 


n 

. ev 
E à Juntamente com a série de Frobenius para v, v ê 
equação acima, obtemos, da 


maneira usual, 


R is no, 
aor’ xT! + alr + DX + D [am(r + m + ante = E (—2nbn)* 
m=2 


nO 
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Lembre-se de que 


(— 1)? rg (n = par), 
= Mai (proa 
bn (5!) 
0 (n = ímpar). 


A menor potência de x à direita é, portanto, a primeira potência. Por conseguinte, a 
escolha r = 2 pode ser tentada. 
Então 


ao = — (2: 2:b5)/2? = —b: = 4. 
também, a, = 0,e 
am(m + 2)? + am—2 = —2(m + Dbm42 (m2 2). 


A última relação fornece a fórmula de recorrência 


= er 2 
am = (m + 2)? Gn—g — m + 2 bm+2 (m > 2), 


a partir da qual todos os outros coeficientes «a, podem ser calculados (em particular, 
todos os coeficientes ímpares se anulam). Isso fornece 
w 
l 3 
v(x) = anx” t? = -x — >x 
0 4 27 


m= 


11 6 
9.330; T 


4 
+ 2 
e permite mostrar que a segunda solução é 


y2(x) = log x- Jo(x) + o0). 


Esta função é representada, por muitos autores, sob a forma Yo(x) e é chamada de 
função de Bessel de segunda espécie de ordem zero. 


Observação. Na literatura moderna é costume escolher uma função diferente para representar a 
segunda solução, ou seja, a seguinte combinação linear de Jdx) e Ydx): 


No) = (7/9 Yox) + (Y — log 2Wo(x), 
em que y é a chamada constante de Euler-Mascheroni: 
Y = lim (5 1- log N) = lim (1 silo + aloe) = 0,5772... 
No N9=1P No 2 3 N 


A função Ndx) é usualmente chamada de função de Neumann de ordem zero. No entanto, há 
autores que representam esta função por Ydx) e a chamam função de Bessel de segunda espécie 
de ordem zero. Em geral, a nomenclatura e a padronização em funções especiais como estas não 


estão de nenhuma maneira firmadas. 


Exemplo 6. Raízes complexas da equação indicial. Considere a equação diferencial de 
Euler: 
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xy" +x' +y=0. 


A série de Frobenius 


p= È ax 


n=0 


fornece a relação cal(s + n) + 1] = 0. A equação indicial (faça n = 0) cds? + J= 
possui as raízes complexas s = + i. Para qualquer um destes dois valores, 
coeficientes c, (com exceção de co) devem anular-se. Se co for escolhido co 
1, obtemos duas soluções: 


todos os 
mo Sendo 
y(x) = x e y(x) = x. 
Ambas as funções são plurívocas. Escolha os ramos principais 
V(x) = ethe? e ya(x) = eTil, 


(0) Wronskiano destas duas soluções é 


WO, Y2) 


ei log Zerilog z(— i/x) — eTlog Ze' log *(i/x) 
= —i/x — i/x = —2i/x. 
Como o Wronskiano nunca se anula (para x finito) as soluções são linearmente inde- 
pendentes e obtemos a solução geral: 
y(x) 3 Ae'logz + Be” loga, | 


em que 4 e B são constantes complexas. | 
Se desejarmos uma solução real, escreva 


e logz — eï llog lzrl+iargz) 


Para x real e positivo, arg x = 0, e log || = log x, de maneira que | 


eilz = cos (log x) + isen (log x). 
As funções reais cos(log x) e sen(lo 
deve satisfazer a equação diferencial 
pode ser tomada como sendo 


i uma 
g x) são linearmente independentes, € p 
(veja o Exercício da pág. 53). A solução rea 


XX) = c, cos (log x) + c2 sen (log x) (x > 0). 


Esta solução não tem sen 
escolhido para fornecer, 
Observe que ambas 
ritmo mesmo que sejam 
Exemplo 7. Raízes qu 
Bessel de ordem 1 


a o xY E xy E x? yO. 
A série de Frobenius 
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vo) = 3 cut 


n=l 


fornece a equação indicial cds? — 1) = 0, a equação parac,, cis(s + 2) = 0, e a fórmula 
de recorrência 


aa ae Rs oo no 
6+n+DG6FEn— h” 


Cn = 


(n > 2). 


aa cá e É l. Em ambos os casos, ¢, = 0. No entanto, a tentativa de cons- 
ruir a série de Fro enius com s = — | fracassa, pois c, não está definido pela fórmula 
de recorrência. Falando informalmente, c, “explode” (ou “torna-se infinito”). 


A segunda raiz, s = + 1, transforma a fórmula de recorrência em 


c ET E >2 
ki nn +2- (n22), 


que determina prontamente todos os coeficientes. A escolha co = 1⁄2 fornece a 
função de Bessel de ordem 1: 


ID= DD Cp’ . P L + yr — 


n=par (5 ) (n +42) 2 24 
Podemos tentar achar a segunda solução sob a forma (como no Exemplo 5) 
V2(x) = log x: Ji(x) + v(x) 
o que conduz à equação diferencial para v(x): 
xv” + xw + (2 — Do = —2x]4. 


Como J (x) possui um zero simples na origem, é conveniente escrever 


HQ) = > bat 


n=0 


Então, 


— 2xJi(x%) = È [— 2b, (n + D*+. 


n=0 


Supondo que v(x) é uma série de Frobenius, 


o 
v(x) = » amx t” (ao x 0), 
m=0 
e substituindo na equação diferencial, obtemos 


ar + Dr — Dx + ar + Dx"! 
de D [am(r + m + Dr+tm— D+ ampt” 


m=2 


= E [-2b(n + Dp+L 
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Lembre-se que 


Hi =r (n = par), 
ipe r(; 1) (n+2) 
0 (n = ímpar). 


o lado direito possui somente potências ímpares e começa com 


a primeira potência. Devemos escolher um valor para r tal que a série do lado es. 
querdo tenha a mesma forma. Com um pouco de reflexão, indicamos a escolha apro- 
priada:r = — l,a, = 0. Pareceria, a um primeiro exame, que a, é arbitrário. Isso não 


acontece, no entanto. A equação torna-se, agora 


de maneira que a série d 


É fanmim — D) + anca = È [2ta + DICA. 
n=0 


m=2 
Iguale os coeficientes da primeira potência de x em ambos os lados (m = 2, n = 0): 
ao = —2bo = —2(3) = —l. 


Observe que a; não aparece nesta equação e permanece arbitrário. Para achar os 
outros coeficientes, façam =n + 2 e obtenha a fórmula de recorrência geral 


anyon(n + 2) + an = —2b,(n + 1). 
O caso n = 0 já foi considerado. Paran > 0, podemos achar +; a partir da relação: 


1 Zn + 1) 


man) n(n+2) ba (n>0) 


Segue-se que todos os coeficientes ímpares se anulam, pois a, = 0, e também todos 08 
b, ímpares se anulam. Se escolhermos az, poderemos então calcular todos os outros 


coeficientes pares. 
Não é difícil ver que escolhas diferentes de a, equivalem a adicionar a v(x) um 
múltiplo de J (x). Isso não é surpreendente, pois, se a função 


u(x) = log x: Ji(x) + v(x) 
é uma segunda solução (linearmente independente de J,), então 
u(x) + cJi(x) 


é ainda uma solução linearmente independente de J (x) que possui a mesma forma g 
Frobenius generalizada. Uma escolha usual é a, = — 1/4, que conduz à função 


= , l l 
Pi) = logxi) = 2 ad 8 — ga + 


O T ad Bessel da segunda espécie e de primeira ordem). 
aas Er Á 
ordem: egunda solução é a função de Neumann de P 


rimeif? 


ai 
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Ni) = (2/UY 609) + (1 — log DI). 


Exemplo 8. Fórmula de recorrência de três termos. Considere a equação diferencial 
y” +(1-x))y = 0. Se 


stn 


se y(x) = Dr=o Cnxº*", então 


2 (s+ as +n Dr Teresa, 
n=0 250 


n=0 


A equação indicial cos(s — 1) = 0 possui duas raízes, s = 0es = 1. Considere a raiz s 
= 0. A equação para c, é c(s + I)s = 0 e deixa c, arbitrário. Para os dois coeficientes 
seguintes (n = 2 en = 3) a segunda soma é complicada, conduzindo a 


n(n — Den + Cr—2 = 0 
ou 


Para n = 4 a terceira soma torna-se complicada e temos 
n(n a Den + Cn-2— Crn—4 = 0 


ou 


Cn—4 Cn—2 
=D ——. É > 7 
Cn MAS) (n 24) 


Observe que a fórmula geral de recorrência envolve três termos. Vemos que se co 
for escolhido, então c, = — col(2 * 1) = — A co e cs é agora calculado a partir de co e 
c2. Todos os outros coeficientes pares são obtidos de maneira semelhante e são inde- 


pendentes da escolha dos coeficientes ímpares. , 
È possível então fazer c, = 0 e construir uma solução em série par, pois dec, = 0 


segue-se que c; = 0, e, então, cs = C7 = C9 =.... = 0. A série é (com c = 1) 
12 1lyv4g 0 146 sie 
y(x) = 1 — 5x0 + ax 38x" + 


e vemos facilmente que é igual a 


, 2 2\ 2 l 23 
ese pa a dee no 


A segunda solução pode ser obtida como uma série ímpar, gerada pelo coeficiente c,. 
Se fizermos c = 0 e c, = | (isso é pouco ortodoxo, pois co, via de regra, é suposto não 
nulo; no entanto, os resultados finais não são afetados por este afastamento da técnica 


usual). Teremos então a série seguinte: 
3 DO — 3 y7 c.. 
va) = x — 4x” + 130X” — sãox + 


Cada uma das séries, y(x) € ydx), é uma solução da equação diferencial, e são 
linearmente independentes (uma é ímpar, a outra é par). A solução geral 


ONI 
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y = cy) + c2y2(x) 


. > eais c = é fácil verificar que ela será, basi 
foi portanto obtida. Quanto à raiz s = l, ê fácil v q àsicamente, 
geradora da solução y (x). 


Ass a é á r. 

Observação. Esta equação ocorre em mecânica quântica, a E O estado 

inicial de um oscilador harmônico. ii Picar onde Enquanto qué a solucio ai para 
ão y tisfaz esta co , 4 YAX) não 

zero quando x > + œ. A solução y (x) satis A A é a 

satisfaz. Isso pode não ser evidente na série de yx), mas, pelo método da variação das Constan. 


tes, não é difícil mostrar que 


ê de —22/2 i g 
yalx) = yıx) o DOR =e e dE. 


y =: : : i 
A integral f", e dë representa a área entre a curva y = €" € O EIXO x. Levando isso em conta, é 
quase trivial mostrar que, por exemplo 


o que implica que |ya(x)| > tel — œ quando |x| > œ. 


Os exemplos apresentados acima mostram que o método de Frobenius, quando 
aplicado com sucesso, fornece a solução de uma equação diferencial linear de segunda 
ordem, desde que esta solução seja (a) regular na origem, ou (b) possua um pólo ou 
ponto de ramificação do tipo potência ou logaritmo na origem. Obviamente, é desejá- 
vel determinar com antecedência se uma equação diferencial dada terá soluções com 
estas propriedades. Damos dois teoremas básicos neste sentido. Eles envolvem as 
seguintes definições. 

Definição 1. Se as funções P(x) e Q(x) na equação diferencial 


y” + PO) + QO = 0 


forem analíticas na origem, então a origem é chamada de ponto ordinário da equa- 
ção diferencial. Caso contrário, a origem é chamada de ponto singular. 
Definição 2. Se P(x) e Q(x) não são ambas analíticas, mas são da forma 


Po) = DB, ow- HD, 


xX 


onde øx) e Wx) são analític a 
; as em x = 0, entã i é um ponto 
regular singular. De outra maneira, é ch E UNA f 


: amada de ponto singular irregular. 

a ER ma ponto singular irreg A 

A Se a origem for um ponto ordinário, então qualquer solução da eau 
ção diferencial será analítica em x = 0 ? j 
Teorema 2. Teor E 
tis Sd Fuchs. Se a origem for um ponto regular singular. 
um pólo ou ponto de na E dn a eg 

Sa : RT : 

vras, pode ser escrita como a séri Po aeaa S 
As demonstrações destes teorem 


pe z a ados 
de equações diferenciais ou variáveis 


em ser encontradas em textos avans 
complexas, 
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Observações 


1. Se a origem for um ponto singular irregular, há ainda a possibilidade de uma solução do tipo de 


Frobenius. Se encontrarmos uma tal solução, a outra poderá ser encontrada, por exemplo, pelo 
método de variação das constantes. 


A T a teoria esboçada acima pode ser aplicada, por uma modificação trivial, a qualquer ponto 
inito. 


a eis aqui um pequeno resumo das situações possíveis encontradas no 
uso do méto o de Frobenius: se a tentativa inicial de achar uma solução for feita por 
meio de uma série de Frobenius f 


yD = DD xt” (co = 0), 
n=0 


então a menor potência de x dá origem a uma equação indicial que é uma equação 

quadrática em s (com coeficientes reais no caso de uma equação diferencial real). 

Surgem os seguintes casos, dependendo da natureza das raízes (que podem ser com- 

plexas, mesmo para uma equação diferencial real). 

CASO 1. Duas raízes distintas que não diferem por um inteiro. Há duas soluções . 

Jinearmente independentes do tipo potência. Cada solução contém um parâmetro arbi- 

trário (Exemplo 6). 

CASO 2. Uma raiz dupla. Há uma solução do tipo potência e uma solução do tipo 

logaritmo (Exemplos 4 e 5). 

CASO 3. Duas raízes distintas que diferem por um inteiro (há dois subcasos possi- 

veis): 

a) Duas soluções de tipo potência, cada uma correspondendo a uma raiz. A menor 
raiz fornece uma solução de dois parâmetros. A maior raiz fornece uma solução a 
um parâmetro e é um caso especial da primeira solução (Exemplos 1,2,3 e 8). 

b) Uma solução do tipo potência, dada pela maior raiz. A menor raiz não fornece uma 
solução (coeficientes infinitos) mas existe uma solução do tipo logaritmo (Exemplo - 
7. 


3.6 ALGUNS OUTROS MÉTODOS DE SOLUÇÃO 


As séries de potências relativas às potências crescentes de x são convenientes em uma 
vizinhança da origem. Para “pontos distantes” é muito melhor se usar séries de po- 
tências em potências decrescentes de x (como na parte principal de uma série de Lau- 
rent). Por exemplo, se uma função fix) for analítica no infinito, então deve ser repre- 
sentável por uma série 


Sw) = £ Am(1/x") 


m=0 


válida para |x |. > R, onde R é uma constante não-negativa. Tais desenvolvimentos 
são geralmente chamados de desenvolvimentos em torno do ponto no infinito. 
Desenvolvimentos deste tipo podem ser tentados diretamente no processo de 
achar a solução de uma equação diferencial linear de segunda ordem No entanto, é` 
aconselhável proceder de maneira indireta fazendo-se a substituição x = 1/z. Então 


dy dyd dy, 
dx dz dx dz í a 


2 2 
dèy _ dy (dN? pd dz Atya, 
dx? dz? z? dz 
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e a equação diferencial se torna 


dy 2 4 Nes ko(D)»- 
d sr(Dd+as z)? 0. 


O desenvolvimento desejado em potências decrescentes de x é agora um desenvolvi 
mento de Taylor em torno de z = 0. Se os coeficientes E 


ra-i-1e()- =el) 


forem analíticos em z = 0, então um tal desenvolvimento existe e pode ser achado por 
métodos padronizados. 

Exemplo 1. Seja a equação diferencial xy” + 2x%y' — y = 0. Dividindo-a por y! 
obtemos 
2 l 
n" E E 
y” + SV = 0. 


Desejamos obter o desenvolvimento y(x) = Eno amx ™™. Após a transformação 
x = 1/z, obtemos 


Faye 2-0, G@ =- }zt= 1. 


Tanto F(z) quanto G(z) são analíticas em z = 0, e a nova equação diferencial será 
dy 
dz? =J= 0. 


As séries procuradas são 


nOsis ÈE aose E E, 


n=0 n=0 n! 
ou 
aey artila dat 
n=o n! Ptaa Para E 


=D ern 11 1i 
neo n! x Ux 3133 


Ambas as séries 

conve 
torno do ponto no infinito das Fa |x | > 0 e representam os desenvolvimentos em 
Exemplo 2. Considere a SÕES y(x) = eU? yax) = e71, 


equação diferencial de Legendre de ordem zero 


a -= xy! — 2xy' = 0. 


Desejamos obter o d : 
. eseny i a 1- 
vida por (1 — x?) para obter olvimento de Qdx) em torno do ponto no infinito. D 
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2x 
— y2 


y” — y=0. 


l 
Aqui P(x) = 2x/(x? — 1), Qx) = 0, e 


A nova ED será 


d?y 2z 
raso) 


e Ra exatamente a mesma forma que a equação original. Sabemos que possui as 
soluções 


3 5 7 
n=l y)=2+5+54+5+ (<D 


Portanto a equação original de Legendre, de ordem zero, possui as soluções 
n=l =t tht >N 
x Jaa Sx5 TXT 


A primeira solução é Pax). A segunda poderá ser chamada de Qdx); ela pode ser 
escrita em forma compacta como 


Oo) = arctgx = $log [œ + D/G — DI (> 1. 


Observação. A função Qdx) é plurívoca. A escolha dos ramos 


l+x 


À , 

2 log 72y |x| < 1, 
Qolx) = Fi 

igez ; 

z log = x| >1 


é, naturalmente, arbitrária, mas é a escolha padrão. Caso seja justificado pelo problema, poderá 
ser feita a escolha de outros ramos. 


acima trata do desenvolvimento de potências inteiras de x. Pode evi- 


A discussão E i 
olvimentos generalizados de Frobenius em torno do 


dentemente ser estendida a desenv 
ponto no infinito. 

As equações diferenciais linea 
madas, por várias razões, pela mu 
ralmente mudada por 


res de segunda ordem são freqüentemente transfor- 
dança de variáveis. A variável dependente y é ge- 


yD = y elx), 


terminada por certas condições; o resultado é uma equa- 
m exemplo desta técnica foi encontrado no método de 
I(x) é uma das soluções da equação diferencial. Outras 


onde y (x) é conhecida ou de 
ção diferencial para v(x). U 
variação das constantes, onde y 


ir oia 
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aplicações incluem (a) a eliminação do termo da derivada primeira, e (b) a fator 


do comportamento no infinito. f o : 
Se efetuarmos a substituição acima, a equação diferencial tornar-se-á 


ização 


yw” + Qyi + Pyyo' + OY + Pyi + Qyyv = 0. 


Em vez de eliminarmos o terceiro termo, escolhendo y, como sendo uma integral par. 
ticular, podemos exigir que 


2/1 + Py =0 


e eliminar o termo da derivada primeira. Isso significa que 
vi) = exp [-3[" PE) dt) 


ea ED para v será 
v — (Q — 4P' — }4P?°\ = 0. 


Esta técnica encontra aplicação na estimativa do comportamento das soluções “no 
infinito” e em vários métodos de aproximação. 

Exemplo 3. Considere a equação diferencial xy” + 2xy' + (x? — 2) = 0 (equação 
esférica de Bessel de segunda ordem). 


Divida por x°: y” + (2/x)y' + (1 — 2/x2)y = 0. seja y = yw, onde 


vi = exp (1 [ 2 ag) = exp {—log x} = L. 


Então v satisfaz 


v" + (1 — 2/x?°Wœ = 0. 


Suponha que x é real e |x| é grande. Então x? é grande e espera-se que Y seja 
semelhante à solução da equação aproximada u” + u = 0. Em outras palavras, esp 
ramos que v se comporte como sen x ou cos x para valores grandes de Ixl pu 
cando que as soluções da equação diferencial original se comportarão como sen xh é 
cos x/x quando | x | —> e, As condições sob as quais tais afirmativas são verdadeima 
e o seu grau de aproximação devem, naturalmente, ser analisados e demonstr? s0 
(consulte livros e artigos sobre o comportamento assintótico das soluções). Neste E 


É . E k s om0 
Peça seja suficiente assinalar que as soluções exatas de v podem ser tomadas € 
sendo 


Vi(x) = cos x — sen x/x, va(x) = senx + cos X/X; 


e para |x | grande (x real) elas realmente se comportam como cos x € sen * 
Exemplo 4. A equação diferencial 


y'nt- x y=0 (n=0,1,2,..) 
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é usada em mecânica quântica para descrever o movimento de um oscilador harmô- 
nico.* 3 

Sabe-se (Exemplo 8, Seção 3.5) que uma das soluções para o caso n = 0, o estado 
base do oscilador harmônico, é y(x) = e-"*2, A prática mostrou ser vantajoso colo- 
car e-"** em evidência, mesmo quando n £ 0 


—z2 
y(x) = e=! w(x). 
Então a equação diferencial para v(x) será v” — 2xv' + 2nv = 0. 
Esta é a equação diferencial de Hermite. 
As soluções aceitáveis em mecânica quântica são polinômios de Hermite (pois y 
deve anular-se no infinito). Isso conduz à solução y(x) na forma 


—p? 
y) = Hae" ?, 
em que H (x) é o n-ésimo polinômio de Hermite. 
As mudanças das variáveis independentes são também úteis. Se, na equação dife- 
rencial 


y” + PO) + Q(xy = 0, 


efetuarmos a mudança de variável t = f(x), então 


dy dy dt dy 

1 — E EA (4 
= de= do dx dif 
nn. Py dy 


e a equação se torna 
2 
SEU + PUC) + POON + OG) = 0. 


Se escrevermos x como função de 1 [a partir de + = fix)], então a equação diferencial 
terá / como nova variável independente. Uma escolha judiciosa da função fix) poderá 
simplificar a nova equação. 

Em particular, se exigirmos que f''(x) + P(x)f(x) = 0, o que implica que f'(x) = 
exp { — f" P(£) dE) então a nova equação diferencial não terá termo com a derivada 
primeira. 

Exemplo 5. A equação diferencial de Euler x?y”’ + xy’ + y = 0 pode ser simplificada 
Pela transformação x = e', t = log x (para x > 0). 
À equação transformada se reduz a 
d?y 
qe t750 


€ possui soluções y (1) = cost e yt) = sent. Isso conduz à solução geral da equação 
diferencial de Euler 


y(x) = cı cos (log x) + ca sen (log x) 


“Veja a Seção 11.3, 
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como na pág. 144). 
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PROBLEMAS 


l. 


10. 


- Mostre que a equação diferencial de Airy y” — xy 
- Ache, pelo método de Frobenius, a solução da equação 


- Resolva a equação diferencial xºy”' + x2y' — 2y 


Observe que a equação diferencial x)” + xy’ — y = 0 possui a solução y(x) = x. Use o 
método da variação das constantes para encontrar uma segunda solução e resolva então xy” 
+ay -y= I(l- x). 


- A partir da experiência adquirida com o problema precedente, não será difícil encontrar uma 


solução, por inspeção, de (1 — x)” + xy’ — y = 0. Usando isso, resolva 


a — xy" + xy —-y=(1—52 


« Usando o método da variação das constantes, mostre que a solução geral de é +wx = fit) 


pode ser escrita como 


t 


x(t) = Acoswt + Bsenwt + Ê É sen w(t — T)f(T) dr. 


- Considere a equação de Bessel de ordem zero: xy” + y' + xy = 0. Mostre que o Wronskiano 


de duas soluções quaisquer é W(x) = Clx, onde C é uma constante, dependente da escolha 
das soluções. Qual é o Wronskiano de duas soluções da equação de Legendre? e da equação 
de Bessel de ordem v? 


- Mostre que o Wronskiano de Jdx) e Ydx) é I/x. [Sugestão: como W = Cix para todos Os 


valores de x, pode-se escolher x tão pequeno que somente os termos líderes necessitam ser 
considerados.] Qual é o Wronskiano de J dx) e Ndx)? e o de Px) e Qdx)? 

= 0 possui duas soluções linearmente 
s pelo método das séries de potências. 
diferencial xy” + (x? +x)’ +y =0. 
a série obtida? 

= 0 usando o método de Frobenius. Mostre 
ara a segunda solução (usando um método de 


independentes que são analíticas na origem. Calcule-a 
Você poderia escrever, por meio de uma fórmula finita, 


que uma das séries é finita. Ache uma fórmula p 
sua escolha). 


; Mostre que a equação diferencial (xt + 2y” + xy’ — 6x? = 0 possui as seguintes soluções 
em série: 
= 3x2 dA y4 1 
yılx) 1 + 3x + ax — ssx? + ilggxb — -.., 
Val) = (1/05) (À + du? + fd — pias + fa — 
: é 
Quais os raios de convergência das séries? 
Resolva completamente pelo método éne i A s ges dife- 
renciais: (generalizado) de Frobenius as seguintes equaçoe 


a) xy” HAL + Y = 0, 


11. 


12. 


14. 


15. 


16. 
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b) xy” + 2y' +y =0, 
c) xy" + 4xy' + xy = 0. 


Mostre que a equação diferencial xy" + (1 — x)y! + Ay = 0 possui soluções polinomiais, se À 

Ae não negativo. Calcule estes polinômios para A= 4, padronizando-os pela condi- 

ção y(0) = 1. 

Considere a equação diferencial (1 — x?)y'' — xy’ + Ay = 0. 

a) Quais são os pontos singulares desta equação? 

b) Resolva a equação pelo método de Frobenius e ache os valores de A tais que uma das 
soluções será analítica nos pontos singulares. Mostre que esta solução é um polinômio. 

c) a explicitamente vários destes polinômios, padronizando-os pela condição 
y = |I. 


. Mostre que a equação diferencial y” + (cosh 2x — 4) = 0 possui a solução 


yx) = x + $x? — gx — SXT — 


[Sugestão: desenvolva cosh 2x em uma série de potências antes de aplicar o método de 
Frobenius.] 

Mostre que a equação x*y” — y = 0 não possui soluções do tipo de Frobenius. Tente, no 
entanto, desenvolvimentos em torno do ponto no infinito e mostre que 


y(x) = Ax cosh (1/x) + Bx senh(1/x). 


Na equação diferencial y + 2y' (1 — 2/x?) y = 0, conjecture o comportamento de y(x) para x 
grande (veja pág. 150). Represente esta função por y(x) € resolva a equação diferencial 
usando a substituição y(x) = Y=(x)v(x). 

Várias equações diferenciais podem ser reduzidas à equação de Bessel. Por exemplo, mostre 
que a equação diferencial y” + xºy = O pode ser reduzida à equação de Bessel de ordem v = 
Ip + 2) (veja pág. 137) por meio da mudança de variável dependente y(x) = Vx u(x), 


seguida pela mudança de variável independente 


2 
xt 


ARET 


Séries de Fourier 


4.1 SÉRIES TRIGONOMÉTRICAS 


Uma série de senos e co-senos do tipo 
a co 
0 
F + 3 (a, cosnx + bn sennx) 
n=1 


é chamada de série trigonométrica. Na maior parte das aplicações a variável x é real. 
Então sen nx e cos nx são limitadas e a série convergirá sob condições bem fracas 
impostas aa, € ba. 

Exemplos 


l. an = bn = 1/n? (n=0)}, a=0. 


A série será 


cos x + sen x + $ cos 2x + sen 2x + $ cos 3x + --: 


que converge absoluta e uniformemente para todos os valores (reais) de x (por 
exemplo, pelo teste da razão e pelo teste M de Weierstrass). 


2. | Gn = 0 (todos osn), ba = 1/n. 
A série será 
sen x + &sen2x + Jsen3x + --- 
que converge para todo x (digamos, pelo teste da integral), pois a integral Jº (sen xh) 
dt converge para todo x. No entanto, a convergência não é absoluta; por exemp 0, 


ponto x = 7/2; também não é uniforme (sobre todo o eixo real). 


3. a = 1, bh =0 (todos os n) 
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A série será 
$ + cosx + cos 2x + cos 3x + --- 


que diverge (pelo teste do n-ésimo termo) para quase todos os valores de x (com exce- 
ção de pontos com x = 7/2). 


Se a série trigonométrica converge (uniformemente ou não), ela representa então 
uma certa função f(x), e podemos escrever 


S= È (an cos nx + bp sennx). 


2 n=l 


Que funções são representáveis desta maneira? Para que exista uma representação em 
série de potências as condições são (para x real): 

1. A função deve ser diferenciável um número arbitrário de vezes. 

2. O resto da fórmula de Taylor deve tender para zero. 

Estas condições são razoavelmente restritivas. A propriedade notável das séries trigo- 
nométricas (descobertas por Fourier) é que estas podem representar funções de uma 
classe bem mais vasta, incluindo funções descontínuas. 

Há uma propriedade das séries trigonométricas que nunca deve ser perdida de 
vista: por sua própria natureza estas séries podem representar somente funções perió- 
dicas*, com período 2% [não necessariamente o período primitivo, ou seja, f(x) pode 
ter um período menor T, mas 27 tem que ser um múltiplo inteiro de T]. 


4.2 DEFINIÇÃO DAS SÉRIES DE FOURIER 


Suponhamos que uma certa função é representada por 
f(x) = 2 + 3 (a, cosnx + basen nx), 
n=1 


e que a série convirja uniformemente no intervalo —7 = x = 7. (Se isso acontecer, a 
série convergirá uniformemente para todos os valores de x.) Multipliquemos a série 
por cos mx, sendo m um inteiro positivo: 


o k co 
fl) cos mx = F cos mx + >) ancosnxcosmx + > b, sennxcos mx. 
n=1 n=l 


A série é ainda uniformemente convergente e pode ser integrada termo a termo 


+r + = +r 
f(x) cos mx dx = 2 cos mxdx + >, a, cos nx cos mx dx 
n=1 


es 2 Jos pra 


co +r 
ae >, ba l sen nx cos mx dx. 


n=l =" 


Este processo permite a determinação dos coeficientes an, se conhecermos f(x), e está 
baseada nas propriedades importantes dos senos e co-senos, conhecidas como as pro- 


“Isso se refere, naturalmente, ao intervalo (— % < x < + e). 
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priedades de ortogonalidade: 


a) * sen nx cos mx dx = 0 (todos os n, m > 0), 


O (senx m) 
T (sen = m)’ 
O (sen x m) 

m (sen= m) 


+r 

b) L cos nx cos mx dx = l 
+r 

c) T sen nxsen mx dx = | 


Estas fórmulas podem ser deduzidas diretamente, usando-se as propriedades bem co- 
nhecidas dos senos e co-senos. Por exemplo, 


sen nxsen mx = 4 cos (n — m)x — 4 cos (n + mx. 


Portanto 


f= sen nx sen mx dx = zf" cos (n — m)x dx — 4f" cos (n + mx dx. 


se n Æ m, então 
+r 
= 0. 


-F 


+r 
E cos (n — m)x dx = Boa 


sen = m, então 


+r T 
f cos (n — n)x dx = t dx = 2r. 


Também 


+r 
/ cos (n + m)x dx = 0 (para todos os n, m > 0) 


e a fórmula (c) está deduzida. As fórmulas (a) e (b) são demonstradas da mesma ma- 
neira. 


Voltando à nossa série, vemos que todos os termos da soma infinita se anularão, 
com uma única exceção. Além disso 


+r 
f cosmxdx=0 (m>0) 


T 


de maneira que 


+r 
o Hx) cos mx dx = apr. 


Esta relação nos permit ; r ce- 
mos a função ftx). “e calcular qualquer coeficiente am desejado, quando conhe 


Os coeficientes b, são tratados de manei 


+ mul- 
dis . imento é MV 
tiplicado por sen mx e é integrado. As relaç a A 


ões de ortogonalidade fornecem 


+r 
al f(x) sen mx dx = bm. 
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Finalmente, para obter ao, integramos o desenvolvimento 


f(x) = ao/2 + > (an cosnx + basen nx) 


n=1 


e obtemos. Isto resulta em 
+r 
[E Ndx = aor. 
-r 


Segue-se que OS coeficientes ao, a, € b, podem ser calculados por meio das fórmulas 
seguintes 


An 


(1/7) RR fo)cosnxdx (n > 0), 


bn 


a/m f f(x) sennx dx (n > 0). 


Os coeficientes a, e bn, relativos a uma dada função f(x), calculados por meio destas 
fórmulas, são chamados de coeficientes de Fourier de f(x). A série trigonométrica 
construída a partir destes coeficientes 


2 + 5 (an cosnx + bn sennx), 
n=1 


é conhecida como a série de Fourier de f(x). 
E importante observar que os coeficientes de Fourier podem ser construídos para 


uma grande variedade de funções, incluindo algumas funções descontínuas. 


4.3 EXEMPLOS DE SÉRIES DE FOURIER 


Exemplo 1. Considere a função fix) = x°. Seus coeficientes de Fourier são facilmente 
calculados 


2 


ao = (1/0) |" x? dx = &m”, 
an = a/f x? cos nx dx = (— D'(4/n?) (n > 0), 


ba = a/f” x? sennx dx = 0. 


É fácil notar que a série de Fourier é uniformemente convergente para todos os valo- 


res de x e representa a função 


æ 
DBE (= 1)"(4/nº) cos nx. 
n=1 
| i i idente que a série de Fourier de 
O grá Á do na Fig. 4.1. Fica evi : o 
Da renoD periódica dos valores de f(x) no intervalo (=, +77). 


eia emma meme meire 


ir vem Ge quiere dos a iy apre yei ppm eae mr pd ra 


criei sereis men e 
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g(x) 


Fig. 4.1 


Exemplo 2. Considere agora a função descontínua 


“fi œ<0, 
so = [4 (e > 0). 


Os coeficientes de Fourier são 


0 +r 
a= 1 natt f ADd=-1+1=0, 


0 +r 
a = 1 l (—cos nx) dx + l f (+cos nx) dx = 0, 
T r T Jo 


1 f° DE Ss 
ba = — (— sennx) dx + — (+-sennx) dx 
T Jr T Jo 
-2 [ sr PRA Pe v (n =ímpan, 
T Jo 0 (n = ipar), 
e a série de Fourier será 
4 [E 


-2 Loin nx. 


Tn=ímpar 


g(x) 


A série é convergente no intervalo (—m, +r) e, portanto, g(x) está bem definida. (0) 
gráfico de g(x) está mostrado na Fig. 4.2. Explicitamente, a série de Fourier converge 
para +1 se 0 <x < 7, para -1 se -m < x< 0 e para zero sex = —-m,x=0ex=+7. 
Ela “quase” reproduz fix) no intervalo -r < x < +7, sendo que as exceções Sé 
a (1) nos pontos extremos do intervalo e (2) no ponto de descontinuidade de 
Xj. 

Esta característica é uma propriedade geral das séries de Fourier: se a função f(x) 
possui uma descontinuidade de salto em um certo ponto xo, então sua série de Fourier 
converge para o ''ponto médio do salto”. Mais precisamente, considere a notação 


g(x) 
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abaixo, bastante comum para os dois limites de f(x) quando x > xo: 


(xo + 0) = lim f(x), 


TST 
z>T0 


So — 0) = lim f(x), 


T5>I9 
z<īIo 


(os chamados limites à direita e à esquerda). Então a série de Fourier converge para 
flo + 0) + flxo — 0). 


Devido à periodicidade da série de Fourier, os pontos x = m ex = —7 se tornam 
frequentemente pontos de descontinuidade para a soma da série. Por esta razão, nos 
pontos x = +7, a série converge para 


Ar + O + fr — 0). 


Observação. Estas duas afirmativas permanecem válidas quando os dois limites fo + 0) e 
fixo — 0), ou os limites f(—m + 0) e f(m — 0) são idênticos. Por exemplo, se f(x) é contínua no 
ponto x = xo, então 


f(xo + 0) = f(xo — 0) = Y(xo), 


e a série de Fourier simplesmente converge para fixo), que é o valor da função neste ponto. O 
outro exemplo interessante surge quando f(x) é descontínua em x = xo devido à “'*remoção de um 
ponto da curva”, como em 

x? (x x 0), 


fi) = Ê (e = 0) 


Esta função, construída de maneira bem artificial, possuirá os mesmos coeficientes de Fourier e, 
portanto, a mesma série de Fourier que a função 

SO) = x? (todos os x). 
Esta série de: Fourier convergirá para a função g(x) do Exemplo 1. Observe que 


nO +V)=A(00-0=0 e g(o) = (0 + 0) + A(O — 0)] = 0, 


mas que 


g(0) = fı). 


Resumamos as conclusões obtidas até agora: º 
l. Se uma série trigonométrica converge uniformemente para uma certa função fix) 
(necessariamente periódica), então os coeficientes a, e bn São necessariamente 


dados pelas fórmulas. 


an = (1/r) f$ f cosnxde, br = (1/7) [É 109 sennx dx, 


e a série trigonométrica dada é uma série de Fourier para f(x). N 
2. Se é dada uma função fix) e seus coeficientes de Fourier existem, então espera-se 
que a série de Fourier reproduzirá a extensão periódica de f(x) exceto, talvez, al- 


j 
à 
p 
H 
l 
i 
H 


asse 


e 


re fara a m ei mea ip TE mg pi eric 


segs mad 


ppa le 
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uenas modificações (como no Exemplo 2). e 

o CECE salientar que a segunda conclusão não é exata e necessita q 
explicações. Em verdade, ela faz surgir o problema fundamental da teoria das séries de 
Fourier: “Que condições deve uma função fa) satisfazer para que sua série de Fourier 

irj intervalo —7 =x = 71 R 

a pen chamar a atenção para O fato de que o período 27 não é obriga. 
tório na teoria das séries de Fourier. A substituição de x por (27/T)x fornece uma série 
com período T: 


a 2rnx 2rnx 
2o TO 4 basen . 
x)= => An COS + Dn 
169 = P+ E (ancos 7 T 
Aqui fix) é uma função periódica com período T. [Supomos tacitamente que a série 
trigonométrica converge para f(x).] ; f 
Reciprocamente, se dermos f(x), obteremos os coeficientes de Fourier 


4712 
2 2mnx E! Al 
a= 1a Pes) cos dm Do Rm 


—T/ 


+T/2 2 
fo) sen ax, 
2 


e a série de Fourier resultante deverá reproduzir f(x) no intervalo —T/2 < x < TJ. 
Esta forma das séries de Fourier é mais frequentemente usada no tratamento dos 
fenômenos periódicos no tempo: o símbolo x representa a variável tempo (geralmente 
substituída por t, enquanto que 27/T é substituído por w). 
Neste contexto, as séries de Fourier são fregiientemente escritas sob uma forma 
envolvendo amplitudes e fases. Por exemplo, se escrevermos 


An=Va+b (n>0), 


$n = arctg bn (n > 0), 
an 


então a série de Fourier será 
ID= E An cos (2 g). 
2 2 n COS T dn 


Em muitas aplicações, quando x representa uma distância, o período 2L é mais 
conveniente. As fórmulas serão 


SO) = ao/2 + px [an cos (nrx/L) + b, sen (nmx/L)), 
an = 1/L am S(x) cos (nrx/L) dx, 
ba = 


1/L E f) sen (nmx/L) dx. 


4.4 PROPRIEDADES DE PARIDADE. SÉRIES EM SENO E CO-SENO 


CE a poe desenvolver uma função f(x) em série de Fourier no intervalo 
, - Se ftx) for par, então todos os coeficientes b, devem anular-se, enquar 
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que os coeficientes a, são obtidos simplesmente pela integração de 0 a L, 
multiplicando-se os resultados por 2: 


fes) = 2 + > an cos TX, 


n=l 


L 
2 
Gg Al fojcos Tax (f) = par). 


Semelhantemente, se ffx) é ímpar, então todos os an são nulos e 


SO) = D basen 
n=1 L 


L 
bn = A fœ sen TE dx (f(x) =ímpar ). 


Estes dois resultados dão origem a dois outros tipos de desenvolvimentos trigo- 
nométricos, conhecidos como a série de Fourier em senos e a série de Fourier em 
co-senos*. Suponha que seja dada uma função arbitrária (não necessariamente ímpar 
ou par) f(x). Se calcularmos as ‘‘integrais sobre a metade do domínio” e definirmos 


L 
PE nTx 
n = L o Kx) cos -77 dx, 


e formarmos a série 
nTx 
— 3 


L 


a o 
2+ E acos 
2 n=l 


então esta série reproduzirá a função 


” fo) (O<x<LD), 
809) = pe (-L<x<0) 


que poderá ser chamada de extensão simétrica de f(x) no intervalo (—L, 0). Dizemos 
que desenvolvemos f(x) em uma série de Fourier em co-senos no intervalo (0, L). 


Semelhantemente, podemos definir 


L 
2 ntx 
bn -2f fx) sen -77 dx 
e construir a série 


o 
nTX 
DD bn sen 


— » 
n=1 L 
que deveria representar a extensão anti-simétrica de fx): 
barca O 


*Também chamadas de séries de Fourier de senos, séries de Fourier de co-senos, séries em senos de Fourier 
€ séries em co-senos de Fourier. 


memo 
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fo) O<x<L, 


80) = - f(-x) (-L<x<0. 


Dizemos que desenvolvemos f(x) em uma série de Fourier em senos no intervalo 0 
L). , 


As três séries trigonométricas distintas para uma dada função estão representadas 
na Fig. 4.3. 


Exemplo. Seja f(x) = x/2L + 1/2. 
Os coeficientes de Fourier (sobre todo o domínio) são 


pd 1 x 
xX NT. 
ao = l, a=1[, Ema D) cos Et ds = 0, 


+L 
= x, 1l nx, _ (10+ 
nif Ga anga e , 


e a série de Fourier será 


g(x) = + 2 eor sen ra 


nrt 


Função f(x) 


-=L +L 


Série de Fourier para f(x) 
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Os coeficientes senos de Fourier (metade do domínio) são 


L 

l 2 x 1 nTX 1 — 2 cos nr 

m=2[ (= 1) SIE = —— a s’ 
LJo ~ +3 sen- dx nr 


e a série em senos de Fourier será 


3 = l _ nrx 1 n Lo nrx 
gi(x) = > —sen— — + = sen — .- 
E n L as n L 


Finalmente, os coeficientes co-senos de Fourier (metade do domínio) são 


L 
23 -2[ (z 1) ntx cos nr — 1 
E a org) a 


e a série em co-senos de Fourier será 
3 

g(x) = = — 
4 


Todas as três séries estão mostradas na Fig. 4.4. 


g(x) 
e e e E 

g(x) Me E ad 

x 

ed E aid 
L} 

82(x) 

x 


Fig. 4.4 


As fórmulas para as séries em senos e co-senos de Fourier para “metade do do- 
mínio” estão relacionadas com o fato de que as funções sen nx são ortogonais no 
intervalo (0, 7): 


fisen nx sen mx dx = O (n = m), 
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e o mesmo é verdade para as funções cos nx: 


[cos nx cos mx dx = 0 (n = m). 
0 


No entanto, sen nx não é ortogonal a cos mx, pois a integral 


T 
f sen nx cos mx dx 
0 


não é necessariamente nula. 
Há uma demonstração notável da ortogonalidade dos senos baseada no conheci. 


mento de dois fatos: . 
1. As funções sen nx satisfazem a equação diferencial y’ + n%y = 0. 


2. As funções sen nx se anulam em x = 0 ex = 7. 
O método é o seguinte: escreva 


Yn = sennx, Ym = senmx (n = m). 
Então 
W Hnn =O, yK + Myn = O. 


Multiplique a primeira equação por ym, multiplique a segunda por y,, subtraia, e in- 
tegre de x = 0 ax = r: 


T 
Jy OYn — iyn) dx + (n? — m?) f7 YaYn dx = 0. 
Na primeira integral, use integração por partes: 
T T T 
J, Vim dx =, YmYn dx = Yo, = fo viva dx 


E YmYn 


o +S iyn dx = Ohm — vam 


Como ym € y, se anulam para x = 0 ex = 7, segue-se que esta expressão é zero. 
Portanto, 


(n? e, nÈ) [O mn dx E 0. 
0 


Comon = m, segue-se que 


fo Ym dx = 0. 


Uma demonstração se 
melhante pode ser dada â 
J € S ara Os co- : nx 
Possui as seguintes propriedades: E ds ia 
5 a a equação diferencial y” + ny =0 
- Suas derivadas se anulam parax = 0 
= VEx =m. A demonstração é essencialmente à 
mesma, exceto que, agora, a expressão i S 


Ohm — Yan) 
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se anula, pois as derivadas de y', e y', se anulam. 
Finalmente, considere uma demonstração semelhante tanto para os senos como 
para os co-senos sobre o intervalo (—7, +7). Represente indiferentemente sen nx ou 


cos nx POr Yne 
Usaremos dois fatos: 


1. A equação diferencial y”n + ny, = O é satisfeita por yn. 
2. A função y, é periódica: y(x + 27) = y(x). 
Neste caso, a integração é de —7 a +r, e a afirmativa de que 
Ohm — Yani, = 0 
é feita baseada na periodicidade. O resultado, que será 


+r 
YmYn dx = 0 (paran # m), 


—" 


fornece, de uma só vez, as três relações de ortogonalidade: 


+r 
f sen nx sen mx dx = 0 (n = m), 


x 


+r 
f cos nx cos mx dx = 0 (n = m), 


T 


+7 
f sen nx cos mx dx = 0 (n = m). 


T 


Observe, no entanto, que o método empregado não demonstra a ortogonalidade de sen 
nx e cos nx, ou seja 


+r 
f sen nx cos nx dx = 0, 
-r 


tem que ser demonstrada diretamente. 


4.5 FORMA COMPLEXA DAS SÉRIES DE FOURIER 


O desenvolvimento de Fourier 


fo) = 2 + L (an cos "7E + by sen “Tê (L< x< L) 
n=1 


pode ser escrito sob forma complexa. Escreva 


; —itnrz)L 
nax 1 (PTD 4 e inzi L») 


nax l,i —i(nrz)L 
sen E = dd =" t(nrz/ » 


L 2i 


€ introduza estas expressões na série. É conveniente definir 
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dan a ibn) (n > 0), 
Cn = (an + iba) (n < 0), 
žao (n = 0). 


Então a série de Fourier pode ser escrita em sua forma complexa: 


a s(nmz/L) 
fo)= DD ce (-L<x<1). 


n=—o 


A conveniência desta forma é óbvia. 
Das fórmulas para a, e b, segue-se a fórmula para cn: 


jinrz/L) 


ca = (1/21) E fe TP dx. 


Exercício: Deduza esta afirmativa' por meio de um raciocínio detalhado. 


Alternativamente, a fórmula acima pode ser deduzida multiplicando-se a série por 
e“rrribb e integrando. Mostra-se facilmente que as exponenciais complexas são orto- 
gonais*, no sentido de que 


a Pad Pe dd de = 0 (n * m), 
=L 2L (n = m), 


e segue-se então a fórmula para c,. 


Observação. Embora a série de Fourier apareça agora sob forma complexa, sua soma f(x) é ainda 
suposta real. Neste caso as propriedades seguintes são facilmente verificadas: 


l. co é real; C, = c,*, 


2. Se fix) é par, todos os c, são reais, 
3. Se fix) é ímpar, co = 0 e todos os c, são imaginários puros. 


Considere agora as funções complexas da variável real x. Elas podem também ser desenvol- 
vidas em série de Fourier e agora a forma complexa da série torna-se mais natural. A fórmula 
para c, não se altera, mas as três propriedades acima não mais se verificam. 

Pode-se mostrar, no entanto, que 


a) Se fix) for par, então c-n = C, € ; 
b) Se fix) for ímpar, então c., = — Cn (€ co = 0). 


" Exemplo. A função 


_ [0 (E-r<x<0), 


= i O<x< r) 


*Para funções complexas, a ortogonalidade é definida por S. Safa (x) dx = 0 (m = n) 
{Veja a Seção 9.4). 
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pode ser representada por uma série de Fourier complexa. Os coeficientes serão 


T 


S l 1 
Co = Ir A dx = 2 , 
T o par 
PEENE A PR ua O (n= par), 
2r Jo 2rni L, (n = ímpar). 
rni 
Portanto, 
OND EEE : 
=t 5 le 
Tin=-won 
n=fmpar 


4.6 CONVERGÊNCIA PONTUAL DAS SÉRIES DE FOURIER 


Antes de aplicar as séries de Fourier à solução de problemas físicos, é desejável saber 
se a série de Fourier de uma dada função f(x) convergirá de fato para f(x). Exemplos 
simples parecem indicar que, via de regra, a série de Fourier convergirá para 


af + 0) + fx- 0] 
em todos os pontos do intervalo (—L, +L) e para 


SC-L+O + fL— 0) 


nos pontos extremos do intervalo. 

A determinação das condições exatas sob as quais este resultado pode ser espe- 
rado tem sido assunto de pesquisa intensa durante mais de um século. Achou-se uma 
variedade de condições suficientes. Os dois teoremas abaixo são provavelmente sufi- 


cientes para a maioria das aplicações físicas. 


Subintervalos 


a=x0 Xi X2 X3 Xote Xn-1 b=Xn 


Definição 1. Uma função definida em um intervalo fechado a = x <= b é seccio- 
nalmente contínua* quando o intervalo pode ser dividido em um número finito de 
subintervalos tais que, em cada subintervalo (veja a Fig. 4.5), 
a) fix) é contínua, o 
b) fix) possui limites (finitos) nas extremidades esquerda e direita de cada subin- 
tervalo. A condição (b) significa que fix; — 0) e fix + 0) existem para todo i = 1, 
2,...,n e também que fia + 0) e fib — 0) devem existir. l 
A função fix) é chamada seccionalmente suave se for seccionalmente conti- 
nua e sua derivada f'(x) for seccionalmente continua em cada subintervalo. A 
função é chamada de seccionalmente muito suave se for seccionalmente suave, e 
sua derivada segunda f''(x) for seccionalmente contínua [em cada subintervalo de 


Continuidade de f'(x)]. 


aaa go o 
*Também chamada “contínua por pedaços”. 
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Definição 2. Uma função definida em um intervalo fechado a = x = b satisfaz as 

condições de Dirichlet se 

a) fix) é seccionalmente contínua e . 

b) o intervalo (a, b) pode ser dividido em um número finito de subintervalos nos 
quais f(x) é monótona. . 

Teorema 1. Se f(x) é seccionalmente muito suave no intervalo (—L, +L), então 

sua série de Fourier converge para 


Hx - D+ fx+0O (-L<x<+D, 
HAM-L+O+SL—O) (x= D. 


A convergência é uniforme em qualquer subintervalo fechado em que f(x) seja contí- 
nua. 
Teorema 2. A afirmativa do Teorema 1 é verdadeira se, em vez de ser uma função 


seccionalmente muito suave, f(x) satisfaz as condições de Dirichlet para 
-L sx SL. 


A demonstração do Teorema 1 é muito mais fácil do que a do Teorema 2. Ambas 


podem ser encontradas em tratados sobre as séries de Fourier e em muitos outros 
livros. 


Observação. Os Teoremas 1 e 2 não encerram, de nenhuma maneira, a teoria das séries de 
Fourier. Isso pode ser apreciado com o exemplo seguinte. 
Exemplo. A função 


fœ) = log (cos 3) (r <x <r) 


possui a série de Fourier 


g(x) = —log2 — >, n. cos nx. 
n=l 


Para todos os valores de x tais que -r < x < 7, a série convergirá uniformemente para f(x), em 
qualquer intervalo x, = x = x, com x, > —7m,x, < m. Ela vai divergir para x = + 7: podemos 
dizer que se aproxima de ‘menos infinito” quando x — +m, mas o mesmo acontece com fox). 
Evidentemente a série de Fourier representa f(x) de maneira extremamente fiel, e no entanto f(x) 
não é nem seccionalmente muito suave, nem satisfaz a condição de Dirichlet. 


A maioria das dificuldades da teoria das séries de Fourier tem origem no conceito 


de convergência porito a ponto. Há, no entanto, outros tipos de convergência, como à 
convergência em média, mais apropriadas, talvez, para aplicações físicas. 


4.7 CONVERGÊNCIA EM MÉDIA 


Ao medirmos uma certa quantidade fixa x, um conjunto de n medidas (equivalentes) 
fornece n valores 


Xi X2 X3 ..., Xns 


que são, em geral, diferentes. Tomamos então, como a melhor avaliação de x, a média 


= (1/n) È xi 


i=l 
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É comum, na prática, descrever a precisão das medidas pelo desvio médio quadrado 
d: 


d = (1/n) D Ix; — (x)? 


(ou, equivalentemente, pela raiz do desvio médio quadrado d). 

Esta idéia pode ser aplicada ao problema: como um dado conjunto de medidas se 
adapta a uma curva teórica dada?. Por exemplo, o conjunto de medidas mostrado na 
Fig. 4.6 parece confirmar a relação linear mostrada pela linha reta. Mas de que ma- 
neira podemos avaliar se é boa a aproximação? 

Um procedimento comum é calcular os desvios entre os valores realmente encon- 
trados nas medidas, y; e as predições teóricas y; (obtidas da equação da reta yı = mx; + 
b), e formar o desvio médio quadrado 


D= UM Qu y, 


i=0 


que servirá então como uma medida da precisão dos dados. 


Inclinação = m 


Fig. 4.6 


Reciprocamente, se não conhecermos a relação teórica, podemos obter uma 
baseando-nos nas medidas. Um método usual é escolher os parâmetros m e b na equa- 
ção y = mx + b de tal maneira que D seja minimizado. Este método é conhecido como 
o método dos mínimos quadrados na teoria das medidas, e a idéia pode ser estendida 
ao caso de duas funções, ambas definidas em todos os pontos de um certo intervalo. 

Se tomássemos as medidas y; a distâncias iguais, afastadas de Ax, então Ax : n = 
L, onde L = x, — xp é O comprimento do intervalo. Neste caso 


D = (DZ Oi — 3 Ax. 


i=0 


Se fizermos n crescer, a soma adquire, mais € mais, a aparência de uma integral. 
Parece lógico, portanto, medir a “proximidade” de duas funções y(x) e y(x) por meio 
da integral D = (1/1) fé D — JO]? dx (L = |b — al). 

Se uma das funções, por exemplo y(x), possui alguns parâmetros indeterminados, 
podemos então determiná-los exigindo que D seja minimizado. Observe que se o inter- 
valo a = x < b é fixado, o fator 1/L é irrelevante. 
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Definição. A integral 
Í Ergo) — go? dx 


para duas funções flx) e g(x) definidas sobre O interval 


desvio total quadrado de fix) € g(x). ; $: 
Este conceito será aplicado às séries trigonométricas 


ção seccionalmente contínua fx) esteja dada no intervalo 
ser aproximada por um polinômio trigonométrico 


n 
gn(x) = 4o/2 + > (Arcos kx + By sen kx), 
k=1 
em que os coeficientes As (k = 0, 1,...» nje B; (k =1,2,3,.::+1) são indetermina- 
dos. 
Definamos Ax e Bx exigindo que o desvio total quadrado 


+r 
D, = pe LG) = Ea)? dx 
seja minimizado. Um cálculo simples fornece 
+r +r 
Dn = J Lx? dx + [48m72 — Ao] fo) as] 
ee i a 
do [rat — 24 f(x) cos kx as) 
k=1 -T 
n +r 
+ 3, (s — 2Bk f(x) senkx as) . 
k=1 -r 


Exercício. Usando as relações de ortogonalidade, dê todos os det 
fórmula. 


A expressão será minimizada se cada termo entre chaves for minimizad 
exemplo, a quantidade 


dk = 142 — 244 f *" fæ) cos kx dx (k = 1,2,...,n) 
possui um extremo, se 


dô ki 
A = 2rÁk — 2 ia f(x) cos kx dx = 0, 


ou 


+r 
4=5 fo)coskxde (k= 1,2,...,n). 


oa =£ x £ b é chamada de 


. Suponhamos que uma fun- 
-m <x En, é que fix) deve 


alhes que conduzem a esta 
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Este extremo é um mínimo, pois dºô,/dA = 27> 0. Desta maneira obtemos também 


B: = (1/0) f" fo) sen kxdx (k=1,2,...,n), 
Ao = (1/r) |" f dx. 


Vemos assim que o desvio total quadrado é minimizado se A, e Bẹ forem os coeficien- 
tes de Fourier da função f(x). 


, Substitua agora estes valores (chamando-os de a; e b,) dos coeficientes na expres- 
são de D,, para obter o desvio total quadrado mínimo: 


+r 


[Dalmin = UCP dx — lasna +r 5 (a? + b)i 
k=1 


m: 


Como D, não pode ser negativo, vale a seguinte desigualdade: 
2 mo. o 
ag/2 + 2 (ak + bt) < (1/7) f UCP dx. 


Esta igualdade se verifica para qualquer n. Faça n —> œ (passando às séries de 
Fourier). A sucessão da esquerda é limitada (pela integral da direita) e é monótona 
não decrescente. Portanto, possui um limite e este limite satisfaz a desigualdade 


o +r 
a6/2 + D (ak + bi) < (1/m)j UC dx, 


conhecida como desigualdade de Bessel. . 

No espírito deste método, a série de Fourier de uma função fix) é considerada 
como uma representação satisfatória de f(x) desde que o desvio total quadrado tenda 
para zero: 

lim [D,Jmin = 0. 


n5oo 


Em geral, uma sucessão de funções (fn(x)) converge em média para uma função 


fæ) se : 

lim | Li) — fax)? dx = 0. 

n=% Ja 
Observe que f(x) não é única, pois a “retirada de um ponto” não mudará o valor da 
Integral. Rs i 

Se a série de Fourier de uma certa função f(x) convergir em média para f(x), então 
à desigualdade de Bessel se torna 
+r 
= 2 
ago + $ (a + bp) = (1/7)) ON dx, 
k=1 ai 


que é conhecida ão de Parseval. 
como equação de s aa : da 
O- problema fundamental da teoria das séries de Fourier torna-se: '*Para que 


classe de funções a série de Fourier convergirá em média (para a função)? 
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Observação. Sempre que a equação de Parseval se verifica para uma certa classe de funções, 
então o conjunto dos senos e dos co-senos, 


{sen nx, cosnx) (n = 0,1,2,...), 


é chamado completo em relação àquela classe de funções. A pergunta acima pode então 
ser reenunciada como segue: *'Para que classes de funções será {sen nx, cos nx) completo? 0 
teorema a seguir fornece pelo menos uma resposta parcial a esta pergunta. 


Teorema. O sistema (sen nx, cos nx) é completo em relação a todas as funções 

seccionalmente contínuas no intervalo —7 = x =7. 

Observe que as condições são mais fracas do que as exigidas pelos Teoremas 1 e 2 
da convergência ponto a ponto. A demonstração deste teorema pode ser encontrada 
em vários textos.* 


Observações 
1. Em alguns textos o termo “completo” significa completo em relação a todas as funções sec- 
cionalmente contínuas. 


2. As condições do teorema são suficientes mas não necessárias. Por exemplo, f(x) = log [cos 
(x/2)] não pertence à classe acima. j ; 
3. A convergência ponto a ponto não implica convergência em média. A primeira significa que 


lim AQ) = f(x) (a < x < b), 


n—o 


e a segunda significa que 


lim [LG — AF dx = 0. 


n—00 


Se os processos de integrar e de passar ao limite fossem comutativos, então a segunda afir- 
mativa seguiria da primeira. Infelizmente, nem sempre são comutativos. 


4.8 APLICAÇÕES DAS SÉRIES DE FOURIER 


As séries de Fourier podem ser aplicadas a uma grande variedade de problemas físi- 
cos. Como introdução, nos limitaremos aos exemplos a seguir. 

Exemplo 1. O circuito elétrico mostrado na Fig. 4.7 está sujeito a uma força eletromo- 
tiva variável E(t) periódica (mas não necessariamente senoidal). A resposta do sis- 


tema, a corrente I(t), deve ser encontrada. Sabe-se que a função I(t) deve satisfazer a 
equação diferencial 


I dI 1 dE 
L55+RS+tal=—: 
drtato d 
Sob condições de estado constante a função I(t) é também periódica, com O 


mesmo período T que E(t). Suponhamos que E(t) e I(t) possuam desenvolvimentos de 
Fourier (escritos sob forma complexa): 


+o 3 +o 
E)= DD Ee, O= E ger! (w= 2r/T). 


n=—o n=m—o 


*Por exemplo, Tolstov, Fourier Series, Seção 5.2; Kaplan Advanced Calculus, Seção 7.12. 
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C KO) R 


E(1) 
Fig. 4.7 


Além disso, suponhamos que as séries podem ser diferenciadas termo a termo tantas 
vezes quantas sejam necessárias: 


de & F 

—— = nwt 

di A. inw Ene", 

dI = inwt 
Pri pa inwcçe"“, 
EI = 2 O, inot 
de ~ p23 (—nfw ere". 


Substitua na equação diferencial e iguale os coeficientes de ein! nos dois lados da 
equação (por causa da propriedade de ortogonalidade). Então 


(—n?w2L + inoR + 1/COc, = invE,. 
Portanto, 


i(nw/L) 


(w — nº?) + 2anwi 


Cn = no 


em que w = I/CL é a frequência natural do circuito, e 2æ = R/L é o fator de 
amortecimento do circuito. Assim o problema está essencialmente resolvido, pois 
podemos obter os coeficientes de I(t) a partir dos coeficientes de Fourier de E(t) que 


+T/2 —inw 
E, = (1/T) h Ele“! dt. 


Observação. Para determinarmos a solução, admitimos válida a diferenciação termo a termo. Se 
as séries de E' e J" convergirem uniformemente, a validez de um tal procedimento estará garan- 
tida. No entanto, é possível enfraquecer esta exigência e demonstrar a validez do resultado sob 
condições bem mais fracas. Em particular, pode-se mostrar que o resultado é válido desde que a 
Série de Fourier de E(t) exista, não importando a convergência uniforme da série da derivada. 


Exemplo 2. A Fig. 4.8 mostra uma viga simplesmente apoiada. Observe a direção do 
exo y, escolhida a fim de tornar y(x) positiva. Suponha que a viga está uniformemente 
carregada com uma carga q por unidade de comprimento. Achemos a deflexão y(x) da 
Viga. Sabemos que a função y(x) satisfaz* a equação diferencial 


“Veja, e.g., Salvadori e Schwartz, Differential Equations in Engineering Problems, Seção 2.10. 
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Fig. 4.8 


dy _ 


dxi -7 q), 


onde q(x) é a carga por unidade de comprimento no ponto x (em nosso caso, q = 


constante) e 1/EI é a rigidez da viga. 
Como a função y(x) deve anular-se nos pontos x = 0 ex = L, talvez seja conve- 


niente desenvolvê-la em uma série de senos de Fourier 
oo 
nmx 
y(x) = > basen —- 
n=l L 
Supondo que é possível diferenciar a série termo a termo, quatro vezes, obtemos 


dty(x)  & (nr ntx 
Fea = L f bp sen EE 


Desenvolva também q(x) = q = constante em série de senos de Fourier 


q= È h 


n=1 


ntx 
L 
onde 
L 4q Aa 
peal q sen “F dx = nr (r=impan E 
0 
O (n= par) 


Substitua ambas as séries na equação diferencial e iguale os coeficientes (baseado na 
ortogonalidade de sen (n 7x/L). Isso fornece 


de maneira que 


= 4gLt = 1 nax 
Ve) Elx5 Re n5 Sape e i 
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Uma vantagem prática desta forma para y(x) é a convergência rápida da série (devida à 
quinta potência de n no denominador). Para x = L/2 (deflexão máxima) o segundo 
termo da série representa somente 1/3 = 0,00412 = 0,4% do termo líder. 


Observação. Como a série de q(x) le, portanto, a de d*y/dx*] não é uniformemente convergente, a 
validez do processo permanece duvidosa. No entanto, pode ser justificada muito facilmente por 
meio da teoria das distribuições (veja o Capítulo 6). 
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PROBLEMAS 
l. a) Demonstre que se f(x) é par e possui a propriedade f(x + L) = — f(x), então a série de 
Fourier em (-L, +L) possui somente termos em co-seno, de ordem ímpar, e vale a fór- 
mula abaixo 


L/2 
2 
a2m41 Z Jo) cos ZE Dex q, (m = 0,1,2,...)., 


b) Que condição se deve impor a f(x) para assegurar que sua série de Fourier em (—L, +L) 
possui somente termos em co-senos de ordem par? 
c) Deduza um teorema semelhante para (a), no caso de funções ímpares. 
2. Mostre que se uma função f(x) se anula para x = 0 e sua derivada f'(x) se anula para x = L, 
então pode ser representada, no domínio 0 = x = L, por uma série de senos contendo so- 


mente termos de ordem ímpar. 


oo 


fœ = PD  brsen(nmx/2L) 
ERRA 


n=l, 


3. a) Mostre que a função dente de serra (Fig. 4.9) tem a seguinte série de Fourier 
oo 
a 2ant 
s=- a basen T> 
2 n=l T 


e ache a fórmula para b, 


fu) 


a> 


F aT T T 27 3T 
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4. Ache a série de Fourier no intervalo 


5. Uma corrente alternada i(t) = A sen wt passou por 
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b) Faça um gráfico preciso das somas parciais 


N 
a 2rnt 
N =- — a 2, basens’ 
ent) = 2 F 
T). Superponha todos os três gráficos sobre um gráfico 
o de convergência da série de Fourier. 
(0, T) para a seguinte onda triangular 


para N = 1,2, 3 no intervalo (0, 
de fit) a fim de ilustrar O process 


—[ayT O<t<TID, 
je 2a(1 — t/T) (T/2 <t <T). 


a) um retificador de meia onda, que transmite a corrente somente quando ela passa na dire- 


ção positiva e 
b) um retificador de onda completa, 


rente. 
Mostre que no primeiro caso a corrente de saída é 


que transmite o valor absoluto (instantâneo) da cor- 


A uA notat cos (n + Dot 
m 2 T n=13.5,... n(n + 2) 


e que, no segundo caso, é 


2A 44 É cos not | 


T T n=2,4,6,... N2 — 1 


. Desenvolvendo fix) = cosh ax em série de Fourier, mostre que 


ad n 
ohar = senhar + 2a senhar (—1) 


cos nx — 
ar x An +g ( T<x<T). 


- Desenvolva f(x) = cos kx, onde k não é um inteiro, em série de Fourier, no intervalo (—7, 


+r). 
+ Mostre que 
senh max 2 (-1)°b?°n mra  nTX 
b r 2n2 senh —— sen — (-r<x<r) 
T n=1 b2n2 + a?m2 b E T). 


. Desenvolva a função 


1 (0<r<h) 


Doe pe do) SS cons) 


fe) = | 


em série complexa de Fourier em (0, 27). Após f; i a 
mosireique + 27). Após fazer isso, transforme a série em série real, € 


a 1 
2 Henn =t) F Fenni. 
n=l” n 


1 
T 


0 =55+ 


10. Mostre que a função 


1 — x/2h (0<x< 2h), 


sw- 
0 (2h < x < 2r) 
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pode ser representada no intervalo (0, m) pela série em co-senos de Fourier 


o 2 
SG) = ak +» (er) cos ne E 


n=1 


Qual a série em senos de Fourier correspondente, para o mesmo intervalo? 
11. As séries de Fourier podem ser usadas para calcular certas somas importantes. Por exemplo: 
a) Mostre que 


TX o 1 
AG) = =" 2 q Sen nx. 


b) Nes ambos os lados e calcule a constante de integração a fim de obter a função fáx), 
que 


fa) = $ (cos nx/n?). 


n=l 


Você pode justificar a validez da integração termo a termo? 
c) Faça x = 0 e mostre que J` r1 (1/n2) = 72/6. 
d) Desenvolva mais esta idéia para demonstrar o resultado 


o 
> /n*) = nº/90. 
n=l 
e) Verifique o resultado obtido em (d) por meio da equação de Parseval aplicada à função 
fdx) obtida em (b). 
12. Um oscilador harmônico amortecido sob a influência de uma força externa periódica f(t) 
obedece à equação diferencial 


mk + AX + kx = f(t). 


Supondo uma solução de estado constante, resolva o problema pelo método das séries de 

Fourier. Em particular, ache a série explícita para x(t) se fix) for a onda triangular do Pro- 

blema 4 acima. . 
13. Uma viga simplesmente apoiada, como a mostrada na Fig. 4.8, suporta uma carga variável 

(por unidade de comprimento) q(x) = (alLjx. 

a) Mostre que a deflexão é dada por 


2aLt & (—1) +! mx 
= — ——— sen—— 
O = n L 


problema (integrando a equação diferencial) e 


b) Ache uma fórmula para a solução do 
E dio é somente 0,387%, se usarmos apenas 


mostre que o erro para a deflexão no ponto mé 
o primeiro termo da série de Fourier. 
14. Uma força eletromotriz periódica (mas não 
circuito LRC da Fig. 4.7. 


harmônica) [com E(t + T) = E(t)] é aplicada ao 


Eod + 4t/T) (-T/2 < t < 0), 
ENS È L 4t/T) O< t< T/D 


a) Ache a solução para a corrente I(t) na forma de série de Fourier 


K) = co + S casen (nwt + $r), 
ns] 
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onde w = 27/T; observe o uso de funções seno. 

b) Seja R = 1,60, L = 6,35mh, c = 4pf, Eo = 12 Ve T = 5 x 107?s. Prepare suas expres- 
sões para c, € tg &, para cálculos numéricos rápidos e calcule €n € tg n atén = 13. 

c) Explique a razão física do domínio da amplitude c5 sobre todas as outras. Comente o 
comportamento de Qn. 


A Transformada de Laplace 


5.1 CÁLCULO OPERACIONAL 


A relação 
E FO) = fo) 


pode ser descrita pela seguinte afirmativa: Uma certa operação, chamada de diferen- 
ciação e representada por d/dx, deve ser efetuada sobre a função F(x); o resultado 
desta operação é uma outra função, f(x). Para dar ênfase ao tratamento de d/dx como 
operador, representamo-lo por D. 

Após deduzir as regras 


Dx” = nx", 
D(Ax" + Bx") = AD(x") + BD(”) (A, B = const), 


podemos obter a derivada de um polinômio arbitrário. Neste método de tratar o pro- 
blema, não se faz nenhuma referência a infinitesimais ou a limites, e o cálculo de 


derivadas é feito por meio de manipulações formais. 

Foi sugerido, principalmente por Heaviside, que o operador D pode ser tratado, 
sob muitos aspectos, como um número comum. Considere o seguinte exemplo: Procu- 
Tamos uma integral particular da equação diferencial y” — 3y' + 2y = x?. A equação é 
reescrita, sob forma operacional, como 


(D? — 3D + 2y = x°’. 
Fatorizamos, então, a expressão quadrática em D, 
(D — IXD — Dy = x’, 


e “dividimos” a equação por (D — 1) (D — 2): 
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x? 


E 
V=(D-D-2 
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Além disso, o lado direito desta equação se decompõe em frações racionais 


x? os 


— —— 


Pp D-! 


e “desenvolvemos” os fatores IKD - Be IKD — I): 


E S SERES EE y gs e , 
D-1 1— 
e, fio Air sig ud De DEDE a, 
D-2 21-D/2 2 4 8 16 
Estas “séries operacionais” operam sobre a função x?: 
(-1- D- D — = =x? — 2x — 2, 
e | T a 
274 8 Pesa 


O resultado notável destas liberdades tomadas com a operação de derivação é 
que a função y(x) = 1/2x2 + 3/2x + 7/4 é realmente uma integral particular de 
y" — 3! + 2y = x?, como pode ser verificado por substituição. Não é difícil achar 


, 


muitos outros exemplos em que este processo estranho funcionará. Por outro lado, ele 
evidentemente não faz sentido como uma teoria geral do cálculo diferencial. 

Verificou-se que as operações empregadas acima estão estreitamente relacionadas 
com as propriedades da chamada integral de Laplace 


[erros dx, 


0 


e que a teoria desta integral pode fornecer uma base para a compreensão do cálculo 
operacional. 


5.2 A INTEGRAL DE LAPLACE 


Se uma função ftt) está definida na região 0 = t < o, com t e fit) reais, então a função 
F(s), definida pela integral de Laplace 


F(s) = f ° e™™ f(t) dt (s = complexo), 


é conhecida como a transformada de Laplace de fit). Simbolicamente, 


F(s) = L1), 
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dando ênfase ao ponto de vista de que F(s) é o resultado de uma certa operação (como 
definida acima) efetuada sobre uma função f(t). 


Observação. Em muitas aplicações, a variável s pode estar restrita a valores reais. No entanto, é 
conveniente trabalhar com o caso geral de s complexo. 


Exemplos 
LA)=1t_ F(s) = f te“ dt = 1/5? (Res > 0). 
Observe que se s é complexo es = o + iw, então 


F(s) =f te t'e"! dt 


o E o 
=f te"! cos wt dt — if te~” senwt dt. 
0 


Ambas as integrais convergem se o > 0 e divergem se o < 0. Para o > 0, o cálculo de 
seu valor pode ser convenientemente estudado na forma complexa (usando integração 
por partes). 


2 f)=1, F6) =f e™ dt = 1/s (Res > 0), 


Usando integração por partes e indução, 
3. A) = ť (n = inteiro), F(s) =f te™dt = n!/s"t! (Res > 0). 
0 


Usando a definição da função gama, 


1 
4. KA = © (a > —!), F(s) = Me +D (Res > 0). 
5. KN = e", F6) => es > a), 


k 
6. A) =senkt, F(s) = zz FE (Res > 0), 


T. K) = coskn F6) =; p Res> 0 


integral de Laplace converge, em geral, para s 
€m uma certa região (no plano s complexo). Uma característica a da integral de 

place é que esta região pode ser caracterizada por Re s > a, a e E uma cons- 
tante real. Em outras palavras, a integral de Laplace converge à direita de uma certa 


reta vertical no plano s (Fig. 5.1). 


Destes exemplos, é evidente que à 
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Linha de convergência 


De: 


Região de divergência À Região de convergência 


Fig. 5.1 


Naturalmente, há funções para as quais a integral de Laplace diverge para todos 
os valores de s; em outras palavras, estas funções não possuem transformada de La- 
place. Por exemplo, f(t) = e”. A integral f” e"-st dt diverge para todos os s complexos. 
Assim, o primeiro problema na teoria das transformadas de Laplace é determinar a 
classe de funções e os valores de s para os quais a transformada existirá. 


Definição 1. Uma função definida no intervalo (infinito) a = t < œ é chamada 
contínua por pedaços em (a, %), se para todo intervalo finito a = t = b a função 


possui um número finito de descontinuidades tais que, em cada descontinuidade 
t = to, Os limites fito + 0) e fito — 0) existam. 


Observação. Isso é uma extensão da definição de contínua por pedaços em um intervalo finito, 
empregada na Seção 4.6. 


Definição 2. Uma função f(t), definida no intervalo a = t < œ é de ordem expo- 
nencial oo, se 


le CAD <M (Fo = real), 


onde M é uma constante (real positiva). Em outras palavras, f(t) não cresce mais 
rapidamente do que e%' (para um certo 09) quando t — œ. 


Teorema de existência. Se f(t) é uma função contínua por pedaços para 0 < t < % e 
é exponencial de ordem go, então a integral de Laplace 


FO) = LO) = f ° e" f(t) dt 


converge para Re s > o. Além disso, a integral é absoluta e uniformemente con- 
vergente para Res = o, (0, = real), se o, > oo. 


Demonstração. Seja s = o + iw e considere 
R R 
Grs) =| eKA de =| Je AO dt. 
a(s) = f TIRO de = [ e" ISO] de 


Há um número finito de descontinuidades (m, por exemplo), em 0 = ¢ =£ Ri 
represente-as por t4, f2,..., fm €, além disso, faça to = 0. Então, 
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R m tim R 
Gr(s) = f EIKO dt = 2 J e™ KO] dt + I eco] dt 
i= i tm 


m tim 
<bLM 


i=0 ti; 


R 
Et dt + nf e79 7o) dt 
tm 


usando a Definição 2. A integração fornece 


M m t; R 
Gi) <= pet q M genon 
T — To i=o i T — To ; 
M i ; 
= —— [1 — eo < =M; 
0 — do Zo — do 


pois os termos da soma se cancelam aos pares. A cota superior M/(o — co) é indepen- 
dente de R. Portanto, a função G(s) é limitada quando R > œ. Como é monótona 
não-decrescente (integrando não-negativo), deve tender para um limite: 


lim [Je A)| de 
R5o 


fo Ie" sol dt = 669) 


lim Gx(s) X 
R—=æ 0 


A existência de G(s) implica a convergência absoluta da integral de Laplace e, por- 
tanto, a existência da transformada de Laplace 


SU) = IR efa (Res > co). 


A convergência uniforme quando Re s = o; (com o; > so) é demonstrada pelo teste M 
de Weierstrass para integrais: 


f Pef de < | R e"f) dt (para todo R). 
0 0 


Observe que a integral de Laplace é convergente na região aberta Re s > o,, mas 
uniformemente convergente na região fechada Res = o, (onde o, > 09). 


Observação. A propriedade da continuidade por pedaços assegura a existência das integrais fini- 
tas (extensões são possíveis); a propriedade da ordem exponencial assegura a convergência no 
infinito. 


As condições sobre fr) impostas no teorema de existência são suficientes. mas 
não necessárias. Há funções que não são de ordem exponencial, mas, no entanto, 
Possuem transformadas de Laplace, por exemplo, 


fD = 21” cos e”. 


encial, pois e? > Me” para t suficientemente 


Esta função nã expon : 
neo nani € de grier er er M e co. No entanto, a integral de La- 


E não interessa quão grandes possam s 
place 


o 2 
Í em''21e” cos e” dt 
0 
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existe para Re s > 0. Com efeito, integrando por partes, temos 


2 = 121” o —st t? 
I e™2te" cose” = e™"sene | + sf, e™sene dt 
0 
o 


[o 2 
= —senl + sf e''sen e” dt. 
0 


Como |sene”| é limitado, a última integral existe para Re s > 0. Portanto, fft) possui 


uma transformada de Laplace. ? e 
Diga-se, no entanto, a bem da verdade, que funções como esta dificilmente apare- 


cerão em problemas físicos. 
5.3 PROPRIEDADES BÁSICAS DA TRANSFORMADA DE LAPLACE 


A característica fundamental da transformada de Laplace, ocasionada pela própria na- 
tureza da integral de Laplace, é que duas funções idênticas em 0 = t < %, mas distintas 
em outros pontos, possuem a mesma transformada de Laplace. 
Por exemplo, a função escada 
O (t< 0), 
st) = | (<0) 
1 (4>0) 
possui a transformada de Laplace 
{S(O} = f e dt = 1/s (Res > 0), 
0 


que é idêntica à transformada de Laplace da função fit) = 1 (para todo 1). 


Em geral, as duas funções (Veja Fig. 5.2) f(t) = fit) e fdt) = fit) S(t) possuirão a 
mesma transformada de Laplace 


Ao | KONG 


Fig. 5.2 


Observação. Uma situação semelhante ocorre nas séries de F 
que são idênticas no intervalo - r = 
série de Fourier (de período 2 7). 


ourier: Duas funções, f(x) e fáx) 
* = 7, mas diferentes nos outros pontos, possuirão a mesma 


l Em verdade, se uma certa função fft) possui a transformada de Laplace F(s), é 
mais conveniente considerar F(s) como sendo a transformada de Laplace da função 
HuS(t) em vez da de ft). A razão para isso talvez se torne clara por meio do seguinte 
exemplo: 

f Suponha que a função f(t)S(t) é deslocada” de um comprimento a para a direita 
(Fig. 5.3). A transformada de Laplace de fit — a)S(t — a) é 


Lt — st — a) = I "e"f — aS — aydi (a> 0). 
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Fazendo a mudança de variáveis, t = + + a, obtemos 


[ e™ fit — a)St — a) dt = Í 


0 


e C+O AT)S(r) dr= a eTfHTS(T) dr, 


ou 


LUG as — a) =evetro) (a>). 


A função fit) original para t < 0 


flt—a)S(t—a) 


Fig. 5.3 


Esta relação é frequentemente chamada de propriedade do deslocamento (ou proprie- 
dade da translação): Se uma função fit) é “truncada” por meio da multiplicação por 
S(t) e a função resultante f(t)S(1) é deslocada para a direita de uma distância a, então a 
transformada de Laplace é multiplicada por e“. A referência ao “'truncamento” é, 
então, evitada se a fórmula acima for reescrita sob a forma 


LU — a)s( — a)) = e LHS (a > 0). 
Vale a pena enfatizar a condição a > 0. A propriedade do deslocamento não vale 
para a < 0. ““Truncando” ou não a função f(t), quando transladada para a esquerda, a 


nova transformada não terá, em geral, nenhuma relação com a transformada original. 
Conhecendo a propriedade do deslocamento e observando que 


£{1} = 1/s, £{e"} = 1/(s- a) (Res> a), 


parece lógico perguntar se uma propriedade análoga existirá caso f(t) seja multiplicada 
por uma função exponencial. Com efeito, 


Eef) = S? SO de = [Peter de 


Fazendo s + a = r, obtemos 


A e+ A(O) dt = F(r) = F(s + a) 
0 


de maneira que 
et HO = F(s + a), 


em que F(s) =£(f(t)). Este resultado pode ser chamado de propriedade de amorteci- 
mento (ou propriedade de substituição): Se flt) for ''amortecida pelo fator exponen- 
cial e-a, então a transformada será deslocada (para a esquerda em rëlação a nova 
variável s. Observe que a propriedade do amortecimento é válida quer a seja positivo, 
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quer seja negativo. No entanto, a transformada terá geralmente regiões distintas de 
existência [como Re s > a para lts — a) versus Res > 0 para l/s). 

Observação. O termo “amortecimento”, tomado emprestado à engenharia elétrica, geralmente 
significa multiplicação por e-%t, coma > 0. Este é o caso na maioria das aplicações práticas, e 
portanto o nome propriedade de amortecimento é mais descritivo do que propriedade da substi- 
tuição, que lembra a substituição de s por s + a. 


Talvez a propriedade mais importante da transformada de Laplace seja a relação 
simples entre L(ft)) e £(f(1)) . Suponha que fit) seja contínua e integre a integral de 
Laplace por partes: 


W gt Era —st a © stf d 
f et tt) dt (1/5) OR +1/sf ess! f'(1) dt 
ou 


s E et fo) dt = f0) + f ° e™™ f(t) dt. 


Supondo que £L(f(t)) existe, isso pode ser escrito como sendo 
LU) = selo) — SO 
que é conhecida como a propriedade da derivação. 


Observação. A integração por partes não é permissível, a não ser que fit) seja contínua. Por 
outro lado, f'(t) pode ser contínua por pedaços. Para uma extensão desta fórmula, quando f(t) é 
contínua por pedaços, veja a Seção 5.7. 


A propriedade da derivação forma a base da maior parte das aplicações da trans- 
formada de Laplace e lança luz sobre o cálculo operacional de Heaviside. 


Exemplo. Procuremos uma integral particular da equação diferencial y' — y = e™7. 
Multiplique a equação por e~% e integre de 0 a oo. Seja . 


LOC) = Y(s). 
Então, empregando a propriedade da derivação, deduza que 
[sY(s) — v(0)] — Y(s) = 1/(s + 1). 


Suponha que y(0) = 0. Se procurarmos uma integral particular arbitrária, esta escolha 
será somente uma questão de conveniência. Então (s — 1) Y(s) = Is + 1),e 


Sabemos, pelos exemplos precedentes, que 


Le) = 1/(s— 1) e £L(e*) = 1/(s + 1). 


Segue-se que Y(s) é a transformada de Laplace da função y(x) = 4 e7 — 4 e77, que 
realmente é uma integral particular da equação diferencial dada. 
Não é difícil agora deduzir a fórmula para a transformada de Laplace da segunda 
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derivada ou, em verdade, para a derivada de ordem arbitrária. Substitua f(t) por f'(t), e 
ft por f'(t) na propriedade da derivação e obtenha 


LLSD = sL} — F'O 
ou 


LU) = sL — sF) — f0). 


Esta fórmula é válida, naturalmente, desde que f(t) seja contínua (e f, f ef"! possuam 
transformadas de Laplace). 
A fórmula geral para a derivada n-ésima, deduzida por indução, é 


n 
EU = LA — Z si peço), 
k=1 
onde f™X(t) é a m-ésima derivada de f(t) e f™(0) é seu valor em t = 0. 


5.4 O PROBLEMA DA INVERSÃO 


O exemplo da seção precedente, envolvendo uma equação diferencial, fornece um 
modelo para o uso da transformada de Laplace na solução de problemas semelhantes: 
Aplicamos a transformação de Laplace à relação satisfeita pela função desconhecida 
fit). O resultado é uma relação satisfeita por F(s) =£(f(t)). A partir desta relação, F(s) 
pode (em princípio) ser determinada. O terceiro passo é encontrar a função desconhe- 
cida f(t) a partir de sua transformada de Laplace F(s). Este último problema envolve 
efetuar a chamada transformação de Laplace inversa. 


Relação satisfeita por ftt) 
(uma equação diferencial, 
por exemplo) 


Relação satisfeita por F(s) 
(eventualmente mais simples) 


Primeiro passo: 
Transforme. 


| 

(A solução direta é difícil) 
1 

| 


Segundo passo: Ache F(s). 


F(s) foi encontrada 


fit) foi encontrada 


Terceiro passo: 
Inverta. 


Fig. 5.4 


Estas idéias são convenientemente representadas pelo fluxograma da Figura 5.4. 
O primeiro passo é simples: as integrais de Laplace devem ser calculadas. O segundo 
passo, achar F(s), deveria ser bem simples (se não o for, não vale a pena usar a trans- 
formada de Laplace). O terceiro passo é, talvez, o mais difícil e usam-se vários méto- 


dos para efetuá-lo. a: 
O problema da inversão é muito facilitado pelo fato de que a transformada de 


place representa uma transformação linear ou seja, possui as duas propriedades 
fundamentais abaixo: 


a) c{af(t} = astf(o) (a = const), 
bD) L + fd) = LAY + LU) 
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Estas duas propriedades provêm do fato de que o operador £, que transforma f(t) em 


F(s) é um operador integral*. 
Levando isso em conta, esperamos que se uma transformada F(s) pode ser de- 


composta em duas partes, 

F(s) = Fi(s) + Fa(s), 
então pode ser invertida termo a termo, escrevendo 

SO = fito) + So), 
onde 

Fis) = £LUi(O), e Fls) = LA). 
Simbolicamente, isso é escrito como 
29) + Fo) = £7 HEF) + 2 HEF), 


onde o operador inverso £”! transforma a função F(s) na função correspondente f(t). 
Semelhantemente, esperamos que 


LT {aF(s)} = ag (FS) (a = const). 


Estas relações significam que £~! é, presumivelmente, também um operador linear. 


| AU) 


Fig. 5.5 


Observação. A linearidade de £ somente não é suficiente para demonstrar que £~ é também 
linear. O que realmente ela acarreta é que as duas funções 


SO) = £-1HFi(s) + F2(s)} e fe) = LHF) + 7HE) 


possuem a mesma transformada de Laplace. No entanto, isso significa que f(t) e ft) são iguais? 


Não necessariamente, mesmo se só tomarmos valores 0 = 1 < œ, Por exemplo, as duas funções 
(Fig. 5.5) 


f) =1 (todo + > 0), 


fo) = f (t = inteiro), 


1 (t = não-inteiro) 


*As propriedades (a) e (b) são propriedades gerais das integrais. 
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não são iguais, mas possuem a mesma transformada de Laplace. A dificuldade deveria desapare- 


cer se a transformada inversa fosse única (duas funções diferentes não poderiam ter a mesma 
transformada de Laplace). 


DE Um ertia Pon de vista, por exemplo, o de um físico, funções como ft) são 
“anormais, e não deveriam ser levadas em conta. Então, talvez fi(t) possa ser enca- 
rada como sendo a transformada inversa de F(s) = 1/s. 

Vários teoremas foram propostos para tornar esta idéia rigorosa. Por exemplo, 
pode-se mostrar” que, se nos limitarmos às funções (reais) 


a) contínuas por pedaços e suaves por pedaços (i.e., possuem uma derivada contínua 
por pedaços) em (0, co), 

b) de ordem exponencial 

c) definidas por 3[f(xo + 0) + fixo — 0)] em cada descontinuidade de salto xo, 

então duas tais funções que possuam a mesma transformada de Laplace F(s) devem 

ser iguais. Em outras palavras, a transformada inversa é única na classe destas fun- 

ções. Este teorema é suficiente para a maior parte dos problemas físicos. 


5.5 A DECOMPOSIÇÃO EM FRAÇÕES RACIONAIS 


Em um grande número de problemas práticos, a função F(s) a ser invertida? é uma 
função racional de s. Neste caso, um método muito geral, mas eficiente, pode ser 
apresentado para a solução do problema, como ilustrado abaixo por meio de uma série 
de exemplos. 


Exemplo 1. Ache f(t) se F(s) = 1l(s? — 5s + 6). 


Verifica-se facilmente que esta função pode ser decomposta em frações racionais 
elementares: 


1 EE UNE AN 
G-)(S-3) s—-3 s—2 


F(s) = 


No espírito da discussão da seção precedente, podemos concluir que 


A idéia usada acima pode ser aplicada a todas as funções racionais F(s), ou seja, 
funções do tipo F(s) = P(s)/O(s). onde P(s) e O(s) são polinômios em s. Sem perda de 
generalidade, podemos supor que O(s) tem grau maior do que P(s). Com efeito, se isso 
não fosse verdade, poderíamos dividir P(s) por O(s) até obtermos um resto da forma 


desejada, ou seja 
F(s) = R(9) + Pil)/ 069), 


onde R(s) e P (s) são polinômios e Q(s) tem grau maior do que P (s). 

Observação. O caso é que grau P(s) = grau Q(s) não ocorre comumente na prática, pois um 
“ £ - + 

polinômio R(s) não possui uma transformada de Laplace inversa. 


onal Mathematics, Capítulo 6. + 


de Laplace inversa. ; 
see Capítulo 6, em particular na p. 236. 


ro i 
veja, por exemplo, Churchill, Operati 
Ro é, que será submetida à transform 

Veja, no entanto, a discussão da função delta no 
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A decomposição de uma função racional está baseada no conhecimento das raízes 
do denominador Q(s). Se os coeficientes de Q(s) são reais, então sabemos da álgebra 
que Q(s) pode ser fatorizado (a menos de um fator constante) em fatores de dois tipos: 
1. (s — r)" para cada raiz real r de multiplicidade m; 

2. (s? + as + b)" para cada par de raízes complexas conjugadas (satisfazendo s? + as 
+ b = 0) e de multiplicidade n. 

Correspondentes a cada raiz real r, há um conjunto de m termos na decomposição 

de P(s)/Q(s), do tipo 


Ai 
(s-r) 


Ao 
(s— 1)? 


Ás Am 


j tocat U tg 


(A; = const). 


Correspondentes a cada par de raízes complexas conjugadas, há um conjunto de ter- 
mos do tipo 


Bis + Cı Bəs + C2 


= + Bis + CG 
(2 +as+ b) (s2+as+b 


(s2 + as + b) 


Paese (B;, Ci = const). 


Cada uma destas frações elementares pode ser invertida de maneira simples, usando a 
regra do amortecimento e as transformadas das potências de t e das funções trigono- 
métricas. Em particular, 


= A PR 
z E VEM 


pelo resultado do Exemplo 3 da Seção 5.2 e pela propriedade do amortecimento. 
Para os fatores quadráticos, é conveniente completar o quadrado: 


s? + as + b = (s + a/2)}? + (b — a?/4) = (s + a/2)}? + c°. 


[Observe que b — a?/4 > 0; de outra maneira, as raízes não seriam complexas. Assim, 
c é real.] Podemos, então, escrever 
Bs+4C 2 B(s + a/2) + (C — (a/2)B) 
s +as+b (s + a/2)2 + c2 


= p sta? , _[C — (a/2)B] 
(s + a/2)}2 + c2 © (s F a/2)2 + ` 


Podemos deduzir, usando os resultados dos Exemplos 6 e 7 da Seção 5.2 e a regra do 
amortecimento, que 


go G Ea = Bet 


(s + a/2)2 + c2 E cos ct 


RE í C — (a/2)B | = C> (0/2)B ay 


(s + a/2)2 + c2 c sen ct. 


Pode-se também deduzir uma fórmula geral para a inversão de 


B(s + a/2) + [C — (a/2)B] 
[(s + a/2)2 + c2} (k > 1), 
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No entanto, no caso de raízes complexas múltiplas, é mais conveniente usar a técnica 
geral complexa, empregada quando O(s) possui coeficientes complexos. Neste caso, 
não há necessidade de introduzir fatores do tipo 2 na fatorização de O(s): O polinômio 
O(s) pode ser representado como produto de fatores do tipo 1 com raízes complexas, € 
a inversão pode ser efetuada sob forma complexa. Se necessário, o resultado final f(t) 
poderá ser dividido em parte real e imaginária, ao fim do processo. 


Exercício. Mostre que a regra do amortecimento é válida mesmo se a em F(s + a) é complexo 
(isso é necessário para a inversão sob forma complexa descrita acima). 


Exemplo 2. Ache f(t) se 
2 
gs brio. 
C- DE + DE -—6) 
A fatorização do denominador já está realizada e a decomposição é da forma 


A B C 
EP qa O 


F(s) = 


Portanto, 


A(s + 2)X(s — 6) + B(s — 1Xs — 6) + C(s — Is + 2) 
(s — D(s + 2X(s — 6) 


3 -2+16 
~ C—-DC+E— 6) 


Acarretando a identidade válida para todo s: 
A(s + 2s — 6) + B(s — 1X(s — 6) + C(s — IXs + 2) = 3s? — 2s + 16. 


Em princípio, poderíamos obter A, B e C igualando os coeficientes das potências de s. 
No entanto, este não é o método mais rápido*. E mais proveitoso observar que, como 
a equação acima é válida para todos os valores de s, podemos fazer s igual a qualquer 
número que desejarmos. 

Se fizermos s = 1, obteremos imediatamente 


AQ + 21 — 6) = 3 — 2 + 16, ou A=-—I. 
Semelhantemente, com s = —2, obteremos B = 8/9, e com s = 6, obteremos 
C = 19/10. O restante do problema (de inversão) é simples: 

fo) = -He + $e” + ef. 


Não é difícil ver que este método fornecerá resultados rápidos sempre que O(s) 
Possuir raízes simples. Em verdade, este caso pode ser liquidado de uma vez por todas 


Por meio das seguintes fórmulas: 


` 


Q(s)= 4 II (s-r) (4 = const), (1) 
i=l 


Par io E d fu = . . . 
. Ea é so no caso de funções racionais mais 
Conduz a três equações com três incógnitas. O método é bet tabalo 
complicadas. 
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em que o símbolo II designa o produto de n fatores, 
[lc-=6-"D6=-"D 6" 
i=l 


onde rdi = 1.2,3,...n) representa as n raízes (simples) de O(s); 


F(s) = P(s)/Q(s) = 1/4 2 Aills — ri); (2) 
A; = P/i -r G=13..on) (3) 
onde o símbolo = 
II 
Æj 


significa que o produto é tomado de i = lai = n, mas com a omissão do fator 


correspondente ai =j. Além disso, 
HO = (1/4) D Aie. (4) 
i=1 


Este resultado extremamente útil é, por vezes, chamado de teorema do desenvolvi- 
mento de Heaviside. Uma outra forma deste teorema é: Se todas as raízes r; de O(s) 
forem simples, e se o grau de P(s) for menor do que o grau de O(s), então - 


—l P(s) = Z P(ri) řjt 
é oO) - E ge 


onde Q'(r)) é a derivada de O(s) calculada no ponto s = r;. 
Esta forma do teorema segue-se do fato de que se 


069) = A II 6-9, 


então 


or) = ATL 6 — r 


ij 
(como verificado no cálculo elementar). 


Exemplo 3. Ache f(t) se F(s) = Is? + s? +s + 1). 


. Mesmo que Q(s) não esteja escrito sob forma fatorizada, nosso conhecimento de 
álgebra deveria mostrar-nos que, multiplicando Q(s) por s — 1, então 


(s = IXs? + s? + s+ 1) = st — 1. 
Portanto 


Fe) =l- rna SAE O 
“-lL @+DGE+IL-=-D 6 FDEFD 


Mesmo que a decomposição real 


A TRANSFORMADA DE LAPLACE 195 


A B's + C' 
F(s) = — 
(s) pit FI 
esteja disponível empregaremos a decomposição complexa 
A B C 
F(s) = aen A 
(3) FR Ra r 
Usando o teorema de desenvolvimento de Heaviside, achamos que 
l 1 
A = —— = y 
(CI1+ŅX-1-ġ) 2 
1 1 
B = >n C = -(— À 
eree a 


1 1 
C = ~~ = —(— ==] 
CRC a 
de maneira que 
Gl +ù 


E ce (ID 
sO = 5e E a OR 


Esta expressão é facilmente transformada em forma real: 
f(t) = de”! — à cost + sent. 
Exemplo 4. Ache f(t), sabendo que F(s) = sºls — 1)º. 
Pelas leis da álgebra, F(s) pode ser decomposto em frações elementares: 


A B (o 


M= beor GEP 


Então E j 
Als — D+ B(s—DAC s 
re) = “E G- 1) > GIP 


implica que 
Alis — D2+Bs—-D+C=s?. 


Seguindo a idéia do Exemplo 2, podemos obter C facilmente fazendo s = 1; então 
c ze L. . - 

No entanto, qualquer outro valor de s fornecerá um sistema de equações para À e 
B. Podemos obter À e B por um método mais fácil? Nossa experiência do cálculo pode 
sugerir que diferenciemos nossa igualdade em relação a s: Se ela se verifica para todos 
oss, então 


24(s — D+ B = 2s 


deve também se verificar para todos os $- Se fizermos agora s = 1, obteremos imedia- 
tamente B = 2. Da mesma maneira, podemos diferenciar mais uma vez € obter 24 = 2, 


donde A = 1. Nosso resultado é então 


196 FÍSICA MATEMÁTICA 
s? 1 + -a2 + e SS : 
F)=>1p>G-D 6-1" 6-3 
de maneira que 
Ho) = d+ dx + eg = dd ++ 2/2. 
A idéia usada neste exemplo pode ser generalizada e expressa no seguinte teorema: 


Teorema geral de Heaviside. Seja F(s) = P(s)/Q(s), onde P(s) e O(s) são polinô. 
mios e o grau de Q(s) é maior do que o grau de P(s), e seja s =r uma raiz de Q(s) 
com multiplicidade m(m = 1). Então F(s) pode ser decomposto como segue: 


OH e 
k=1 (s 


— Pk 
onde H(s) é finito em s = r (pode ser zero) e 


1 dr 


At = Tm — k don 


G(s), 


com G(s) definido por G(s) = F(s)(s — r)”. 


Observe a semelhança entre a expressão para A, e a fórmula do resíduo (se k = 1) 
de uma função que possui um pólo de ordem m. 


Exercício. Demonstre o teorema geral de Heaviside. [Sugestão: considere F(s) como uma função 
da variável complexa s. Mostre que só pode possuir singularidades isoladas e considere o desen- 
volvimento de Laurent em torno de uma delas.) 


5.6 O TEOREMA DA CONVOLUÇÃO 


Considere o problema das oscilações forçadas de um oscilador harmônico amortecido. 
Podem ser descritas pela equação diferencial 


ï + 2až + wox = f(t) (è = dx/dt, etc.) 


e condições iniciais x(0) = x, e x(0) = vo. O método da transformada de Laplace pede 
que tomemos a transformada da equação diferencial 


s?’ X(s) — sxo — vo + 215 X(s) — 2Axo + wa X(s) = F(s), 


) em que F(s) =£{f(t)} é conhecida, e procuramos X(s) =Lix(t)). 
Esta equação é agora resolvida, para obtermos X(s): 


X(s) = Mo + do + sxo F(s) 
S H2S s? Hs + w 


= Xi(s) + Xo(s). 


O primeiro termo pode ser invertido de uma vez por todas. É lógico esperar, e fácil de 
verificar, que ele dá origem à solução da equação homogênea com as mesmas condi- 


ções iniciais dadas, x(0) = xo, x(0) = vo. Com efeito, use a técnica das frações racio- 
nais: 
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2Axo + Vo + SXo _ xo(s + à) vo + Axo 
tot CE 2 
$AH CANA) (A+ (vê DR?) 


supondo, tacitamente, para sermos específicos, que w? >A? 


sejam complexas; este é o caso mais comum na.prática. O la 
o transformado de 


, de maneira que as raízes 
do direito desta equação é 


— 
x(t) = xoe™™ cos wt + Do + Axo mx senwt 
w 


(w E N wo == Nº) 


e esta função realmente satisfaz a equação homogênea com as condições iniciais espe- 
cificadas. 
Todo este problema reduz-se, então, à inversão de 


roco. 
s? + 2s + w 
Vimos que a função x(t) = L-'(Xs)) representa a resposta do oscilador harmônico à 
influência externa caracterizada pela função ftt) [ou sua transformada F(s)]. Além 
disso, espera-se que a função xt) satisfaça as condições iniciais x,(0) = 0, x(0) = 0, a 
fim de que a solução completa satisfaça as condições iniciais dadas. Em outras pala- 
vras, ela representa a resposta de um oscilador harmônico inicialmente em repouso à 
função fit). 

Do ponto de vista da teoria geral das equações diferenciais, a função xt), é, 
então, uma integral particular da equação não-homogênea, enquanto que x(t) é uma 


função complementar. 
entre a decomposição de x(t) em duas partes no método da 


do da função complementar é que, no primeiro caso, ambas as 
pecificadas. No segundo, isso não acontece e o ajuste das 


Observação. Uma diferença sutil 
transformada de Laplace e o méto 
partes possuem condições iniciais es 
constantes arbitrárias é feito no final. 


Atacamos agora o problema geral de inverter 


F(s) 
s + 2s + wo 


Xo(s) = 


A estrutura de X (s) é sempre a mesma: É o produto de duas funções de s, 


1 . 
F(s) .e G(s) = 24 ZA + ui 


; z idas: é fft) e a outra é 
As inversas destas duas funções são conhecidas: Uma é f(t) 


-1 La = Le™ sen ot 
g= g s + 218 + w l 


(w = V wg — a’). 
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t = 0, mas sua derivada não. Isso pode parecer uma 
1. No entanto, uma tal conclusão é 
dade a transformada de uma 


Observação. A função à direita se anula em 
contradição com uma afirmativa anterior, se fizermos F(s) = 


prematura, pois F(s) não é uma função arbitrária de s, mas em verd ji 
certa fit). Isso realmente exclui a possibilidade F(s) = 1, pois não existe nenhuma função tal que 
Lino) = 1t 


O problema fundamental agora é encontrar L-HF(s)G(s)} se L-F(s)) = ft) e 
L-1{G(s)} = g(t) forem conhecidos. A resposta está contida no chamado teorema da 
convolução.tt 


Definição. A convolução de duas funções fit) e g(t), representada por (f + g) é 


definida por 


Ve =, AE T) dr: 


Observe que (f + g) = (g + f), como facilmente pode ser verificado pela mudança de 


variável u = t — 7. A ilustração geométrica deste conceito é a seguinte: Suponha que 
duas funções f(7) e g(7) sejam dadas (Fig. 5.6a). 


Fig. 5.6 


Imaginemos a curva g(7) traçada em uma outra folha de papel, que é dobrada para a 
esquerda, ao longo da reta 7 = 1/2 (Fig. 5.6b), fornecendo a curva g(t — 7), se 0=7T=s 
t/2. Uma dobradura semelhante para a direita fornecerá g(t — 7) para t/2 = 7 < t (Fig. 
5.7). Uma descrição melhor deste processo seria, talvez, descrevê-lo como uma refle- 
xão de g(7) em torno da reta 7 = t/2. 


Fig. 5.7 


tVeja, no entanto, a p. 236. 


tt(Nota do tradutor Também conhecido em inglês como Faltung theorem, proveniente do a 
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Teorema 1. Se f(t) e g(1) são contínuas por pedaços e de ordens exponenciais a € 
B respectivamente, então sua convolução (f + g) é contínua e de ordem exponen- 
cial y = máx (a, 8) + e, onde e é positivo, mas arbitrariamente pequeno. 


Demonstração. Evidentemente, At)g(t — 7) é contínua por pedaços para 0 = 7 = t- À 
integral de convolução [  f(r)g(t — T)dr é, portanto, uma função contínua de t.t Além 
disso, de 


gue-se que YO S Mie™ dam] < Me, 
segue- 


: t 
fre — T) dr al Me™ Mo dr 
0 


a 

= MM E (a = B). 
Sea > ß, então 

et q el 
a—B < a— eB ? 
de maneira que 
IF = 8)] < EB e”! (como desejado). 
Sea < ß, então 
e —Ê — 1 = io e Pon 2 1 
a— B B— a = B—a 


de maneira que 
Ff + gl < qua é (como desejado). 
Finalmente, se œ = £, então 


| fodeu — 1 dr| < MiMe“. 
0 


(a) 
Fig. 5.9 


Fig. 5.8 


ade e 
*Consulte a teoria da integral de Psiemann, em livros de cálculo avançado. 
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No entanto, t < Me“ com e > 0 arbitrário e um certo Ms (que dependerá de e, mas 
não de +). Portanto, 


(+) < MiMsMsee+t (como desejado). 


Teorema 2 (Teorema da convolução). Se ft) e g(t) são contínuas por pedaços e de 
ordens exponenciais « e 8 respectivamente, então 


Lig) = F(s)G(s) [Res > máx (a, 8)], 
onde F(s) = L(f()) e G(s) = £L(g(t)). 
Demonstração. Pelo Teorema 1, £{(f » g)) existe e está definida por 


SU + 8) = lim a et dt k ' Agl — r) dr = lim de. 


Considere a integral (finita) Zp e transforme-a como segue: fp é uma integral dupla 
sobre o triângulo sombreado da Fig. 5.8. Mude a ordem de integração: 


R R R R 
= | dr f efe — T) dt = 1 fr) dr f e“g(t — 1) dt. 
0 T 0 7 
Efetue a mudança de variáveis t — 7 = u, de dt = du, para mostrar que 
R R—r 
Tes f fr) dr i e™ + e(u) du. 
0 0 


A região de integração no plano ur está mostrada na Fig. 5.9(a). Decomponha 
esta região em três partes como na Fig. 5.9(b) e escreva 


R/2 R 
Ir = Im + Ino + Ins = f? efr) dr (7? e—g(u) du 
(O) 


RI2 us R= a R ë a R=r yu 
+ e Sdr fo e“g(u) du P f e~ ™"g(u) du. 


Faça R > œ e observe que 


lim Jp, z im [ta fd li RI? u 
Ra Ri2oa Jo PS o € edu = F(s)G(s). 
Resta-nos mostrar que limp Ir = 0 € limpala, = 0. Com efeito 


R/2 
Ira] < e” DS ae 
R AÇO] dr fia e |e(u)| du 


R/2 R 
< —87 Eiu 
zf em] df. e“Ig(u)| du. 
Como a integral 


fo e) du 
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converge (pelo teorema de existência), o critério de Cauchy para integrais impróprias 
implica que 


R 
—su 
ja e “e(uw)| du < € (para qualquer e > 0) 
Se R for suficientemente grande, e 
R/2 
Url < ef IAT) dr. 


Como a integral do lado direito converge, será limitada 


RI? a 
A e“Ifrldr < B (todoR) 


de maneira que |/},| = €B, onde B é independente de R, e e é arbitrariamente pequeno 
para R suficientemente grande. Portanto, 


lim Iro = 0. 


R—>o 


Um raciocínio semelhante vale para /p,, € isso completa a dedução. 


Exemplo 1. Podemos agora completar a solução do problema do oscilador harmônico. 
Sabendo que 


l EA 
PARRA E [a + 215 + a E 5 senat (o = Vu? — 1º), 
0 


e usando o teorema de convolução 


EHFG) = f, ' Ar)elt — T)dr, 


podemos escrever 


t 
e~ 2] - | Le MN senai — Df(r) dr, 
s? + 2As + wo 0 


de maneira que a solução completa será 


vo + AXo x 
-Mt 0 
x(t) = xe “cos wt + aR S sen wt 


t 
41 f MP seno(t — DA) dr. 
w Jo 


Esta função satisfaz a equação diferencial não-homogênea e as condições x(0) = xo e 


= Vo. 


1/(s? + C?),? com c constante. 


Exemplo 2. Ache a transformada inversa de F(s) = 2+c%), 


Como conhecemos a transformada inversa de (s 


A 
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podemos achar a inversa de F(s) pelo teorema da convolução: 


sais ada = - f tsencr! -sen c(t — T) dr. 
S 2s 


Calculando a integral 
t 


t t 
2 
| sencrsenc(t — r) dr = sen af sen cr cos cr dr — cos er sen“ cr dr 
0 


l — cos2ct _ cos ct Ze! = Sen Zct, 
= senct — 4c =a 


podemos obter 
(sen ct — ct cos ct). 


erre = aa 


5.7 PROPRIEDADES ADICIONAIS DA TRANSFORMADA DE LAPLACE 


Como há uma relação simples entre £L(f(1)J e L{/t)}, segue-se que L{ffiT)dr} deve- 
ria estar relacionada de maneira simples com £L(f1)). 


O teorema da função primitiva. Se a função f(t) é contínua por pedaços e expo- 
nencial de ordem a, então 


t 
elf 19d) = LFO) [Res > + lab) 
onde F(s) =£(ft)). Este teorema segue-se prontamente do teorema da convolu- 


ção, considerando 1/s como G(s). 


Exemplo. Ache f(t), se F(s) = 1/(s? + as). 
Em vez de usarmos a decomposição em frações racionais, podemos escrever 


F(s) = (1/9)[1/(s + a)] 


e deduzir que 


o) -f edr = 1E 
0 


a 
Se desejarmos a transformação de Laplace de uma integral indefinida geral de ftt). 
t 
(1) = 
f Hr) dr (1>a>0), 


e a escrevermos como G(s) =£(g(1)), então, integrando por partes, obteremos 
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fo IO dt = g|" + sf? eeo de 
0 0 ù 
Se glt) é de ordem exponencial, então, para Re s > 8 (para algum £), 


lim e™*" g(t) = 0. 
too 
Portanto, 
F(s) = —g(0) + sG(s), 


ou 


FO 1 [rod (1>4>0). 


sS 


G(s) = 


Resta-nos perguntar quando é que g(t) é de ordem exponencial. Se f(t) é exponen- 
cial de ordem a, então 


t at aa 
<m[ d= MEE, 


[94 


eo = | | ioa 


de maneira que g(t) é exponencial de ordem a se a > 0, e exponencial de ordem zero 
se a < 0, e exponencial de ordem e (qualquer e > 0), se a = 0. 


Exemplo. Suponha que desejamos encontrar a transformada de Laplace de 


tva t 
2 —av? 
g(t) = erf (tva) = 2f e™™ du SS | e” do. 


e VEEE T 
Como primeiro passo, achamos, por integração direta, a transformada de f(t) = e*“(a 
> 0): 


oo 2 
E ete tt dt =f et +st) dt. 
0 


ste") = f 


0 
Em casos como este, a técnica de completar os quadrados é bem conveniente: 
2 2 
a? + st = (Va + s5/2/0) — s*/4a. 
Portanto 


2 2 o _quva+s/2va)? 
—at? sé/4a (ty ; 
L{e a, } = e í e dt 


Faça agora (tva +siiva)=u,e obtenha 


00 
s 
sa À [ e” du = vm EI erfe — - 
£ sjova 2 


Sa Va 2/a 


Sl) = E 


Como 


Biblioteca 
Comunitária 


s Cani sf 


t vz 
ca? py = NT erf (tVa), 
f e dr 5 Ja er 
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a da função primitiva € deduzir que 


podemos, então, aplicar o teorem 
t 
| 2vVal efe} 


L{erf (va) = aMi g [/, 


2 s 
e erfe —— 
2 


de maneira que 
a 


l 
eterf (tva) = 7 
a oportunidade de aplicar a diferenciação ou a integração das 


Por vezes, surge um 
transformadas. A expressao 


F(s) = L ° e f(t) dt 


nte convergente em um domínio conveniente para s (veja o 


é uma integral uniformeme 
teorema de existência). Portanto, 


dr) I-s 
F fe tdt ou 


LE O 


S 


Esta fórmula pode ser generalizada 
d"F 
El = (1L). 
dr Z (DAH) 
Suponhamos agora que F(s) —£(ftt)) e que desejamos integrar F(s). Em particu- 


lar, considere 
G(s) =f" Flo) do. 


Por definição, 
G(s) =| do n “ef dt. 


Por convergência uniforme, a ordem de integração pode ser invertida e 


ae -J, Ho) af eN E | ro = dt. 
s 0 


Em outras palavras, 


J F(o)do = £ f: so) . 


Exemplo. Calcule £ {sen wtlt) e (Si(t)). 


Sabemos que £LÍsen wt} = w/(s? 4 w?). Portanto 
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ba co 
senwt w E 
e| ; |=[ zta = arctg g 


s 


T — arctg É = arcctg À. 
2 baT a 


Também. como 


t 
- sen 
Si (1) -f o du, 
segue-se que 


e{Si (D)) = le fera = l arcctg s. 


Como o último tópico desta seção, considere a extensão do teorema da transfor- 
mada da derivada ao caso de funções descontínuas. 

Suponha que f(t) seja contínua para 0 < 1 < o, exceto em t = fı, onde apresenta 
uma descontinuidade de salto. Então, f'(t) não está definida em 1 = fı, mas podemos 
definir a integral de Laplace de f”(t), por meio da seguinte equação: 


Í ° e fidt = lim [Cet di + lim [Cesp dt- 
0 


u>ty 70 voty Jv 
u<ti v>ti 


Suponhamos tacitamente que f'(t) seja contínua por pedaços). f 
! is a integração por partes pode ser justificada para cada integral separada 


mente e temos 


LD) = lim SO], + lim e f4) 
uoty vt 


u<t v>ti 


+s I et) dt, 


onde as integrais envolvendo f(t) foram combinadas. Isso fornece 
SPO = ef + 0) — f — O — fO + self). 


Observação. Como, para os fins da transformada de Laplace, a função fa) é paia Se E 
função ftt)S(t), o termo f(0) deveria realmente ser escrito como f(0 + 0). Isso reflete o fato de qu 
ft) possui, em t = 0, igualmente uma descontinuidade de salto (em geral). 


O raciocínio acima pode ser trivialmente estendido a um número finito de descon- 
tinuidades de saltos de f(t). 
. Se f(t) é uma função contínua por pedaços 


de descontinuidades de salto em (0, œ), se ft) 
ontínua por pedaços para 0Q<t<o, então 


O teorema da derivada generalizado 
com, no máximo, um número finito 
é de ordem exponencial æ, se f'(t) êc 


UNO) = sF) — SO +0) - À estitftt; + 0) — fts — ON. 


Exemplo. Ache £{f (1)) se 
o (0<t<1, 


ft) = e'sa — 1) = e (t> 1). 
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Como fit) possui uma descontinuidade de salto em £ = 1, usaremos O teorema genera. 
lizado da derivada 


SPO) = se — SO +) — PLA + 0) — A — 0). 


Temos, assim, 


e —s 


L{ KO -f et dt = a (Res > 1), 


em que fit) é exponencial de ordem 1. Também, f (0 + 0) = 0, ft! + 0 =1,efil-0 
= 0. Portanto, 

se”* tey et 

s-—l E 


LU) = 
Observação. Neste caso, acontece que Ft) = fit). 
5.8 FUNÇÕES PERIÓDICAS. RETIFICAÇÃO 
Suponha que procuramos a transformada de Laplace de uma função periódica f(t) (de 
período T). Ocorre frequentemente que fit) pode ser expressa por uma fórmula analí- 


tica simples no intervalo 0 = 1 = T, mas não no intervalo O = t < œ: Por exemplo, a 
função dente-de-serra ilustrada na Fig. 5.10. Para tais funções não é difícil calcular a 


integral 
T —st 
f efa) dt 
0 
ao contrário do que acontece com o cálculo direto da integral de Laplace 


f “era dt. 
0 


Su) 


-2T -T T 27 37 
Fig. 5.10 


Para encontrar £ (f(t)), introduza uma nova função 
t O<t< 
(o = [O (0<X1<7), 
0 (4>7). 


Seja £{g(t)} = G(s). Suponha que g(t) seja deslocada de uma quantidade T para à 
direita, sobre o eixo t. A nova transformada será, então, G(s) e” (pela propriedade do 
deslocamento). A transformada da soma, que representa “duas ondas” da função ort- 
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nal ft). é então G(s) + G(s)e™". Continue desta maneira e obtenha a transformada 
Tai da função periódica f(t) como a soma da série infinita 


F(s) = G(s) > eet 
n=0 


Esta série pode ser somada (série geométrica), 


o 
E l 
È e nsT PPS e 
n=0 l — es 


resultando em F(s) = G(s) — e-n). 

Uma demonstração alternativa é deslocar a função f(t)S(t) para a direita de uma 
quantidade T, e obter a nova transformada F(s)e-*”. Subtraia isso de F(s), donde resul- 
tará F(s) (1 — eT). Isso é exatamente 


a e" f(r) dt = G(s), 


e a fórmula segue-se. (Este processo repete O método usado para somar a série geomé- 


trica.) 
Certas funções periódicas possuem seus valores na segunda metade do período 


relacionados com seus valores na primeira metade do período. Por exemplo, sen £ tem 
um certo comportamento em 0 = t <= m eo repete com uma mudança de sinal em 
n<t<?7,ou seja, sen (t + m) = —sent. 

Suponha que a função f(t) possua a propriedade de que 


UA TD = -fÐ 


(donde segue-se automaticamente que f(t) é periódica com período T). 
Definimos 


G(s) = Es e! f(t) dt. 


Então, vê-se prontamente que F(s) = G(s)/(1 + et), 


Exercício. Efetue a dedução da fórmula acima. 
Observação. As funções que satisfazem f(t + T/2) = —ftt) são, por vezes, chamadas de antipe- 
riódicas. 


ai muitas aplicações físicas, as funções antiperiódicas são ““retificadas”” defi- 
nindo 
fr = fA (0O<SI<T/D, 
frit + T/D = fr). 


Isso é geralmente chamado de retificação de onda inteira, e a nova função é periódica 
com período T/2. Um exemplo é a onda seno retificada na Fig. 5.11. 


SO 
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Não é difícil mostrar que 
sT 
Lif = coth T G(s), 


onde 


a(s) = f TR ste dt. 


5.9 A INTEGRAL DE INVERSÃO DE MELLIN 


O problema de achar £-MF(s)) pode ser atacado, de maneira geral, por meio da re- 
presentação integral da função escada discutida na Seção 5.9. 
Sabemos que £L(S(t — 7)} = ess, e que 


1 Yis e" 
S(t — T) =5— f e" ci ds. 


2ri Y-in 


A partir disso, é fácil construir a transformada de Laplace e uma representação 
integral de um pulso retangular, definido por 


0 (0<1<r7T), 
BC) = 4b (T<iI<T+HN, 
0 (r+<t), 


como está mostrado na Fig. 5.12. 


p(o) 


ET ENA 


Fig. 5.12 


O pulso retangular pode ser tratado como a diferença de duas funções escada, 
s() = bSt— T) — bS(t — T — N), 
e, então, S(t) pode ser representada por 
Y+io 
1 1 o —As 
= Es ts rsi Te 
p(t) iS e“e E b ds. 


Observação. A função At) não foi definida x ] 
E E parat =7Tet=7T+ a tegra 
implica que &(7) = B(T + A) = b/2 (veja p. 117) T+ à, mas a representação IN g 


Observe que a transformada de Laplace de g(t) é 
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—As 
-rsl — e 


B(s) = e E 


b, 


de maneira que a fórmula acima realmente fornece a transformada de Laplace inversa 
de B(s). 

Tomando isso em consideração, aproximemos uma função f(t) arbitrária (contínua 
ou contínua por pedaços) por meio de uma série de pulsos retangulares de alturas 
diferentes, colocados lado a lado (Fig. 5.13). Chame esta aproximação de v(t) e 


suponha que o número de pulsos seja finito (o que é possível se f(t) — 0 quando t — 
00), 


Fig. 5.13 


A representação integral de (ft) pode ser obtida combinando as representações 
integrais dos pulsos individuais, ou seja 


1 n Yi = e™ At 
e(t) > / EEE He) ds 


— tio S 


Il 


2ri i 

1 Yi n les es Ar 
= 5— e" ds De ei) — ——s 

21i Jy-io k=1 s 


Suponhamos agora que fazemos n crescer infinitamente, ao mesmo tempo que fazemos 
diminuir Ar, estendendo o domínio (quando «(t) não se anula) ao infinito. Se Ar é 
muito pequeno, então (1/s)(1 — e~") não diferirá muito de Ar. E verdade que isso será 
menos válido nas regiões em que |s| é grande; no entanto, a quantidade let — esa) 
será em qualquer caso limitada (lembre-se de que Re s = Y = constante), enquanto que 
a presença de s no denominador tornará a soma total ''pequena””, contribuindo pouco 
para a integral. Podemos, pois, esperar que neste processo a soma 


n grs AT 
E efr) Toeni 
k=1 sS 
possa ser substituída pela integral 
[Perto dr = eO). 
ji 0 


Por outro lado, (t) se aproximaria de f(t), durante o processo, e parece que a fórmula 
abaixo seria verdadeira: 
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Y+io 
Ho = a eSF(s) ds, 


Y—ix 


Te- ão é Ari i ue não demonstramos a fór- 
em que F(s) = ffe s fit)dt. Não é necessario enfatizar que ne ór. 


mula acima, mas demos somente algumas razões por que deve ser válida. 
to de vista. Defina a função 


Considere agora o problema de outro pon 


l Y+io 
g) = z3 Í = e”F(z) dz, 
Yy—iz 
desde que a integral convirja. onde F(s) =£{fít)} e y seja ainda indeterminado. Aplique 

a transformada de Laplace a g(t): 


2ri i 


Ea æ Y-+io 
£tg(D) -[ e™g(t) dt = a) eT“! af e" F(z) dz. 
o o 


Se trocarmos a ordem de integração (exige-se aqui a convergência uniforme), então 


Y+io E 


L(g(d) = = F(z) af e dr. 


Y—io 
Evidentemente, Re z = y < Re s, pois de outra maneira a segunda integral não con- 
vergirá. Sob estas condições 


| Y+ico | 
Lig(D) = =— F(z) —— dz. 
{D} r Oz 
Para calcular esta integral, feche o contorno por meio de um arco Cp "pela direita” 
(Fig. 5.14) a fim de que o ponto S esteja no interior do contorno. Se F(z) não possuir 
singularidades à direita da reta Re z = y. e se a integral sobre Cp não der contribui- 
ções, então, pela fórmula da integral de Cauchy, 


Y+io | 
Jri | F(z) co dz = F(s), 


— i% 


> Re 


Fig. 5.15 
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de maneira que as funções g(t) e f(t) possuam a mesma transformada de Laplace F(s). 
Segundo as observações da Seção 5.4, a fórmula integral, 


Yio 


ID= 55 I — e"F(s)ds, 


— 100 


conhecida por integral de inversão de Mellin, pode ser considerada como uma fórmula 
adequada de inversão, desde que y seja escolhido de tal maneira que deixe todas as 
singularidades de F(s) à esquerda da reta Re s = y. Isso segue-se dos resultados da 
fórmula da integral de Cauchy usada acima. 


Observação. A discussão acima fornece um esboço da demonstração de uma fórmula geral de 
inversão, usando a integral de Mellin. A demonstração completa impõe certas condições sobre 
fit) e F(s). Na maior parte dos casos práticos, estas condições podem ser verificadas diretamente. 


Mustraremos o uso da integral de Mellin para achar a transformada inversa da 
função F(s) = (1/s)Je-*, quando k = 0. A fim de calcularmos a integral 


l Y+io l 
HOR L L e~: e" ds, 
Ti Jy 


—to SS 


fechamos o contorno (se t > 0), como está mostrado na Fig. 5.15, com o corte ao 
longo de (— œ, 0) devido à linha de corte da função vs [e, portanto, da função F(s)). 
Empregando a técnica da Seção 2.15, Exemplo 4, é possível mostrar que as contribui- 
ções dos arcos MP e P'N do círculo Cp se anulam quando R — œ. 

Sobre o segmento PQ temos*s = re = —r e Vs = vVre¥™® = ir enquanto que 
no segmento P'Q', s = re™™ = re vs = vre“? = ivr. 


Vemos que as contribuições destes segmentos são 


taf A ag C ae 
ZEEE e71 e" (—dr) F i e e™"(—dr) 
p 


2ri Jr (>r) 
R o 
if euena? | SENU euk Jy 
p 0 


T r T u 


(fazendo k VF = u e tomando os limites p > 0, R > œ). Resta-nos considerar a integral 
sobre o ‘pequeno círculo” Cp. Devido ao comportamento semelhante a um pólo de 
F(s) quando s = 0, esperamos uma contribuição de Cp, que será análoga a um resí- 


duo.** Com efeito, usando s = pe”, 


, +r 


1 “a Ja 1 

—kvs ts e 
DO Grilo s 2r Jr. 
p>0 


Por conseguinte, usando o teorema dos resíduos (não há singularidades de F(s) no 


interior de nosso contorno), 


*No limite Veja a Seção 2.12, Exemplo 7. p l. 
+*+ Deans de o pia aie s = 0 não é um pólo de F(s), mas um ponto de ramificação (Compare 


com a página 98.) 
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Y-+io o. 
e sm —tulik2 
1l Lomtvsets ds = | — a St tué/k du. 
2ri Jy-io S T Jo u 
A integral pode ser calculada sem muita dificuldade e é 


o 
Al SE gtu pes a 
o u 2V1 


Conseqüentemente, 


Exercício. Calcule a integral acima. [Sugestão: Calcule primeiro fo COS xu * 


eNé du e integre, 
então, ambos os lados em relação a x.] 


5.10 APLICAÇÕES DAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE 


Exemplo 1. No circuito LRC em série, mostrado na Fig. 5.16, o interruptor S é fe- 


chado no instante t+ = 0 e aberto quando t = T. Desejamos achar a corrente i(t), 
quando q(0) = 0ei(0) = 0. 


Carga a 
i(t) 
ai 
1 


=S 


ep 
Fig. 5.16 


A lei de Kirchhoff exige que 


LO + rito + W = ep, 


onde 


T s (0 <t<T), 
O >T). 


Além disso, pela definição de corrente, achamos que 
i(t) = dao , 


Aplique a transformada de La 
por e™ e integre de 0 a œ: 


Lsl(s) — Li(O) + (1/O)9(9) = E(s), 
Ks) = sO(s) — a(o). 


place a ambas as equações diferenciais, i.e.. multiplique 
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Use as condições iniciais e elimine Q(s): (Ls + R + 1/Cs)lfs) = E(s) onde 

T 

—sT 
E(s) = a, edi = R i a 

0 s 

Portanto, 
EET 


e 
Kò = È F Ds F ILC 


Faça « = RIL e w? = 1/LC — Rº/4L2. Há três casos diferentes possíveis: 
a) O caso oscilatório, w > 0. A inversão de I(s) fornece 


i(t) = ape“ sen wt — Eet senol — T)S(t — T). 


b) O caso superamortecido, w < 0. Seja w? = — Bº e substitua w por iß na fórmula 
acima 


i(t) = GL senha Es BL senhet — T)S(t — T). 


c) O caso criticamente amortecido, œw = 0. À transformada será 


—sT 
€o 1 — et 


K) = T GF RZAD 


de maneira que 


(t) = 2 te! — r a — Te Pt — T). 


Exemplo 2. Uma viga de rigidez El está engastada em uma extremidade e carregada 
como mostrado na Fig. 5.17: o peso da viga será desprezado. Procura-se a deflexão 
y(x). Usando-se o sistema de coordenadas mostrado na figura, sabemos que valem as 
seguintes equações diferenciais.* 


dy(x 1 
a) +09) E] EI m(x), 
—> X 
Fig. 5.17 


dama TS so 
*Por exempl i i i 
mplo, Salvadori e Schwartz, Differential Equations in Engineering Problems, Seção 2.10. 
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deflexão da viga no ponto x, e m(x) é o momento de flexão 


é a ess 
eme ário de todas as forças (externas) à direita do ponto x], 


[momento anti-hor: 


p e 


= (x), 


onde t(x) é a força de cisalhamento (resultante de todas as forças verticais à direita 


do ponto x), 


onde q(x) é a carga por unidade de comprimento no ponto x. 
Destas relações segue-se (como na página 176) que 


—q(x), 


EI =- = q(x). 


Como a viga está engastada, temos y(0) = 0, y’ (0) = 0. Tivemos também 


H0) = qdL!2) e 


LL L? 
m(0) = -%7 =- 


105 
2 8 
Destas duas últimas condições, segue-se que 
y” (0) = qoL?/8EI,  y"(0) = —qoL/2EI. 


Transformamos, agora, a equação diferencial e usamos todas as quatro condições ini- 
ciais para obter 


4 pa gol” | gol _ qo 1- e” 
s Y(s) — s 3Er T 2517 EI s 
de maneira que 


—sL/2 2 
Yo) = 85- 1 gol 1 


BEI s3 2EIs! 


À inversão fornece 
— o 4º 4o LY L gol” 2 qu. 
y) = 74E” (= 5) s(x F 3) t I6EI* T REI" 
É mais conveniente escrever esta solução sob a forma 
4 3 2.2 
go [x Lx | Lx L 
a(s 2 + E) (0<x<5)- 
go (Lx _ L L 
a(s - Se) (E<x<1)- 


da qual vemos claramente, por exemplo, que a metade direita da viga não fletirá, um 
fato antecipado pelas considerações físicas. 


YO) = 
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o. O ponto x = L/2 não é mencionado na fórmula acima, mas os valores de y e de suas 
L/2 a partir de qualquer uma das duas 
L/2. A quarta derivada, contudo, é 
lica que a quarta deri- 


Observação 
três derivadas primeiras podem ser calculados em x = 


linhas, fornecendo o mesmo resultado. São contínuas em x = 
descontínua em x = L/2 [pois q(x) o é]. Falando rigorosamente, isso imp 
vada não existe em x = L/2, e a equação diferencial em verdade não se verifica. 

Podemos eliminar esta dificuldade dando ao nosso problema físico uma formulação matemá- 
tica melhor, ou seja, exigindo que a equação diferencial 


seja válida separadamente para as metades esquerda e direita da viga, e igualando os valores de 
limites de y(x) e de suas três primeiras derivadas, quando x > L/2 pela esquerda e pela direita. 
Na prática, no entanto, abreviamos o processo, com a ajuda da função escada, como acima. 
Observe que a definição muito usada S(0) = 1/2 é completamente irrelevante neste caso, pois está 
desprovida de qualquer significação física. 


Exemplo 3. Dois circuitos estão acoplados magneticamente conforme está mostrado 
na Ea 5.18. Desejamos achar as correntes i(!) e idt) após o fechamento do interrup- 
tor S. 


R; Ra 


eq l C) L, La İz 
S Er 
M 


As leis de Kirchhoff garantem que 


Fig. 5.18 


di di À 
em + MI + Riiy = eoS(t), 
di di , 
MF +L gt Rei = 0. 


Supondo as correntes iniciais nulas, transformamos ambas as equações para obter 


(Lis + Ry)h + Msl = e0/5, Msl, + (Los + Rol, = 0. 


O determinante do sistema é 


Lis+ Ri Ms 


A = det 
Ms Los+ Rz 


h 


(LiLa — M?)s? + (LiRa + LoRys + RiRo. 
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Sabemos, da teoria eletromagnética, que LiL, = M?. A condição usual na prática é que 
Lil, > M?. Temos, assim, 


eo Los + Rz 
1(s) = (Lilo — M2?) s(s — ris — ra) 
Me 1 > 
h(s) = — (LiLs e M?) (s — rs — r2) 


onde r, e r, são as raízes de 
(Lila — M?)s? + (LiiR + LoRi)s + RR = 0. 
Como 
(LiRa + L2R,)? — 4R Ra(LıLz — M?) = (LiRo — RL)? + 4R RaM? > 0, 
ambas as raízes são reais. Além disso, são ambas negativas, pois, 


LıRa2 + LR; Rı R2 


0. 
LL=M >O è IR- M? 
A decomposição em frações racionais 
LO= eo =a R2 Lai + R č Lora + Ro | 
1 LıL2 — M? ryros rı(rı — rəs — rı) rə(r2 — rı)\(s — rə) 
» Meo 1 1 1 
h(s) = Lila = M? tri =T | >r s-rs 


Invertendo [usando r;r, = RiR5/(LiL, — M?)], vemos que 


i(i) = E em ad Dos, 
tZ- M? ri(rı — ro) Tari — r2) 

z Meo I rat e” t 

O irao) ED 8 


Vemos que i, > eo/R, e iz — 0, quando t —> œ, conforme esperado das considerações 
físicas. Também, (O) = 0 e 1/0) = 0. 


O caso L;L, = M?, embora seja uma idealização, revela um ponto interessante de 
importância teórica. O determinante do sistema é, agora, uma função linear de s, 


A = (LR, + LoRiys + RiRo, 


e as transformadas das correntes são 


1 & eo/s(L2s + Ro) 4 
(s) (LiiR + LoRy)s + Ri Ro 


Me 
Is) = — 0 5 
a(s) (LiRo + LoRi)s + RiR» 
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fornecendo 
a eo =. eoLiR» = O RGB» i 
ntg = Rı  Ri(LiRo + L2Rı) Rar ( LıRə + LR: à 
E + Do RR? . 
o TRA LR exp ( CRP 


Observe que estas duas funções não satisfazem as condições iniciais i,(0) = iz(0) = 0. 
Em vez disso, temos 


ý = eol P x = eoM . 
(O) = LIR; + LR; ia(0) = -ER + LR; 


Antes de indagarmos quais as causas desta discrepância, podemos nos convencer de 
„que nossos resultados constituem a verdadeira solução do problema físico. Em ver- 
dade, as condições i;(0) = 0, ia(0) = 0, são inconsistentes com nosso sistema de equa- 
ções diferenciais: 
: di di ; 
+ Rii = eoS(t), M + La ™ + Roiz = 0. 


diz 
dt 


na 
Lg Mu 


Com efeito. multipliquemos a primeira equação por M, e a segunda por L,, subtraia- 
mos e usemos a condição L;L, = M?. O resultado será 


MRi (t) = LyRoio(t) = Meo (para t >0), 


donde se segue que it) e idt) não podem simultaneamente tender para zero quando 
t> 0 (mas ¢ > 0). 

Nossa intuição física nos diz então que, no momento em que O circuito foi fechado, 
as correntes i, e ip saltaram instantaneamente para certos valores “iniciais””, a partir 
de seus valores anteriores, i} = i> = O (que são certamente válidos para t < 0). Para 
achar quais são estes valores, integramos qualquer uma das equações diferenciais de 
— ea + e, onde e é um número positivo pequeno. Então, como i(—- J=0,ei(— €) = 0, 


Mi (© + Lois(e) = 0. 


Quando e — 0, os valores in(e) e ix(e) se aproximam dos valores iniciais “ajustados” 
das correntes. 


lim i(e) = (0 + 0) — limise) = ixO + 0). 
0 6 


Os valores iniciais ajustados devem, portanto, satisfazer as equações simultâneas 


Mij(O + 0) + Lais(0 + 0) = 0, 
MRi (0 + 0) — LyRais(O + 0) = Meo. 


Resolvendo-as, obtemos 


P = eoL2 E x ns eoM 
n(O + 0) = LR, + LR, ia(O + 0) = LiR, + LoR1 


exatamente como em nossa solução. 
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Esta análise ajuda a explicar por que obtivemos a solução correta com as condi. 
ções iniciais incorretas: As condições ajustadas estão efetivamente incorporadas ao 


sistema diferencial, que descreve à situação quando t > 0. 
“instantâneo” de correntes ocorre muito frequentemente 


Este fenômeno de ajuste * rre n 
em problemas de circuitos elétricos, se fizermos certas idealizações (como, por exem- 
plo, a hipótese de que LL, = Mº que é. estritamente falando, impossível em sistemas 


físicos). Fenômenos semelhantes ocorrem em sistemas físicos sujeitos a choques ins- 
tantâneos que mudam o estado de movimento. 
Exemplo 4. Considere a equação diferencial xy” + y’ + xy = 0, com as condições 
iniciais y(0) = 1, y’(0) = 0. 

Neste problema, poderemos usar a fórmula 


sto) = - EO, Y= e00) 


usando as condições iniciais, obtemos 
LOC) = S YCS) — s, 
de maneira que 


L{xy"} = —2s Y(s) — s” aXe) HC) +1 


A equação será transformada 
—2sY — Y'+ 1 +sY—1-—Y'=0, 


ou 
Y'(1 + s?) + sY = 0. 


A solução desta equação diferencial é elementar: 
Y(s) = C/V 1 + s2, 


onde C é uma constante de integração. Para achar y(x), desenvolva Y(s) em potências 
inversas de s: 


—1/2 1 1 
Y(s) = (i + 5) = cfi EA cab + fi | 


s s? s s2 
CÊ ER Do e A di 1 2 n (2n)! l 
=% 2,09 Zen! sn cx CD Sanpa sem 
$ 


(Uma série de Laurent convergente para |s| > 1). Suponha que esta expressão possa 
ser invertida termo a termo. Então, 


yaj = cy Da, 


o 227(n!)2 


Para justificar este procedimento, observe que a série para y(x) converge uniforme- 
mente quando 0 = x = R, com R arbitrário. Pode ser, portanto, multiplicada por ee 
integrada termo a termo, fornecendo a série para Y(s).Em outras palavras, segue-se 
que Y(s) é realmente a transformada de Laplace de y(x). 
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Ajustando a constante C, de maneira que y(0) = 1, obtemos a solução desejada, 
que é a função de Bessel de ordem zero: 


Jo(x) = pa (—1) TE o 


Observação. Este método pode ser útil na solução de algumas outras equações diferenciais de 
segunda ordem, mas pode acontecer de ser inútil, se a equação transformada for mais complicada 
do que a equação original. Também, se a solução possuir uma singularidade em x = 0, os valores 
iniciais y(0) e y'(0) não poderão ser especificados (por exemplo, Ydx), a segunda solução da 
equação acima, não pode ser obtida por meio de nosso método). 
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PROBLEMAS 


1. Mostre que as funções cosh at e senh at são de ordem exponencial e calcule suas transforma- 
das de Laplace. 

2. Calcule £ {Vr e'}. Para que valores de s esta transformada existirá? 

3. Efetuando as decomposições em frações racionais, deduza os resultados dados abaixo. 


P | s+1 o = 
a) £ [EtL = tsen: cos £ 
b) £7! | Si | pag a 
s2(2 +s+ 1) v3 2 


aLe a 17 e Lost 


t 
NE [EA 2º Re “2 t2 


4. Resolva as equações diferenciais abaixo, submetendo-as a uma transformação de Laplace, 
como no fluxograma da Seção 5.4. 


dy +y=e! yO = 

b) y” — 4y' + 4y=0, y0) =0, y0)=1 
0) y" —-y—- =" y0) =1, y0 =3 
d) y” + 4y = 0, y0) = 1, y(m/4) = — 


[Sugestão: Trate y'(0) em (d) como um parâmetro desconhecido e determine-o ao fim do 
processo.) 


S. Mostre que os seguintes sistemas de equações diferenciais possuem as soluções indicadas: 
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2 2t 
dx , dy o 2 1+H6t+4t —e 
ax 4y=1, X0)=0|xX)D=——— 40 
Ja tai y (0) A 
a t a 
1+2t—e 
+ -y=? y0 =0] x) = 
dt 
2 — 
dx 9, 4+2/6-0, x0)=1, H0)=0 
dt? dt 
s d dx 
y ” 0) = 
—s — — = 0, 0) = 0, 0) = 0 
gz t a V6 y(0) »(0) 
x(t) = & cosh 21 — 3 cos 2t 


6 
y(t) = VS senhar — Vé enzi 


[Sugestão: Aplique a transformada de Laplace simultaneamente a ambas as equações dife- 
renciais e resolva as equações resultantes para obter as transformadas x(s) =£{x(t)} e Vs) = 


Ltyt)).] 
6. Considere a equação diferencial y” — 3y' + 2y = x? com y(0) = 7/4, y'(0) = 3/2. Mostre que 


1 1 2 7 15 
vo = (h-t) 


Observe o que aconteceria se as expressões 1/(s — 2) e Is — 1) fossem desenvolvidas como 
na Seção 5.1 e comente o significado da condição inicial escolhida acima. 


7. Suponha que N (t), N dt) e Ndt) representam as quantidades dos núcleos de três substâncias 
radioativas que se decompõem de acordo com o diagrama 


AS BBC, 


com constantes de decaimento A, € Ap (a substância C é considerada estável). Sabemos então 
que as funções N,, Ns e Nc obedecem ao sistema de equações diferenciais 
dNA É dNB dNe 
—— = —MMN —— = —AbBN, AA NA, —— = Ne. 
di ANA, P7 BNB + ^a Na dt AB NB 


Supondo que N4(0) = No, e Na(0) = Nc(0) = 0, resolva o problema pelo método da transfor- 
mada de Laplace e mostre que 


AB Mat Aa —aBt 
Ncott) = Nol 1 — ———— A rindo Bt. 
c(t) o( RES aa Ea ne ) 


Calcule também N dt) e Ngt). 
8. Mostre como o teorema da convolução pode ser usado para demonstrar o resultado seguinte: 


2 
— s 1 1 
* = + y T7? ( cos at + q sen at) . 


9. Resolva o problema do oscilador harmônico amortecido (como na Seção 5.6) 


+ 2k + wbx = ft), x(0) = xo, x(0) = vo, 
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por meio do teorema da convolução, quando 
a) wa <x (caso superamortecido) 
b) vã A (caso criticamente amortecido) 
10. Deduza os seguintes resultados 
£{Ci (1) 
£ (Ei (—1)) 


— (1/25) log (1 + s2), 
—(1/s) log (1 + 5), 


onde 


o 
; cos u 
Ci (t) = f x du (o cosseno integral) 
t 


t 
Ei (1) =f É du (t < 0) (a exponencial integral) 


—00 


11. Use o teorema sobre a integração de transformadas para deduzir a fórmula 


1 — cosat 1 a 
o [=se] rg (14 5). 


12. A partir da fórmula Cferfe (k/2Vt)} = (1/sje-**, ache transformada inversa de e". [Su- 
gestão: Use a regra da diferenciação.) 

13. Usando o resultado do Problema 12, e usando a regra da diferenciação de transformadas, 
ache a transformada inversa de (1/5)e-*"5. 

14. Usando o teorema da função primitiva e o resultado do Problema 13, ache a transformada 
inversa de (1/s Vs)e 85. 

15. Para achar £-'(F(s)), desenvolvemos por vezes a função F(s) em uma série conveniente de 
funções e invertemos termo a termo. Por exemplo, mostre que 


em | senh a "a [ente Flek ato MAE E] 
senh V's n=0 mt 2/t 


escrevendo F(s) em termos de funções exponenciais, usando o desenvolvimento 


—a 


1 e > 2 
dE —4“.na 
ee—e 1l-—e n=0 


e invertendo termo a termo. Esta idéia é usada largamente em problemas de condução de 


calor. 
16. Ilustre o uso da integral de inversão de Mellin, aplicando-a aos seguintes problemas de inver- 


£/(82 + a),  £ 1/45). 


Especifique, em cada caso, o contorno e faça os detalhes matemáticos necessários para che- 
gar aos resultados. 

17. No circuito mostrado (Fig. 5.19), o interruptor S é fechado no instante £ = 0, momento em 
que a carga no condensador é constante q(0)\= go = constante. Estabeleça a equação satis- 
feita por q(t) quando t > 0 e mostre que 


q(t) = que “cos wt + («/w)sen wt], 
onde 
a=R/2L e w? = 1/LC — R?/4L?. 
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q(1) é 


Fig. 5.19 


Fig. 5.20 


I8. 


20. 


Fig. 5.21 


No circuito mostrado (Fig. 5.20), o interruptor S é mantido fechado para 1 < 0 e aberto no 
instante £ = 0. Supondo uma corrente contínua constante antes de 1 = 0 (eo é uma força 


eletromotriz constante), estabeleça a equação satisfeita por i(t) quando t > 0 e a resolva 
usando a transformada de Laplace para mostrar que 


sn eoR’ CURARLA) 
O= RFR t RRER? i 


/ 


- Considere a viga simplesmente apoiada da Seção 4.8, Exemplo 2. Pelas afirmativas das pági- 


nas 176 e 211, devemos resolver 


dt 
EI 70) = q(x) = q = const, 


com as condições y(0) = y(L) = 0 e y” (0) = y"'(L) = 0. Observe que estas condições são mais 
apropriadas ao método das séries de Fourier do que ao método da transformada de Laplace. 
No entanto é possível resolver o problema usando a transformada de Laplace [veja a suges- 
tão no Problema 4(d) acima]. Ache y(x) pelo método da transformada de Laplace e mostre 
que esta função possui a série em senos de Fourier mostrada na p. 176. a 
O interruptor do circuito mostrado na Fig. 5.21 é mantido aberto se 1 < 0, o condensador é 
mantido sem carga e há uma corrente contínua (devida a eo = constante). Se fecharmos o 


interruptor no instante + = 0, mostre que as correntes nas malhas, i(t) e idt), e a carga q(t) 
satisfazem as relações: 


dii , q 
L — A 
P7 + Ri + CS 
diz ; q 
de T R= 5=0, 
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em que dqldt = i, — iz, (0) = i2(0) = co/2R. Resolva este sistema pelos métodos da transfor- 
mada de Laplace e mostre que 


eoc z a — 
qalt) = — (1 — e7“ cos wt — “e “senor ) , 
2 w 
; eo eo — 
i(t) = — + 2a “sen wt 
w 


e eo eo — 
it) = £- 5 


onde a = R/2L e w? = 2/LC —.o?. Cautela: antes de inverter, simplifique o quanto puder as- 
transformadas O(s), 1(s) e J4s). 


Conceitos da Teoria das Distribuições 


6.1 FUNÇÕES FORTEMENTE CONCENTRADAS E A FUNÇÃO DELTA DE 
DIRAC 


ísi ü i ulso de duração infinita- 
Em física, encontramos fregüentemente o conceito de um p E ção 1 
mente curta. Por exemplo, um corpo posto em movimento (a partir do repouso), por 
meio de um golpe instantâneo, adquire um momento igual à impulsão do choque, ou 


seja, 


to+r 
mo = I =f E FA) dt, 
to 


em que F(t) é a força e 7 a duração da ação da força. A designação “golpe” significa 
que 7 é tão pequeno que a mudança, no momento, ocorre instantaneamente. No en- 
tanto, como uma tal mudança de momento é um número finito, segue-se que F(t) 
deveria ter sido infinita durante o golpe e nula nos outros instantes. 


E 


Força F(t) 


> Tempo t 


to 


Fig. 6.1 
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Esta espécie de formulação não é correta com os conceitos matemáticos comuns. 
Em verdade, talvez não seja nem mesmo fisicamente rigorosa. Com efeito, o gráfico 
real da força é mais provavelmente o de uma função fortemente concentrada, como na 
Fig. 6.1, onde h é muito grande, enquanto que 7 é muito pequeno, de maneira que a 
área sob a curva é igual a um valor dado /. Em muitos casos, em verdade na maioria 
deles, não se conhece exatamente a forma exata da função fortemente concentrada 
[F(1), neste caso]. No entanto, pelo menos no que diz respeito aos efeitos físicos ob- 
serváveis de tais funções, esta falta de informação geralmente não faz falta. O que é 
significante, todavia, é a intensidade da impulsão, ou seja, o valor da integral 


Í ET Et) di, 
to 


q(x) 
F= fqą(x) dx 


Idealizado Real 


Fig. 6.2 


e o instante no qual ocorreu o impulso, ou seja, to (ou, talvez, to + 7/2, mas isso pouco 
importa se 7 for suficientemente pequeno). 

Funções fortemente concentradas são comuns em todos os ramos da física. Por 
exemplo, uma força concentrada atuando sobre uma viga é, em verdade, uma distri- 
buição de carga fortemente concentrada (Fig. 6.2). Nos circuitos elétricos, correntes 
fortemente concentradas de duração extremamente curta ocorrem frequentemente 
durante processos de fechar ou abrir circuitos, como a redistribuição de cargas entre 
os dois condensadores mostrados na Fig. 6.3, ao fecharmos o interruptor S. Inicial- 
mente, supomos que as voltagens V, = Q//C, e Vz = Q:/C; são diferentes. Ao fechar- 
mos o interruptor, há uma passagem da corrente pelo mesmo até que as cargas Q, e Q; 
sejam redistribuídas tornando-se 


| —- CO + Q2, Q = C(QO, + 05). 
! Ci + C? 2 C+C 


Se a resistência do circuito for desprezível, então este pulso de corrente será de dura- 
ção infinitamente curta, e a corrente, infinitamente grande. Não é necessário dizer que 
isso não pode ser rigorosamente verdadeiro; além da resistência inevitável (pequena, 
mas nunca nula), haverá também uma auto-indutância L do circuito, que tenderá a 
moderar o aumento rápido da corrente ao fecharmos o circuito. Em resumo, o pulso de 
corrente será uma função fortemente concentrada do tempo. 

A fim de facilitar várias operações da física matemática, e particularmente em 


mecânica quântica, Dirac propôs a introdução da chamada função delta 9x), que re- 
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5S S 
maes E] 
sv, aV: 
Fig. 6.3 


presentará uma função infinitamente concentrada e dada simbolicamente por 


[0 4x0, 
ms [E (x = 0), 


mas de tal maneira que a integral de ôx) seja a identidade: 


7 a(x) dx = 1. 


00 


Em primeiro lugar, Dirac efetuou com ôx) a seguinte operação básica 
—+o 
fofa, 


onde f(x) é uma função continua qualquer. Esta integral pode ser “*calculada” por meio 
do seguinte raciocínio: como &x) é nula para x # 0, os limites de integração podem ser 
substituídos por —e e +e, onde e é um número positivo pequeno. Além disso, como 
fix) é contínua em x = 0, seus valores no intervalo (-e, + €) não serão muito diferen- 
tes de f(0) e podemos dizer que, aproximadamente, 


+o Fe 
E, EOS) dx = fT OS) ax = SO [* (o) ds, 
=i —e —€ 
sendo que a aproximação melhora quando e tende para zero. No entanto, 
+e 
f ô(x)dx = 1 
e 


para todos os valores de e, pois &x) = 0 para x Æ 0, e ôx) está normalizada. Assim, 
parece que fazendo e — 0, teremos exatamente 


+o 
Ai BONO) dx = f(0). 


Observação. Os limites —co e +œ podem A pe 
quea < 0 < b. p ser substituídos por dois números quaisquer a € b, desde 


_A integral acima é, por vezes, chamada de propriedade de filtra em da função 
delta: 4x) atua como um filtro, selecionando entre todos os valores possíveis de fit 
seu valor no ponto x = 0. g 
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6.2 SEQUÊNCIAS DELTA 


A afirmativa 


_ f0 (x=0), 
dE li (e = 0) 


não é correta e não pode ser usada para definir uma função, e muito menos uma 
função integrável. Uma outra tentativa seria definir &x) como a função que satisfaz a 
propriedade 


[E dx = fO) 


—0 


para todas as funções contínuas fix). No entanto, esta tentativa também fracassa. E 
possível mostrar que não pode haver nenhuma função com esta propriedade. 

O que, no entanto, é verdade é a existência de uma segiiência de funções forte- 
mente concentradas, que tendem para a propriedade de filtragem: isto é, o seguinte pode 
ser válido para uma sequência ġ x) (n = 1,2,3,..): 


lim [TT onG)NGO dx = fO). 


Seqiiências com esta propriedade serão chamadas de segiiências delta. Por exemplo, 
as funções 


0 (x > 1/n) 


n/2 (bl < a] (n=1,2,3,...) 


n(x) = | 
formam uma sequência delta. Com efeito, considere a integral 


[E encara ax 


para uma função contínua f(x) qualquer. Pela definição de p(x), teremos 


1 


H Df) dx = D f 
In —1/ 


p os de 


n 


[E ónco oo dx = [ 


00 —l 


Agora, usando o teorema do valor médio para as integrais, deduzimos que 
(m/f si PO) dx = MDOMO = KÐ (=1/n < E < +1/n). 


Se n > œ, então g > 0. Da continuidade de f(x) segue-se que f(E) — f(0), fornecendo o 
resultado 


lim [* enS) dx = SO), 


n>o —00 


que mostra ser ġ,(x) uma segiência delta. . ad 
Para muitas finalidades, poderá ser útil construir sequências delta de funções que 
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sejam contínuas e diferenciáveis (isso não acontece com a seqüência acim 


E DARE a: Exemplos 
de tais segúências são 


n 1 
U = Te 
b) dax) s= e Ra 
T 
1 sen’ nx 
c) (x)= i aa 


Todas estas funções estão normalizadas unitariamente, significando* que 


[E on) ax = 1, 


—so 


e cada uma das segiiências possui a propriedade desejada [desde que fix) seja contínua 
e a integral convirja): 


lim fY gaf) dx = 0) 


Mas, mais uma vez, é incorreto dizer que estas seqüências convergem para a função 
delta: Os limites destas sequências não existem (pelas definições usuais de convergên- 
cia). 


Observação. A normalização dos &, em uma segiiência delta não é obrigatória; será somente 
exigido que 


lim Po dx — 1, 


n= —c 
como se segue da propriedade de filtragem, pondo f(x) = 1. 


Exercício. Mostre que lim, „ « a(x) não existe para nenhuma das três sequências mostradas 
acima 


balx) T 


Pulx) l 


X X 


Fig. 6.4 


r 
a ; > ão deve Sé 
*Há duas definições usuais para este termo. Para a segunda definição, veja a p. 460. A integral pae S 
necessariamente sobre (=œ, +o) mas sim sobre um intervalo apropriado ao problema em considera 
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É instrutivo investigar as integrais indefinidas das funções $,(x) ou seja, as fun- 
ções 


p(x) = L, AOL 


Por exemplo, na seqüência (a) dada acima, os gráficos de ġ„(x) e de D,(x), para valores 
grandes de n, pareceriam com os mostrados na Fig. 6.4. 
Também não é difícil verificar que 


lim p(x) = S(x), 


no) 
e podemos sentir-nos tentados a dizer que &x) é a derivada da função escada S(x). No 
entanto, mais uma vez, dS(x)/dx = O para todo x * 0 (o que está bem), mas a derivada 
não existe em x = 0, exatamente onde deveria estar o pico da função delta. 


6.3 O CÁLCULO COM A FUNÇÃO ô 


O emprego de sequências delta de funções diferenciáveis tem uma consegiiência muito 
importante; por exemplo (Fig. 6.5) seja a(x) = (n/V'm)e”"""*: então 


donla) _ _ 2n? nt? 
dx = Vr 


+0 
a donl) q dx, 


em que f(x) é diferenciável. Integrando por partes obtemos 


+o +0 
A HaC po dr = gn foz "j bala) FO ax 


Considere a integral 


4 


don 
dx 


Fig. 6.5 
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Suponha que 


lim (n/r TE f) = 0. 


5 +90 


(Isso é geralmente verdade, pois estamos lidando com funções para as quais a integral 


JE Gux)fix) dx converge). Então, fazendo n — %, temos 
+ 


lim f dC) px) dx = — lim | bS) dx = = fO). 
MISER X no 


—o 


dx) está associada à propriedade de filtragem da deri- 


Parece que a segiência &' de) 
$ E hamado derivada da função delta e tal que 


vada. Isso dá origem ao símbolo ô'(x), C€ 
[E rear dr = 10) 


Esta idéia pode ser levada mais longe, dando origem a derivadas de ordem supcrior de 
&x), e que possuem a propriedade 


+o m MAO 


Não é necessário enfatizar que a única significação que pode ser atribuída à afirmativa 
acima é que 
tm [BO po ax = (or tLO, 
im P) x)dx = RES 


m 
no” —0 X 


e que estamos tacitamente supondo que as funções envolvidas são diferenciáveis m . 
vezes e que as integrais 


+o k 
d'n 
TOT 


convergem para todos os n e para todos os k de 0 a m. 

Deveria agora ser óbvio que considerarmos &(x) e suas derivadas como funções no 
sentido usual (o que não podem ser) é um método abreviado de obtermos resultados 
que dependem de certos processos de limites. Este procedimento pode ser chamado de 
cálculo com a função 8 (ou cálculo 8) e é muito usado na literatura de física. Como no 
caso do cálculo operacional de Heaviside, fornecerá resultados válidos, desde que 
reconheçamos e respeitemos suas limitações. 


Podemos obter as regras do cálculo com a função ê por meio de operações analíti- 
cas formais a partir das propriedades 


a) [Tecra = SO), 


b) dl) = É S(x), 
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O (x = 0), A 
c) è(x) = o (x=0) com (x) dx = 1 
e deixando de lado, por enquanto, sua justificação matemática. 
Exemplo 1. Verifique a regra xx) = 0. 


Considere Jiz x Sx)fix) dx, onde f(x) é contínua no ponto x = 0. Faça xf(x) = 
g(x); então g(0) = 0. Consegientemente 


Ta SCOS) dx = 0 


para todas as funções contínuas f(x) (em x = 0). Isso justifica a equivalência das fun- 
ções xô(x) e zero. 


Exemplo 2. Determine a significação de x — a). 
Considere [tz 8x — a)fix) dx. Faça x — a = é e escreva f(E + a) = g(£); então 


JE i — Df) dx = [Fº 8E dë = 80) = fa). 


Observação: No contexto do cálculo com a função ô, podemos dizer que 
(x — a) a S(x ) 
— = — — a). 
dx 


Exemplo 3. Verifique a regra 
(ax) = (1/Jal) 5(x), a = 0. 


Suponha que a > 0 e escreva, usando ax = é, dx = (I/a)dt: 


[E ras dx = [7 OSEA) de = (1/70). 


—20 


Sea < 0, use ax = ë, dx — (l/a)dë mais uma vez; agora, no entanto, os limites de 
integração são invertidos e 


ah (ax) f(x) dx = e HEI /0) de = —(1/a)f(0). 


Em qualquer caso, o resultado é (1/la|f(0), o que demonstra a regra. 


Observação. Segue-se disso que &x) é uma função par (faça a = —1). 


Exemplo 4. Verifique a regra 
Qt — a?) = (1/2a)[ô(x + a) + è(x — a)) (a>0). 


Observe que 3(x? — a?) = f(x + a)(x — a)]. Como ô¢) = O a não ser que é = 0, 
segue-se que ô(x? — a?) = 0, exceto nos pontos x = + a. Podemos, portanto, escrever 
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[E so? — fo dx = [alte + DO — SO) dx 


+f ~ x + ax — aJ f(x)dx (a> 0, 


onde O < e < 2a, e e pode ser tomado arbitrariamente pequeno. Ora, em uma vizi- 


nhança de x = —a, o fator (x — a) pode ser substituído por —2a. Então, 
—a+e —a+e 
| slx + ax — JO) dx = J ô[(—2a)(x + a) f(x) dx 


—a+e 1 
= l 57 èl + af) dx 


—a—e |—2al 


de 
-fS za C + a)f(x) dx. 


Podemos novamente usar os limites infinitos, pois x + a) = 0 exceto quando x = —a. 
De maneira semelhante 


ate +o 1 
| [O + ax — fo) dx = f = 3a 0 — DS) dx, 


a À 
e a regra está demonstrada. 


Observação. Esta regra não funciona para a = 0. Não há aparentemente nenhuma maneira de 
interpretar a expressão 4x”). 


6.4 REPRESENTAÇÕES DE FUNÇÕES DELTA 


Devido às operações formais usadas no cálculo com a função delta, é conveniente 
estender à mesma os conceitos de séries de Fourier, transformadas de Laplace e€. 
representações integrais. 

Considere o pulso 4x) mostrado na Fig. 6.6. Seus coeficientes de Fourier são bn 
= 0 (a função é par), ao = I/L, a, = (llnma) sen (nmalL) (n = 1). A série de Fourier 
será, portanto, 


Fig. 6.6 
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Fazendo a — 0, obtemos a série de Fourier de A x): 


l lo ntx 
ô(x) = LTL cos: 


n=l 


Observe que esta série é divergente; isso não deveria ser uma surpresa, pois se fosse 
convergente, então ò(x) seria uma função usual, o que, como sabemos, não é o caso. 

Mesmo com este inconveniente, não deveríamos concluir que a série é completa- 
mente inútil. Por exemplo, multipliquemo-la por uma função “bem comportada” f(x) e 
integremo-la termo a termo de x = -L ax = +L: 


+L +L 
1 o l o 
E l food + Dr] Scos d= D+ E 


n=1 n=1 


onde a, (n = 0, 1,2, ...) são os coeficientes de Fourier de f(x). Se fix) for represen- 
tada por uma série de Fourier 


19 =L+ 5 


n=1 


nTx NTX 
(o. cos EA + b, sen"7=) > 


então, se f(x) for contínua em x = 0, 
Segue-se que a série divergente 


possui a propriedade de filtragem e pode ser considerada como uma representante da 


função delta. 
De maneira semelhante, podemos achar várias outras séries para a função delta. 


Por exemplo, a série em senos de Fourier para Xx — ë) será 


(x— D)= z > sen tê sen" (0 <E<L). 


Podemos também achar representações integrais para &x). Relembremos a inte- 
gral para a função escada (Seção 2.15): 


| y+io | 
S(x) = 1 -e dz. 
Y 


2ri —io Z 


Diferenciando formalmente sob o sinal de integração, obtemos 


yti 
a) l f E 
(x) = o Ji. e”? dz.. 


y— io 
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arbitrário, mas positivo devido ao pólo em z = 0 


O número y na integral S(x) pode ser é 
do para &x), de maneira que podemos fazer (por 


No entanto, não há pólos no integran 
conveniência) y = 0, obtendo 
+ io 


ô(x) no + e” dz. 


—ico 


integral pode ser posta sob forma ligeiramente diferente por meio 


Esta representação 
rresponde a uma rotação de 90º no 


de uma mudança de variáveis, k = —iz (isso co 
plano, no sentido horário). Então 


1f 
0) = 5 T et dk. 


—a 


Esta integral notável (naturalmente divergente)* é extremamente comum em aplica- 
ções físicas do cálculo com a função 8. Sua propriedade de filtragem pode ser deduzida 


de várias maneiras. Como ilustração, considere a função 


+2 
d(x) = + i et edk (axo). 


—20 


Aqui, o chamado fator de convergência e” ““ torna a integral convergente. Formal- 
mente, seríamos tentados a dizer que 


2r —oo a>0 


1 f" 
> J et dk = lim a(x) 


contanto que possamos inverter as operações de integração e de passagem ao limite 
a> o. 


a grande a pequeno 
Qalx) Pa(x) 
Fig. 6.7 


aa Ora, a integral definidora de (x) pode ser facilmente calculada: complete o qua- 
o 


—a?k? + ikx = — (ak + x/2ai)? — x?/4a?. 


*Veja p. 117. 
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Então 


+o 


Pa(x) eTtak+x/2ai)? dk. 


(1/2m)e 742 f 


— 00 


Faça ak + x/2ai 


Il 


u euse** ft edu = /7 para obter 
Gal) = (1/2aV/ ret, 


Esta função, conhecida como função de probabilidade Gaussiana (ou normal), é for- 


P concentrada quando a é pequeno (Fig. 6.7). Além disso, bx) está normali- 
zada: 


. 


fe Pa(x) dx = 1 (para todo a). 


= 


Espera-se, assim, e isso pode ser demonstrado rigorosamente, que 
; +% 
lim [7 gaS) dx = AO) 
as —eo 


para qualquer função f(x) que se comporte ''razoavelmente bem”: por exemplo, será 


suficiente supor a diferenciabilidade em x = 0. Esta análise sugere a validade da fór- 
mula abaixo: 


(1/2m) 5 p că? f(x) dk dx = f(O). 


Em verdade (veja o Capítulo 7), esta fórmula se verifica, no sentido usual rigoroso, 
para uma classe bem ampla de funções f(x), com a condição de efetuarmos em pri- 
meiro lugar a integração em relação a x. 

Concluiremos esta seção, calculando a transformada de Laplace da função delta. 
Considere mais uma vez o pulso retangular (normalizado) (Fig. 6.8). Sua transformada 


de Laplace é 
to+r —sr 
s l — e 
| ledt = e E. 
i T 


0 


Faça 7 — 0; como 


lim — =, 
T>0 ST 


podemos escrever £L{8(t — to) = e *'º. 


Observação. Mesmo que a fórmula £'{&!)} = 1 possa ser deduzida fazendo ty = 0, deveríamos 
chamar a atenção, pois esta função delta não é a mesma definida para o intervalo (—, +00). Por 
exemplo, não poderíamos dizer que &(t), (como construída acima) é uma função par, pois na 
teoria da transformada de Laplace supomos que todas as funções são nulas para t < 0, eo pulso 
retangular usado para construir a função delta tem a aparência do gráfico mostrado na Fig. 6.9, e 


**A integral em relação a u é agora uma integral complexa ao longo da reta Imu = —x/2a. Use, no entanto, o 
teorema de Cauchy e mostre que a integração ao longo do eixo real (no plano u) deve fornecer o mesmo 
resultado. 
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Fig. 6.9 


Fig. 6.8 


não o da curva da Fig. 6.6. Uma conseqiência prática deste fato é que, agora, a propriedade de 
filtragem será 


f ° ANA de = f(O + 0), 


em vez de f+ A Uft) dt = f(0). Este é um fato que vale a pena ter em mente, pois, em muitos 
problemas que usam a transformada de Laplace, o valor /(0) não pode nem mesmo ser definido 
(ver o Exemplo 3 da Seção 5.10). 


6.5 APLICAÇÕES DO CÁLCULO COM A FUNÇÃO ô 


Considere o movimento de um oscilador harmônico amortecido sob a ação de uma 
força externa f(t). A equação diferencial será 


mk + px + kx = ft). 


Suponha que a força f(t) representa um golpe instantâneo no instante to. A forma 
exata da força não é conhecida, mas sabemos que seu impulso é T: 


“*andi=I (€>0) 


to—e 


onde e pode ser tomado arbitrariamente pequeno. Uma tal força pode ser aproximada 
pela função 


Ilt — to) 
de maneira que a equação diferencial a ser resolvida será 
X+Nx+owix=Umot-t) (= p/2m,wo=Nk/m). 


Suponha que o oscilador esteja em repouso no instante 1 = 0; estamos tacitamente 
supondo que ty > 0. Então 


x(0) = 0,  x(0) = 0. 


Resolveremos esta equação por meio da transformada de Laplace. A equação trans- 
formada será 


SX(s) + 225 X(5) + w? X(s) = (U/m)e 
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de maneira que 


I —sto 
X(s) = E ; 
m s + 2s + w? 
As raízes do denominador são r = —A + VX? — wọ. Para sermos específicos, suponha 


A É pi ; j 
que w? > Ne faça w? = wọ — A?. Além disso, escreva 


E | E 
E ne 


e ache a inversa por meio do teorema de Heaviside: 


I e> e72 tto) 


x(t) = 
(9) ml — Fa ro — ri 


Use agora ři = —A + iw, fo = —A — iw e transforme a equação em 
x(1) = (I/me™™ T sen w(t — to)S(t — to) 


ou 


= 0 (1 < to) 
x(t) = U/me N-'9 sen w(t E to) (t > to). 


E instrutivo obtermos esta solução pelos métodos convencionais. Como a força ft), 
por hipótese, age instantaneamente emt = fo, O oscilador obedece à equação homogê- 


nea tanto para £ < fo quanto para í > to: 


X+2NkX+wx=0 (to). 


Também 


x(1) = 0 


(para t < to). 
x(t) = 0 
Para t > to, a solução geral pode ser escrita sob a forma x(t) = Ae™ sen (wt + &). 
Para acharmos 4 e &, observe que as condições físicas implicam que x(t) é 
contínua em todos os pontos (incluindo t = to). Observe também que isso não pode ser 


dito de x(t). 


Com isso em mente, integre a equação diferencial de fọ — € até tọ + e: 


to—e 0—€ 


[Czar aaf Pad + 8 [ xdi = I/m 
t t 


0—€ 


ou 


tote 
Xto + O — žo(t — €0) + 2Ax(to + e) — 2ax(to — €) + if x dt = I/m. 


0—€ 


Isso é válido para um e arbitrário. Faça e — 0 e use à continuidade de x(t); então 
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lim [E x(t) di = 0, é limbtntO)=-xt-d=0. 


e>0 Jtg—e 50 


Observe também que X(to — €) = 0 (tanto x quanto x se anulam para ! < to). Conse- 


quentemente, 


lim X(to + O = Xto + 0) = I/m. 


«—>0 
Como 
x(t) = —re™ Asen (wt + 4) + we™™ cos (wt +) (t> to), 
podemos obter, fazendo t — to pela direita, 
I/m = we NA cos (wto + 4). 


Por outro lado, fazendo t — tọ na expressão para x(1), podemos obter 


0 = e™™ Asen (wto + $). 
Assim, sen (wto + &) = 0, or wto + q = nr (n = inteiro). Então 
cos (wto + ¢) = (— 1)” e A = (ID U/omeNo. 
A solução será 
x(t) = (—-D'U/ome No sen [w(t — to) + nr] (t> to) 

Qualquer que seja n, o resultado acima é idêntico a 

x(t) = U/wume NT senw(t — to) (t > to). 
Vemos assim que a solução obtida por meio do cálculo com a função ô é a correta, € 
que chegamos a ela com menos esforço do que usando métodos convencionais. 


Como um outro exemplo, considere uma viga simplesmente apoiada, carregada 
com uma força concentrada P em seu centro (Fig. 6.10). Na equação diferencial* 


D 


k L/2 l! L/2 5) 


Fig. 6.10 


*Veja a p. 132. 
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podemos agora fazer q(x) = PS(x — L/2) baseados no fato de que P representa, em 
verdade, uma distribuição de carga infinitamente concentrada com 


[Caodr=P, (e>0) 


L|2—e 
onde e é arbitrariamente pequeno. 


Este problema pode ser resolvido eficientemente por meio dos desenvolvimentos 
em séries de senos de Fourier. Suponha que 


x(x) = > bn sen (nrx/L), 


n=l 


e use a série (divergente) 


_L\_ 2€ nt Arx 2 Z m=) oan PTX. 
a(x J= senj-sen = 7 > so sen 


Substituindo na cquação diferencial, 


(o) 4 (eo) 
im Ndee 1D? sen. 
L (==) ba sen E L (1) sen 


n=1 


Por conseguinte 


2PL? 1 
E (m—1)/2 Aide Erd z 
A (— 1) Eli pá ~ ímpar), 
0 (n = par) 
e 
2P & (ID ax 
VOS a a qq AME 


Não é difícil verificar (por métodos semelhantes aos usados no primeiro exemplo) que 
essa é realmente a série de senos de Fourier da solução correta y(x). Observe, no 
entanto, que uma tentativa direta de verificar isso falhará; teremos problemas após 
diferenciar três vezes a série, quando a convergência uniforme deixará de ser válida. 


Observação. Como no Exemplo 2 da Seção 4.8, vemos que a série converge rapidamente. Por 
exemplo, se x = L/2, o termo líder sozinho fornecerá a deflexão aproximada 
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6.6 CONVERGÊNCIA FRACA 


As idéias mencionadas nas seções precedentes e que conduziram ao conceito de fun. 

ção delta podem ser sistematizadas na chamada teoria das distribuições ou das funções 
generalizadas. f 

Como o nome sugere, a teoria se ocupa do problema de estender a definição de 

dar uma base matemática firme a conceitos como à 


função, de maneira a podermos átic 
iras de se conseguir isso. Seguiremos a idéia ex- 


função delta, 3(x). Há várias manci  consegl > À 
pressa na Seção 6.2, ou seja, O estudo das distribuições por meio de integrais de se. 


quências de funções do tipo 
If) de (nN=1,23,...) 


Uma segiência de funções f(x) (como as segiiências delta) conduz a um novo 
conceito matemático (como a função delta), desde que uma tal sequência convirja para 
uma função conveniente g(x). Ora, o que será considerado “conveniente”? Da 
Seção 9.3, sabemos que se desejarmos definir conceitos como 8'(x), (x), etc., então 
g(x) deveria ser infinitamente diferenciável*. Suporemos também (a não ser que haja 
menção explícita em contrário) que os limites de integração serão — e +o, Assim, 
g(x) deverá ter ''bom comportamento” no infinito. Insistiremos sobre uma exigência 
muito forte deste tipo, a de que g(x) seja identicamente zero fora de um intervalo finito 
(a,b) (um intervalo diferente para cada g(x), em geral)t. 

As funções g(x), que satisfazem estas exigências, serão chamadas funções teste. 
Este nome é apropriado, pois a propriedade de filtragem das sequências delta é testada 


sobre estas funções. 
Exemplo. A função 


ea? a’) (ixl < a) 


ae aaa 


g09) = 


é uma função teste. Com efeito, é sem dúvida infinitamente diferenciável para kl Æ a. 
Quanto aos pontos x = + a, pode-se mostrar, usando as definições básicas da deri- 
vada, que todas as derivadas existem e são nulas. Como ilustração, demonstraremos 
que g'(x) = 0 em x = —a. É mais conveniente fazer a + x = ¢ e escrever g como 
função de £. Em torno do ponto £ = O (isto é, x = — a) teremos 


o 0 (E < 0), 
g(8) = ag (E > 0). 


Pela definição da derivada, 


dx Ta dE t=o 50 E50 


Se < 0, então g(£) = 0, e o limite do lado direito da equação é zero. Se > 0, usamos 


*Isto é, diferenciável um número arbitrário de vezes. 


t Podem-se adotar condições menos restritivas, exigindo somente que g(x) tenda para zero “suficientemente 
rápido”, quando x > + œ (por exemplo, Lighthill, Fourier Analysis and Generalized Functions). 


a 
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n = 1/£ e escrevemos 


uh (1/Ẹ)e PECA — Jim net! 2a- 1mm, 


n> 


2 
Como et N aUn  e-al?m e como lim, ,, ne! = 0, segue-se que a de- 
monstração está completa. 

Após definirmos as funções teste, definiremos agora a classe das funções admissi- 
veis, das quais extrairemos as funções f,(x). Há várias possibilidades de escolha.t A 
não ser que digamos o contrário, exigiremos que as funções sejam infinitamente dife- 
renciáveis sobre todo o intervalo (—sc, +). Seu comportamento no infinito poderá ser 
arbitrário. Esta classe de funções será ampliada, a fim de abranger outras funções (não 
infinitamente diferenciáveis) e também distribuições, como a função delta. 

Considere agora uma segiiência de funções admissíveis f(x) (n = 1,2,3,...) Ela 
será chamada segiiência fracamente convergente, se o limite 


lim [” Ag) dx 


existir para todas as funções teste g(x). Uma segiiência fracamente convergente pode 
ser ou deixar de ser convergente segundo qualquer uma das definições convencionais, 
como convergência ponto a ponto, convergência uniforme, convergência na média, 
etc. 

O conceito de convergência fraca foi especialmente introduzido para ampliar a classe 
das funções admissíveis de maneira bem específica. Tais extensões são possíveis por 
meio de outros tipos de convergência mas, em um certo sentido, a convergência fraca 
é mais poderosa. Considere, por exemplo, a sequência de funções admissíveis 


falx) = 4 + (1/7) arctg nx. 


Não é difícil verificar que esta sequência converge (ponto a ponto) para a função es- 
cada S(x). No entanto, as funções admissíveis são infinitamente diferenciáveis em 
(=>, +œ) e S(x) não é uma função admissível. Portanto, não podemos dizer que a 
segiiência f(x) converge '*dentro do conjunto das funções admissíveis”. No entanto, 
convergirá fracamente: Pode-se mostrar que 


tim [° fg) dx = [PP Sg) dx = f" 86) dx 


no” —o 


para todas as funções teste g(x). Em = . : 
Estamos agora em posição de podermos definir artificialmente a função descontí- 


nua S(x), adicionando às funções admissíveis o “limite” de f(x) definido somente sob 
uma integral por meio de 


oo + 
lim [7 G + (1/7) arctg nx)g(x) dx = f S(x)g(x) dx. 
n=% J —% —o 
Por que tentamos definir a função S(x) de maneira tão complicada? Não será mais 
simples defini-la ponto a ponto como segue?* 


+ Não há uma única teoria das distribuições, mas várias, baseadas em princípios semelhantes, mas diferindo nos 


detalhes. 
i õ issívei nvergência ponto a ponto. 
*Estendendo, desta maneira, a classe das funções admissíveis por co B p p 


FÍSICA MATEMÁTICA 


242 
0 (x<0), 
SO) = 44 (= 0), 
1 (x> 0). 
A resposta é óbvia, pois, usando o método dado acima, podemos definir, de maneira 


a, que desafia qualquer definição ponto a ponto. Consi- 


igualmente fácil, a função delt 
a de funções admissíveis dadas na página 228: 


dere, por exemplo, a sequênci 


n 1 


HO) = 77 na 


Quando n — œ, esta sequência não converge para nenhuma função (admissível ou 
não). No entanto, converge fracamente e 


lim [7 g) dx = g0) 


no —00 


qualquer que seja a função teste g(x). A demonstração é como segue: 


a 1 —1/ yn 1 
n 
L m 1 F nx star -f r l + n?x? gad 


PUNE 1 Ja ' 
n 
E a m 1 + n2 x2 g(x) dx + RA Tonho O) ds 


Seja B uma cota para g(x), ou seja le(x)| = B para todo x. Então 


o) i i l 
< E E E S A ER., l 
E Bf TES add B(; = arctg va) 


A n 1 
Ne m 1 + nx? g(x) dx 
Como 


: l1 1 
lim G — — arctg va) = 0, 
segue-se que 

lim RR gl) dx = 0 
noo Jipvn m | + n2x2 = u. 


Semelhantemente 


—1/ Vn i 
i n 
s J T TF nas 809) dx = 0. 


no J -o 


` Finalmente, usando o teorema de valor médio (f„(x) > 0) 
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PUNE 1 +1/va À 
n 
Í | F n2x2 g(x) dx = so + dx 


—1uva T uva T l + nx 


I 


larg va (INASES AND, 


de maneira que 


+1/ vn 1 
; n 
lim | z IF nx g(x) dx = g(0), 


n=% J —1/Vn 


completando a demonstração. 

Podemos agora dar uma definição rigorosa de uma distribuição como segue: Uma 
distribuição &x) é um conceito matemático associado a uma sequência fracamente 
convergente de funções admissíveis* para as quais a integral simbólica 


f + agx) dx 


— oo 


tem significado, por meio da equação? 


A ogl) dx = lim [7 fg dx. 


n500 —o 
Observações 
1. A cada função admissível corresponde uma distribuição, pois podemos construir uma sequên- 


cia que constará somente da função admissível f(x). 
2. Muitas seqiiências fracamente convergentes distintas fornecerão o mesmo valor de 


lim A er 


n=% f—o 


para todas as funções teste g(x) (por exemplo, vários tipos de segiiências delta). Tais 
sequências equivalentes correspondem à mesma distribuição. 


Exemplo 1. As seguintes segiiências são equivalentes, e todas correspondem à distri- 
buição representada por (x): 


a) A = Ferte (=nx) = (VD e du, 
b) falx) 
S =”, 


li 
Nja 


+ (1/r) Si (nx) = (1/7) [É (sen u/u) du, 


l 
q 


*Há outro método para se estudar a teoria das distribuições, mais abstrato, mas também mais geral, que define 
uma distribuição como um funcional linear contínuo sobre o espaço das funções admissíveis (por exemplo, 
Gelfand e Shilov, Generalized Functions, Academic Press, 1965). Esta definição dispensa as funções admissí- 
veis, juntamente com as integrais. 

tPor conveniência, ao descrever a relação entre uma distribuição &(x) e a sequência convergente (f/x)), usa- 
remos a expressão ‘a segiiência (fdx)) converge fracamente para (a distribuição) &x)". A significação pre- 
cisa desta afirmativa está dada em nossa definição. 


244 FÍSICA MATEMÁTICA 


Nota: As seguências (a) e (b) convergem também ponto à ponto para a função Escada 
convencional S(x) (como dada na p. 116; a sequência (c) converge ponto a ponto para a 


função 
0 (x<0), 
Sœ = {1/e (x = 0), 
1 (x> 0). 


Do ponto de vista da teoria clássica das funções, S(x) e S(x) são funções distintas. Do 
ponto de vista da teoria das distribuições, S(x) e S(x) correspondem a mesma distribui. 
ção &x), que não é nem mesmo definida por meio de uma fórmula como as de S(x) e 
S(x), mas pelo processo limite descrito na convergência fraca. 


Exemplo 2. As sequências 


2 
—n 2x2 


l 
O Ore DO AOs E, 


— cos nx 1 sen? nx 
—— 5 — 9) 


0) ho =S d) Aoa 


são equivalentes, fornecendo o resultado 


lim [1º g(x) dx = 8(0) [todas as g(x)). 


no 4—2 


A distribuição definida por qualquer uma destas seqüências é chamada função delta e 
representada por 9(x)*. 


6.7 CORRESPONDÊNCIA ENTRE FUNÇÕES E DISTRIBUIÇÕES 


Seja &(x) uma distribuição. Neste caso, a expressão 


f + agx) dx 


—0 


não é uma integral (no sentido de Riemann), mas o limite de uma seqüência de inte- 
grais de Riemann. No entanto, pode ser equivalente a uma integral de Riemann S€ 
pudermos achar uma função fix) (não necessariamente uma função admissível), tal que 


fo Ag) dx = o ogl) dx = lim [© pg) dx 


n= J —oo 


para todas as funções teste g(x). Isso acontecerá se a sequência f(x) convergir ponto à 


* . 
Naturalmente, ela deveria ser chamada de distribuição delta, mas o nome função delta foi fixado por uma 


longa tradição. 
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ponto para alguma função fix). que poderá ser tomada como fix).* No entanto, sur- 
preendentemente, há exceções a esta regra óbvia. 


Exemplo. As funções 


—Wl—4(nz— 122] (|x — 1/n| < 1/2n), 


e 
F(x) = | 
0 (|x — 1/n| > 1/2n) 
são evidentemente admissíveis.t São infinitamente diferenciáveis em todos os pontos e 
se anulam fora do intervalo (1/2n, 3/2n). Normalizando-as: 


Fa (x) 
ha) = a 
TES Fa) dx 


(de maneira que agora Rea fax) dx = 1). A seqüência de funções f(x) converge 
ponto a ponto para zero. Como efeito, se x = 0, então f(x) = O (para todo n). Se 
x >0,escolha N suficientemente grande de maneira que N > 3/2x. Então fx) = 0 para todo 
n = N e a afirmativa se segue. Observe, no entanto, que a convergência não é uniforme. 

A seqiiência f(x) converge também fracamente. Para qualquer função teste g(x) 
teremos, pelo teorema do valor médio (observe que f(x) = 0), 


[E LO) dx = f'a) dx 
—o 1/2n 


ll 


KOJI j á fax) dx = gE) (1/20 < £ < 3/21). 


Agora, se n — º, então £ tem que tender para zero (pela direita). Pela continui- 
dade das funções teste, 


lim g(¿) = g(0).1 
E>0 


Mostramos, portanto, que 


lim f(x) = f(x) = 0 


n>o 
de maneira que 


/ ii lim fa(x)g(x) dx = 0 [qualquer g(x)], 


O Nn59D 


*Claramente, fx) não é única, como mostrado pelo caso de S(x) e (x) (Seção 6.6). Temos 
+a +o — 
A SCg() dx = J Si)g(x) dx 
— GO — 00 


para todas as funções teste g(x). E 
tEstas funções são da mesma espécie que g(x) da p- 240, coma = 1/2n, e centradas em torno do ponto x = Mn 


(em vez do ponto x = 0); ou seja, x foi substituído por (x — 1n). Ro i 
fisso significa que (f4x)) é uma sequência delta. Entretanto. enquanto que as seqliências delta anteriores eram 
divergentes. esta convergirá (para zero); a convergência foi obtida, deslocando o pico de f(x), ao mesmo tempo 


em que ele foi feito mais alto e estreito. 
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mas 
lim [" fa(x)g(x)dx = g(0) [qualquer g(x)). 


n>00 J —o 


Este exemplo ilustra que o conceito de convergência ponto a ponto pode não e 
quase que significado do ponto de vista de um físico. Com efeito, se as funções f(x) 
representarem aproximações sucessivas de uma certa quantidade física e a fórmula 


t od = 


sempre se verifica, como é possível reconciliar a intuição física com a afirmativa de 
que fx) “'converge para zero”? E razoável conjecturar que, ao menos para certas 
finalidades, as distribuições são mais convenientes para descrever quantidades físicas 
do que as funções convencionais. 

Investiguemos agora alguns dos problemas criados por esta proposta. Em pri- 
meiro lugar, devemos lembrar-nos que não podemos falar no valor de uma distribuição 
em um ponto dado.* Por exemplo, não podemos atribuir nenhum valor a &x) no ponto 
x = 0. Em si, isso não seria tão desastroso, mas o fato de que toda a contribuição à 
integral 


fra ô(x) dx = 1 


W 


provém exatamente de x = 0 é bem embaraçoso. Como um outro exemplo, a distribui- 
ção (x), que corresponde à função escada S(x), fica definida pela seqüência de inte- 


grais 


lim AR CIO) dx = í E g(x) dx, 


n—roo 


que não distingue entre S(x) e S(x) da Seção 6.6. Ela é equivalente a qualquer uma 
delas. Evidentemente, não podemos atribuir um valor definido a O(x) no ponto x = 0. 

Será que esta propriedade das distribuições não contradiz as propriedades usual- 
mente aceitas das quantidades físicas representáveis por funções? Talvez não. Por 
exemplo, considere a medição de uma corrente elétrica /(1) variável com o tempo. A 
corrente é medida por um amperímetro, que possui uma certa inércia: Não pode reagir 
a mudanças instantâneas de corrente. O que está sendo medido não é realmente uma ` 
função I(t), mas uma corrente média, algo como a expressão 


1/e J IG) dr 


para e finito (não importa que seja muito pequeno). Deste ponto de vista, as quantida- 
des físicas não possuem realmente as propriedades matemáticas das funções clássicas. 

No entanto, como as funções clássicas certamente aproximam as quantidades físi- 
cas, é necessário mostrar que as distribuições podem fazer o mesmo. Em outras pala- 
vras, é necessário mostrar que existem distribuições praticamente indistinguíveis das 


* Deste ponto de vista, a notação dx) para uma distribuição é enganosa. O símbolo &x) significa que existe ue 
número y [y = &(x)], que corresponde ao número x. Seguiremos, no entanto, esta notação tradicional qu 
possui vantagens óbvias. 
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funções ordinárias, pelo menos das dos tipos usados em física. O passo principal neste 
sentido será realizado pelo teorema a seguir. 


Teorema da aproximação. Para cada função contínua f(x), pode-se construir uma 
seguência (/,(x)) de funções admissíveis, tais que 


10) SO < e 


para e arbitrariamente pequeno, e uniformemente em x, dentro de qualquer inter- 
valo finito. 


Demonstração. Considere a segiiência de funções admissíveis* 


eT ln? (e)? (x Ne EI < 1/n), 


U,(x, £) = 
gi | 0 (essa: 


Elas serão normalizadas se as dividirmos pela integral de normalização 


x+1/n l +1/n 1 
z= — = e o d z 
Na x—l/n exp| l= n?(x e | ak a SEE ( l E: z) 5 


(usando a mudança de variáveis É” = x —£); observe que N, independe de x. Defina 
agora uma sequência 


1 z+1/n 
fax) = 2 HE U(x, £) dt, 


z—l/n 
que é uma segiiência de funções admissíveis. Com efeito, f(x) é infinitamente diferen- 
ciável e se anula em x = + 1/n, juntamente com todas as suas derivadas.t 


Observação. O que está sendo feito é tomar a média** da função f(x) sobre o intervalo 
(x — 1/n, x + 1/n, usando a função U,. Isso dá origem a uma função infinitamente diferenciável 
fax), a partir de fix) (que talvez não tenha esta propriedade) e de tal maneira que f(x) é uma 
ótima aproximação para f(x), quando n é grande. 


Podemos também escrever 


z+lI/n g4-I/n 
so) = seg eeue LSO sou DA 


—l/n 


*Veja a nota de rodapé da p. 245 
tA fórmula 


blr) b(s) p 
é [send "i PD q 4 fix, bh aE -jaa JE 
a(r) 


dx ala) ðx 


está sendo usada. É válida em um intervalo finito [a(x), b(x)), se àflax for contínua. 
** Ver Lighthill, Fourier Analysis and Generalized Functions, p. 22 
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e (como U, = 0) construir a expressão 
AE — SO = 1/Ma [DOU = SONU, 8) de. 


Como |x — ë| = 1/n, podemos sempre escolher » suficientemente grande p 
fazer |x — ¿| arbitrariamente pequeno, o que implica, pela continuidade de f(x), que 


SFO- SOM < e 


válida para x em um intervalo finito arbitrário, com e arbitrariamente pequeno. Então 


ara 


0) AOL e/N a U(x, £) dt = e 


L— 


como pedido. 


A convergência uniforme obtida no teorema da aproximação nos permite formular 
o seguinte corolário. 


Corolário. Para cada função contínua f(x), pode-se achar uma distribuição equiva- 
lente x), tal que 


[E 0 dx = [rogo dx 


para qualquer função teste g(x). 
Com efeito, seja f(x) uma sequência de funções admissíveis como descritas no 


teorema da aproximação. Seja g(x) uma função teste; por definição, deve anular-se 
fora de um certo intervalo (a,b). Portanto, 


[S$ ae dx — [PÉ rode) dx] = | [PL — s) dx] 
< S'IA — FOE dx. 


Pelo teorema da aproximação, |f(x) — f(x)| pode ser feito arbitrariamente pequeno 
para todo x dentro do intervalo (a,b). Portanto 


E Sn (x)g(x) dx -[ Soex) dx| < f |e(x)| dx = eB(b — a), 


onde B é uma cota para lœ]. Como podemos fazer o lado direito arbitrariamente 
pequeno, escolhendo n suficientemente grande para uma função teste g(x) qualquer, 
segue-se que 


$ + +% 
lim [1 AOJg) dx = [ fogla) dx, 
nw — 0 —0o 
demonstrando a equivalência entre uma distribuição &(x) definida pelo lado esquerdo 


da fórmula acima e uma função contínua f(x). 


Observação. A equivalência de f(x) e de &x) pode ser estendida às funções contínuas por peda- 
ços. No entanto, é mais simples tratar estas funções como derivadas de funções suaves por 
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pedaços,* e empregar a propriedade da diferenciabilidade das distribuições (veja a discussão da 
Seção 6.8). 


6.8 PROPRIEDADES DAS DISTRIBUIÇÕES 


Podemos aplicar às distribuições várias operações lineares das funções ordinárias. Em 
primeiro lugar. as distribuições podem ser adicionadas e multiplicadas por constantes 
(em outras palavras, combinações lineares de distribuições são também distribuições). 
Isso é uma conseqiiência da sequência de integrais 


[E UO + mE) dx 


Nr [Crilolg(x) dx (C = const). 


Se fx) e h(x) são funções admissíveis, o mesmo acontece com as funções 


Sa(X) = fa(x) + h(x) 


Za(x) = Cfh(x). 
Além disso, as sequências s,(x) e z(x) são fracamente convergentes se as seqüências 
f(x) e hdx) o forem. Portanto, as segiências de integrais acima definem as distribui- 
ções 
a(x) = 40) + x(x), (x) = Co(x), 
em que &x) e x(x) são as distribuições que correspondem a f(x) e a h(x). 
As distribuições podem também ser multiplicadas por funções infinitamente dife- 


renciáveis. Com efeito, seja h(x) uma função infinitamente diferenciável e seja fdx) 
uma sequência fracamente convergente. Considere a seqiiência 


[É HORON) dx. 


As funções y,(x) = A(x)f(x) são funções admissíveis. A integral acima deve, também, 
convergir quando n — %, pois pode ser escrita como 


[E FONA] dx, 


e g(x) = h(x)g(x) é claramente uma função teste. Podemos, portanto, definir uma nova 
distribuição 


yx) = ACO) 


correspondente à seqiiência y (x). 


*Veja a p. 169. 
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Observação. Em geral, não é possível definir o produto de duas distribuições (i.e., não é Possível 
definir o produto de duas distribuições arbitrárias"). A razão é que, se formarmos uma sequência 
de funções px) = fadh), talvez ela não seja fracamente convergente e não defina assim uma 


distribuição. Por exemplo, seja + 
fao) = An) = (n/N Te. 


Não é difícil achar uma função teste g(x) para a qual a integral 


+ Og) dx 


—oo 


não convergirá [por exemplo, g(x) = 1 para |x| < a e arbitrária nos demais pontos]. 

As distribuições permitem também transformações lineares de uma variável inde- 
pendente, ou seja, se &x) é uma distribuição, então dx — a) e bCx) são também 
distribuições (onde a e C são constantes). Elas são definidas por sequências de funções 
admissíveis f(x — a) e f/Cx), que são fracamente convergentes, pois podemos escre- 
ver 


[E ha — dga) dx = [PÉ Ag + a) dx 


[E ICO dx = NASE AOO de (CO) 


A afirmativa segue-se agora, pois g(x + a) e g(x/C) são funções teste e f(x) é fraca- 


mente convergente. 
Uma das propriedades mais importantes das distribuições é sua diferenciabilidade 


infinita. A derivada de uma distribuição ¢(x) está associada a uma sequência de deri- 
vadas de funções admissíveis f(x), que convergem fracamente para &(x). Para verifi- 
car que isso é possível, observe que f'(x) é uma função admissível se f(x) o for. Além 
disso, integrando por partes, obtemos 


[É KOE ax = pego — [Prog dx = — [E ço) ds, 


pois g(x) se anula fora de um intervalo finito. Como g'(x) é uma função teste é (se gx) 
o for), o limite (quando n > =) do lado direito existirá. Então, o limite do lado es- 
querdo deverá igualmente existir. Portanto, (x) é fracamente convergente para uma 
certa distribuição, que definimos ser a derivada de dx) e que representaremos por 
&d'(x). As distribuições &x) e &'(x) estão relacionadas pela fórmula 


[T adx = — f oog) dx 


io) 


válida para qualquer função teste g(x). 
Se &x) for equivalente a uma função diferenciável f(x) (veja a p. 249), então pode- 


*Algumas distribuições particulares podem ser multiplicadas; e.g., o exemplo acima, y = 1 $ pode ser conside- 
rado um tal produto, pois h(x) é equivalente a uma distribuição. 3 
tEstamos aqui tentando construir [&x)]?; mostra-se que isso é impossível dentro da teoria das distribuições: 
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remos mostrar que &'(x) será equivalente a f(x)*. Suponha, no entanto, que &'(x) não 
é diferenciável em todos os pontos. Para sermos específicos, suponhamos que f(x) seja 
continua e suave por pedaços. Investiguemos de que maneira &'(x) estende a definição 
da derivada f(x) aos pontos em que ela não existe no sentido clássico. Em primeiro 
lugar, &'(x) não define realmente f'(x) em nenhum ponto: Uma distribuição não possui 
valor em um ponto. O que é ainda verdadeiro para uma distribuição é que pode ser 
equivalente a uma função na vizinhança de um ponto, por exemplo x = é. Isso é 
mostrado como segue: Seja g(x) uma função teste, diferente de zero somente dentro de 
uma vizinhança do ponto £, ou seja, no interior do intervalo (E — e, E+ e). Ora, se para 
uma função f(x) e uma distribuição (x) for verdadeiro que 


fes R dx = [É fo ax 


para todas as funções g(x) do tipo descrito, então dizemos que d(x) é equivalente a fix) 
na vizinhança do ponto £. Se f(x) for contínua em (£-— e, £ + e), então x) poderá ser 
construída, por exemplo, pelo método usado na p. 249 (corolário do teorema da apro- 
ximação). 

_ Podemos agora mostrar que se Mx) e fx) são equivalentes em x = Etef(t) existe, 
então &'(x) e f(x) são equivalentes em x = é. Com cfcito, se g(x) se anula fora de (E — 
€, É + €) o mesmo acontece com £'(x), e temos, para todas estas g(x), 


[E KORA dx = f DOR ax 


É - [T IR) dx 


+e z 
— f SCE) dx. 
—€ 
No entanto, exatamente a mesma relação se aplica a f'(x), fornecendo 


— E 


O SOR dx = — [É AORO ax, 


Portanto 


[E eco dx = [Fº POR ax, 


—€ 


demonstrando a equivalência de &'(x) e f(x) emx = £. 

O que acontece nos pontos ¢ para os quais f'(£) não existe? Como f(x) é suave por 
pedaços, f'(x) deve sofrer uma descontinuidade de salto em x = £, e será representada 
(em uma vizinhança suficientemente pequena de £) por 


FO = AC) +ASa — E) (xx g) 


onde fi(x) é contínua e h é uma constante. Como &'(x) deve seguir “fielmente” f(x) 
para x & é, deverá satisfazer a relação 


[E ORO dx = [ÉH G + AS — DEO) dx, 


—€ 


*Usando uma técnica semelhante à usada na demonstração do teorema da aproximação. 
1Se dx) for equivalente a fix) em uma vizinhança de é. diremos simplesmente, para sermos breves, que &x) é 
equivalente a f(x) em Ẹ. 
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para todos os g(x) apropriados. Esta relação define &'(x) unicamente e a torna equiv 
lente à função descontínua a- 


fi + AS — E). 


Observe que não importa que S(x — ë) seja definida em x = E (veja a p. 244), pois est 
fato não afeta o valor da integral e 


Í Ferro) + ASC — ENEC) dx. 


t—e 


Esta análise nos mostra que as distribuições podem representar funções descontínuas 
(pelo menos aquelas com descontinuidades de salto)*. 

Como a derivada de uma distribuição está bem definida sem nenhuma restrição 
segue-se que uma ““distribuição com descontinuidade de saltos” como &'(x) acima 


pode igualmente ser diferenciada. Suponha que W(x) seja equivalente, em uma vizi- 
nhança do ponto £, a uma função descontínua do tipo 


y(x) = u(x) + AS(x — E), 


em que u(x) é diferenciável em (£ — e, E + e) com exceção, talvez, do ponto x = £, 
Uma tal função típica está mostrada na Fig. 6.11. 


Fig. 6.11 


Seja Ox — ë), a distribuição que corresponde a S(x — £). Então 


Il 


f E g'(x — gl) dx 


—0 


+ 
— [T Mx — Dg) dx 


-[7 S(x — )g'(x) dx 


Il 


-= f g'(x) dx = =g); = 86). 


Da Seção 6.6 segue-se que 6'(x — £) corresponde a uma seqüência delta, € por 


tanto 9'(x — = = : RESEN 
tipo** (x — ë) = 4x — £). Segue-se facilmente que a distribuição y'(x) tem que ser do 


VOS) = u(x) + h è(x — £), 


nos outros tipos , , $ 
Muit ti t de desconti 
i 5 E nuidades podem também ser tratados veja, por exemplo Gelf 


f E As Udo 
ai disso, naturalmente, que as distribuições são infinitamente diferenciáveis. 
mitimos a regra [aġ{x) + bx(x)]' = aġ'(x) + bx'(x). A demonstração é trivial. 
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onde 1'(x), por sua vez, é da forma geral 
u (x) = u(x) + kS(x — £) (k = const), 


e u(x) uma função contínua em (ë — e, E+ e). 

Esta análise demonstra a regra: Quando uma distribuição com descontinuidades 
de salto for diferenciada, cada descontinuidade em x = £, de salto h, resulta em um 
termo / 8(x — ë) na expressão para a derivada. 

Como as distribuições podem ser diferenciadas, podemos exigir que satisfaçam 
equações diferenciais. Devido ao caráter linear da teoria das distribuições, as equa- 
ções diferenciais que elas satisfazem devem ser, em geral, lineares, ou seja, da forma 
£y = f, onde £' é um operador diferencial linear com coeficientes infinitamente dife- 
renciáveis.t 

Suponha que f seja uma função usual. Então a equação diferencial acima pode ser 
considerada como uma equação diferencial clássica (para funções) ou uma equação 
diferencial para substituições. Sem entrar nos detalhes, ilustraremos algumas das ca- 
racterísticas deste segundo ponto de vista. 

Se a equação diferencial não possui pontos singulares finitost, pode-se então mos- 
trar que suas únicas reduções (no espaço das distribuições) são soluções ““clássicas”, 
isto é, aquelas que têm equivalentes no espaço das funções. Em particular, a equação 
diferencial 


possui, no espaço das distribuições, a solução geral 
y(x) = C = constante. 


A presença de singularidades na equação diferencial pode, no entanto, criar algu- 
mas situações peculiares. 


Exemplo 1. Considere a equação diferencial 


dn. 
xi O 


para x > 0, y(x) deve coincidir com uma constante. O mesmo acontece com x < 0. No 
entanto, a constante não é obrigatoriamente a mesma. Com efeito, a distribuição 
“função escada” y(x) = Ax) satisfaz a equação diferencial, pois 0'(x) = dx) e* xdx) = 
0. No que diz respeito às distribuições, nossa equação diferencial tem duas soluções 
linearmente independentes, por exemplo y(x) — 1 e y/x) — (x), e a solução geral será 
y(x) = C, + C,8(x). Observe que a equivalente clássica de 6(x), ou seja S(x), não pode 
satisfazer a equação diferencial, pois não possui derivada no ponto x = 0. Uma tal 
deficiência não pode acontecer em uma distribuição. 


Exemplo 2. Considere a equação diferencial x(dy/dx) = —y. nn 
Esta equação possui uma solução clássica y(x) = 0, que é também uma distribui- 


tVeja a página 250, sobre a multiplicação de distribuições por funções. 

*Para equações diferenciais de segunda ordem, veja o Capítulo 3. Para outros casos, consulte qualquer texto 
avançado de equações diferenciais. 

*Jż2 x ðx)g(x) dx = 0 (qualquer g). 
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ção. Possui, da mesma forma, uma solução clássica 
y(x = Ce"? (C = 0). 


No entanto, esta solução não pode ser considerada uma distribuição. É impossível 
encontrar uma sequência de funções admissíveis, que seja equivalente a Ce!“ se x = q 
e que seja fracamente convergente.i Finalmente, as equações satisfeitas por distribui. 
ções podem não ser aplicáveis a funções comuns. Os tipos mais importantes e mais 
comuns de tais equações são da forma 


£y = d(x— $), 
que dão origem às chamadas funções de Green (veja o Capítulo 12). 


6.9 SEQÜÊNCIAS E SÉRIES DE DISTRIBUIÇÕES 


Em muitas aplicações devemos tratar de sequências de distribuições m(x) (m = 1, 
2, ...). ou, mais geralmente, com distribuições &,/x) que dependem de um parâmetro 
arbitrário u. Dizemos que uma segiência {fm(x)} de distribuições é convergente se há 
uma distribuição x) tal que* 


lim E Pm(xX)g(x) dx = fo o(x)g(x) dx, 


m=» J — = 


ou, mais geralmente, 


lim [$ gg) dx = [1 ga) dx 


u—>po 7—9 
para todas as funções teste g(x). Escrevemos, então, por definição, 


(x) = lim gu(x) 


u>Ho 
e dizemos que &(x) é o limite da seqüência (Pu 00). 


Exemplo. As funções (cos mx) podem ser consideradas distribuições. Neste sentido 
formam uma segiência convergente quando m — =. Com efeito, seja g(x) uma função 
teste arbitrária. Deve, então, anular-se fora de um certo intervalo (a,b) e ser limitada 


no interior deste intervalo: 


Então 


+ b 
J cos mx: g(x) dx -[ cos mx: g(x) dx 


— 00 


b 


rb 

l 
ERRER . g'(x) dx. 
| senms g'(x) dx 


a 


Eaa . á r ` E inter- 
tIsso se dá não porque a integral Jtze''“g(x) dx seja divergente (algumas integrais divergentes possuem in 


pretação válida na teoria das distribuições), mas porque sua divergência é má. 
*Pode-se mostrar que se limm — « f izp R(X) dx existe, então q(x) deve também existir. 
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Ora, g(a) = g(b) = 0, enquanto que 


[sen mx: g' (x) dx] < B(b — a). 


Ao fazermos m — %, o lado direito de nossa equação tende para zero. Portanto, a 
sequência das distribuições [cos mx] converge para zero.* Observe que a sequência de 
funções (cos mx) não converge: é uma sequência divergente. Temos aqui, evidente- 
mente, um tipo diferente de convergência: Para as distribuições, este conceito é uma 
extensão da convergéncia fraca de funções (em contraste com a convergência ponto a 
ponto). Em verdade, a sequência de funções (cos mx converge fracamente (para zero, 
naturalmente). 


Teorema. Se (xX) = lim, ,u,$u(X), então 


(x) = lim qu). 


u—>Ho 


Demonstração: Lembre-se de que 


[E ax = — SE eog dx. 


— 


Portanto 


lim [E gg) dx = — lim [EGO dx 


Ho5HO 4 —e u—>po ?— 


— [T Ig) dx = [7 pOg) dx, 


e o teorema está demonstrado. 

Esta propriedade das distribuições facilita muito várias operações analíticas sobre 
as mesmas. Em geral, não é válida para funções comuns. Por exemplo, a sequência de 
funções f(x) = sen mx/m converge para a função zero quando m — œ, ou seja 


lim falx) = f(x), onde f(x) = 0. 


mao 


Ora, cada função f(x) é diferenciável, mas a sequência das derivadas, f m(x) = cos 
mx, é uma sequência divergente. Observe, no entanto, que f(x) possui uma derivada, 


ou seja, mais uma vez a função zero. 
A convergência de uma série de distribuições pode ser definida, de maneira usual, 


pela convergência da sequência das somas parciais. Por exemplo, dado um conjunto 
de distribuições yx), k = 1, 2,3, ..., formamos uma sequência de somas parciais 


Talx) = E WO) (m= 1l,2,3,...). 


Se esta seqüência convergir para uma certa distribuição o(x), dizemos que 


*Zero quer dizer a distribuição (única) chamada de distribuição zero, equivalente à função fix) = 0 na vizi- 
nhança de qualquer ponto x. 
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P = lim onto) = 2 yal). 


mo 00 


Uma tal série pode ser diferenciada termo a termo. Com efeito, de 


lim m(x) = a(x), 


m— n 


segue-se que . 
lim ch(x) = o(x). 


m—s00 
No entanto, 
m 
Ch) = $ Wi). 
k=1 
Portanto 


a(x) = lim 5 y(x) = > y(x) 


m—>æ k=l 
como afirmado. 


Exemplo. Desejamos mostrar que a série formal 3:,-13,5,... COS kx, que é divergente 
no sentido usual, pode ser considerada uma distribuição. 

Considere a série 3 p= 13,5... (1/k?)cos kx. Esta série converge uniformemente no 
sentido convencional e representa a função periódica 


2/8 + rx/4 (—r < x < 0), 
S = 5 r?/8 — rx/4 O0<x< T), 
f(x + 2n7) nos outros pontos (n = inteiro). 
Podemos associar a f(x) uma distribuição ¢{x) equivalente a f(x) em todos os pontos 


(na vizinhança de um ponto qualquer x) e que pode ser considerada como a soma da 
série acima no espaço das distribuições.* 


fee) 


0) = DD (1/k)coskx. 


k=1,3,5,. 


A Fig. 6.12 representa graficamente (x) ou fix). 
A série para &(x) pode ser diferenciada termo a termo e fornece 


co 


tœ) = — DD (1/k)senkx, 


k=1,3,5,.. 


*Tratamos cos kx como uma distribuição. 
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T 
BS (x) 


Fig. 6.12 


que representa a distribuição 


+r/4 (—r<x<0), 
g'(x) = —m/4 (0 <x< 7), 
g& (x + 2n7) (nos outros pontos). 


mostrada na Fig. 6.12 (b). 

Observe que &'(x) corresponde igualmente a f'(x), embora a diferenciação termo a 
termo não forneça uma demonstração fácil disso, pois a série de f(x) não converge 
uniformemente. Diferenciando mais uma vez, obtemos 


o 


0) =— DD coskx, 


k=1,3,5,... 


que faz sentido somente dentro da teoria das distribuições. Podemos dizer que 


(r/2Dlolx + r) — êl(x)] (—-7/2 < x < 37/2), 


$” (x) = "(x + 2n7) (nos outros pontos). 


Esta distribuição está mostrada esquematicamente na Fig. 6.12.(0). 
Por meio deste exemplo, deve ficar claro que qualquer série trigonométrica 


ao/2 + >) (acos kx + by sen kx), 
k=1 
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à iderada uma distribuição, desde que 

ente quer divergente, pode ser consi ima dis 

a sx coeficientes a, e by não cresçam mais rápido do que uma certa 
Palencia k“ (em que N é arbitrário, mas fixo), ou seja 


la| < Ak” Ibi < Bk (A,B = const). 


Com efeito, sem levar em conta o termo aç/2, uma tal série pode ser obtida diferen- 
ciando a série 


> (_ar br 
È (s cos kx + apasen kx) 


N + 2 vezes.* No entanto, esta última série converge evidentemente (e mesmo uni- 
formemente) para uma certa função f(x), que dá então origem à distribuição corres- 
` pondente dx). A série original é essencialmente (menos o termo a,/2), a derivada de 
ordem (N + 2) de dx). o 

. Por meio destas considerações, segue-se que praticamente toda a série de Fourier 
que aparece em aplicações físicas pode ser interpretada como uma distribuição. O 
problema inverso tem interesse teórico, ou seja, desenvolver em série de Fourier uma 
distribuição dada. Naturalmente, se &x) for equivalente a uma função f(x) suave por 
pedaços, isso poderá ser feito por meio da fórmula usual (sob a forma complexa, veja a 
Seção 4.5): Se 


+» 
= > qr E 


m=—% 


então 
L š 
cn = (I/21) f y fode Ti” dy, 


Para adaptar este método a outros tipos de distribuições, devemos ter em mente 
que as séries de Fourier só podem realmente representar funções periódicas, caso em 
que a integral que permite obter c„ pode ser calculada sobre um intervalo arbitrário de 
comprimento 2L. Deveríamos, então, prever que somente distribuições periódicas 
podem ser desenvolvidas em séries de Fourier. Uma distribuição periódica é uma que 
pode ser construída a partir de sequências de funções admissíveist periódicas, ou seja, 
funções que satisfazem 


falx) = falx + 2kL) (k = inteiro). 


Somos, então, tentados a formar a sequência de integrais 
+L = 
Con = (1/21) "fue rato dy 


e a procurar o limite quando n — œ para obter cy. No entanto, não é obvio que um tal 


limite existe, mesmo se Vito) for fracamente convergente. Observe que os limites de 
integração já não são mais + œ e que eTtrm/) não é uma função teste 


é ` 
Ea perda de generalidade, podemos considerar N + 2 divisível por 4 
e tor dada uma distribuição arbitrária (não-periódi naiori ê a 
periódica), podemos, na maioria dos casos, estendê-la periodica: 

mente. Por exemplo, &x) pode ser transforma mu j 


da em u istribuiçã i ão delta em 
cada ponto da forma x = 2kL k= inteiro) ma distribuição, que consiste em uma função 
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4 
Intervalo de 
integração + 


Coincidência 
com U(x’, £) 


Fig. 6.13 


Esta dificuldade é eliminada da seguinte maneira: Considere a função* 


u(x) = (1/N) f$" UG, 8) de, 


onde 


o(a? (|x = tl < L) 


COE | 0 (x — ¿l > D, 


N = [vç a=] E U(O, £) dé. 


g2 = 
A função u(x) é identicamente nula para x < —2L e para x > 2L, pois a região em 
que U(x, €) é diferente de zero não intercepta o intervalo de integração (—L, L). Se 


-2L = x = 2L, há uma coincidência parcial,t como mostra a Fig. 6.13. Desta figura 
fica claro que u(x) pode ser calculada, se O < x = 2L, por meio da fórmula 


u(x) = a/m f” PD (0< x <21) 
z—L 
e se —2L = x = 0 por meio da fórmula 
u(x) = amf ID dg (2L < x < 0). 
ç —L 


A função u(x) está representada esquematicamente na Fig. 6.14 e possui a proprieda- 
de importante de que u(x) + u(x — 2L) = 1l para 0 £ x S 2L. Para ver Isso, seja 
x =x — 2L, de maneira que —2L <x' = 0e 


z'+L 2L? (z — E)? 
To a He, 


* Usamos funções semelhantes no teorema de aproximação. 
tCoincidência completa ocorre somente para x = 0. 
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-2L 


Fig. 6.14 


Substitua x’ por x — 2L, e obtenha 


u(x — 2L) = amf" EI? 2L 8? gp 
=L 


Faça, em seguida, uma mudança de variáveis, £ = £' — 2L e abandone os primos ('), 
para obter 


u(x — 2L) = amfi END de 
L 
T+L 2 E ; 
= (1/N) j EIA =te EPI de — (1/N)[ Epis dt 


= 1 — u(x), 


conforme afirmado 
A função u(x) permite que representemos a integral 


L f 
(1/20) fg) rato dx 


de uma tal maneira que sua convergência fique facilmente demonstrada. Com efeito, 
considere a integral 


(1/20) [PO faou) dx, 


Esta integral tem que possuir limite quando n > œ se (f,(x)) for uma seqüência fraca- 
mente convergente, pois u(x)e-“" 7 7/9 é evidentemente uma função teste. Devido 
às propriedades de u(x), esta integral pode ser tomada somente sobre o intervalo 
(-2L, + 2L) e podemos escrever 


+2L a 
(1/25) [ ACI jule T dy 
—2L 
o { (MTI q 
ne 25)f MOU) “rr 4 (1/21) j PE p u eT” dx. 
—2L 0 
Faça agora x = £ — 2L na primeira integral; se f(x) é periódica, então 


apf", faU dy = (1/21) [2º FuG — 2L)e FME dg. 
E 0 
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Combinando isso com a segunda integral e usando u(x — 2L) + u(x) = 1, obtemos 
+2L ; 2L 7 
(1/2L) f p POUT dx = (1/2L) f filed TD dx, 
—2 o 


No entanto, esta integral, devido à periodicidade de f(x), é exatamente a integral 
Cmn antes definida. Demonstramos assim que 


A à L —il(mTI 
lim cma = lim (1/20) [© fhe” dx 
=L 


nr n5» 


existe para sequências fracamente convergentes de funções admissíveis, e estendemos 
a definição dos coeficientes de Fourier ao espaço das distribuições. 


6.10 DISTRIBUIÇÕES EM DIMENSÃO N 


O conceito de uma distribuição pode ser estendido a duas ou mais dimensões. Indica- 
remos rapidamente as modificações necessárias e, para sermos específicos, 
restringirnos-emos a distribuições no plano (caso de dimensão 2). Como funções teste, 
deveríamos escolher funções se anulando fora de uma região limitada do plano e que 
possuam derivadas parciais de todas as ordens. As funções admissíveis deveriam pos- 
suir somente a segunda propriedade. 


Exemplo. A função 


eTl lar’) (ll < a), 


D | 0 cr > a), 


em que r? = x? + y?, é uma função teste (e também uma função admissível). De 
maneira idêntica à sua análoga de dimensão 1, pode ser muito usada em considerações 
teóricas. As distribuições são definidas por meio do limite 


lim f + T pt gls, y) dx dy. 


nos —o0 


A função delta pode ser definida, por exemplo, pela segiência 
Ten se A 


e é geralmente representada por ò(r), ô(x, y) ou, por vezes, por dx) 5(y)*; esta última 
forma é muito conveniente se a função teste puder ser fatorada: 


[E ae dxf? 207820) dy 


—» a] 


gı(0)g2(0). 


Observe, no entanto, que d(r) possui simetria axial (é invariante sob rotações). 
As derivadas parciais de uma distribuição x, y) podem ser definidas de maneira 


f p Í + aeg (820) dx dy 


*Não há, neste caso, dificuldade de interpretar o produto de distribuições, pois a distribuição se refere a 
variáveis independentes. 
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semelhante ao caso de dimensão 1. Vale a seguinte fórmula: 


+o + + + ERA E 
Í. e di Go 1) ») g(x, y) dx dy = al. J. &(x, dO a Edy. 


É de interesse particular, na prática, o resultado da aplicação do operador diferencial 
de Laplace 
E 
2 = —— pe 
y — 9x e ðy? 
a uma distribuição ¢(x, y). Por exemplo, é possível mostrar que 
(r) = —(1/2r) V? log (1/r) r= vx + y, 


onde log (1 r) é interpretado como uma distribuição. 
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PROBLEMAS 


1. Seja f(z) uma função arbitrária, analítica no semiplano superior. Mostre que 


lim [° f) de = SO, 


n—00 4 —oo 


onde 


Em outras palavras, $r(x) é uma sequência deita para tais funções f(x). [Sugestão: faça ln = 
e calcule a integral pelo cálculo dos resíduos; faça então a — 0.) 
2. Mostre que 


lim L PalÈ) dE = Sœ) 


para as funções 


N n2? 
e 


n J 
a) dn = Eno b) dn 


T 
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3. Usando a sequência de pulsos retangulares (como na Seção 6.4), ache o desenvolvimento de 
Fourier de &x — É) no intervalo (—L, + L). 
4. Se desenvolvermos a função escada S(x) em série de Fourier em (—L, + L), o resultado será 


1 2 1 nTX 
S = — + — > pe Ea 
(x) 2 sen L 


n=ímpar 
Diferenciando termo a termo, podemos obter a série (IL) S aa impar COS (N mx/L). No entan- 
to esta série é distinta da série de Fourier para &x) dada na p.232. Você pode localizar a fonte 
desta discrepância? 
5. Mostre que a função escada admite uma representação integral 


1 +o ut 
St) = — J £ dw 
T. 


e especifique qual o caminho de integração tomado em torno do pólo. $ 

6. De um raciocínio plausível que justifique a fórmula &x)jx = —8"(x). Que tipo de afirmativa 
rigorosa você poderá fazer relativamente a esta fórmula? 3 

7. Considere o problema da viga flexionada da Fig. 6.15. Com ajuda da discussão da Seção 5.10 
(Exemplo 2) e da Seção 6.5, formule o problema usando a função delta. Em particular, mostre 
que 


»(0) = PE/EL, (0) = —P/EI. 


Resolva o problema por método de sua escolha, e mostre que a deflexão é dada por 


fe (s-3) 0<x<b), 


2EI 
o = f pp : 


r 


— X 


Fig. 6.15 


8. Considere o problema do circuito da Seção 4.8, Exemplo 1 (Fig. 4.7). Suponha que a força 
periódica eletromotiva E(t) possui a forma da onda quadrada mostrada na Fig. 6.16. Mostre 
que o problema pode ser formulado por meio de funções delta. Resolva o problema para o 


caso da corrente de estado constante /(1). 


E(t) 


$ 
Eo 


-T -3Tj4 THA +TI4 3TA T 
Fig. 6.16 


Transformadas de Fourier 


7.1 REPRESENTAÇÕES DE UMA FUNÇÃO 


Uma função f(x) pode ser representada, por exemplo, por uma série de potências 


SO) = anx” 


desde que satisfaça as condições necessárias para este desenvolvimento. Se o conjunto 
de coeficientes (a,) for dado, então a função f(x) poderá ser construída, pelo menos no 
interior do círculo de convergência. Em outras palavras, uma função pode ser definida 


por meio dos coeficientes an. 
Semelhantemente, se uma função f(x) for representável por uma série de Fourier 


+ . 
O= DD aeb (-L<x<L), 


n=—o 


podemos dizer que o conjunto dos coeficientes (cn) também define f(x). Evidente- 
mente, a mesma função pode ser representada ou pelo conjunto dos a, ou pelo con- 
junto dos c,; naturalmente, é necessário saber o que cada conjunto significa. 

O conjunto dos números c, ou a, pode ser considerado como uma função da 
variável n, escrito como c(n). Em verdade, esta função está definida em um conjunto 
discreto de valores da variável independente (em vez de um intervalo contínuo), mas 
isso não é fundamental. Em verdade, já estamos familiarizados com um caso onde à 
representação é feita com uma variável contínua; é o caso da transformada de Laplace 
de uma função f(t). 


F(s) = 2000). 


Podemos dizer que F(s) representa f(t), pois f(t) pode ser definida (de maneira única, 
se for contínua) por F(s): 


— too 


1 Y-+io 
HO) = e F(s)e" ds. 
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c(n) 


—+ +— 
4 5 


e e 
N 


t + } 
-5 —4 -3 -2 -i l 2 3 
Fig. 7.1 


Neste espírito, não consideramos F(s) como uma função diferente de f(t), mas dizemos 
preferencialmente que F(s) é f(t) na representação por meio da transformada de La- 
place. 

No caso das séries de Fourier, a função c(n) é frequentemente chamada de espec- 
tro de Fourier de f(x). Este pode ser representado graficamente como mostra a Fig. 
T 


Em vez de marcarmos c como função do ‘número de onda”” n, podemos marcar c 
como função da *‘freqüência” 


k = nr/L. 


Se L for grande, então as frequências estão muito próximas, pois Ak = (m/L) An = T/L 
(para pontos adjacentes do gráfico). Se L for grande, Ak será pequeno. Com esta 
mudança de escala, o espectro de Fourier pode ter o aspecto mostrado na Fig. 7.2. É 
natural especular sobre a possibilidade de um espectro contínuo quando L tende para o 
infinito e todas as freqüências estão presentes.** Pode ser instrutivo considerar o tra- 
tamento a seguir puramente heurístico: Sabemos que 


+o i 
Kx) = L cpet” 77I L) (-L <x <L), 


onde 
L ʻ 
en = (1/21) E feid dx, 
—L 
c(k) 
a e ” e ai 
Fig. 7.2 


A transição L — o é difícil de ser efetuada diretamente, pois c, tende aparente- 
mente para zero. Seguiremos a idéia de usar as frequências. Fazemos nr/L = k; então, 
Ak = (7/L) An. Os valores adjacentes de k são obtidos fazendo An = 1, que corres- 


*Por conveniência, suponha que f(x) é real e par; c(n) é, então, real. 
** A nomenclatura usada aqui é tomada à ótica e se explica por si mesma. 
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ponde a (L/m)Ak = 1. Podemos, então, multiplicar cada termo da série de Fourier 
(LIm)Ak impunemente e escrever Por 


+ 
o- É (Eoetas 


onde 
' 1 +L 
Ly Ea fee TINTA D dx. 
T 2r J-L 
Adotando integralmente a notação com k e escrevendo (L/m)cn = Ci(K), podemos” 
obter ; 


+L E 
ci(k) = = e fe dx e FO) = id o cr(k)je™” Ak. 


Se fizermos agora L — œ, temos a esperança de que a segunda soma se ‘‘transforme” 
em uma integral e obtemos 


1 [7 


c(k) = lim ck) = z- o fe dx 


fo) = i +e ale? dk. 


—o 


Fste conjunto de fórmulas (de forma um ponco diferente) é conhecido como transfor- 
mada de Fourier. Adotaremos uma versão moderna,* definindo uma função 


F(k) = V2r c(—k), 


de maneira que as fórmulas serão 


+o 
TOE e fodas, 
ls e 
Jœ) = —— F(k)je™™ dx. 


V 2r “—o 


A função F(k) é conhecida como transformada de Fourier da função f(x). O ganeri 
da transformada de Fourier de uma função f(x) é análogo ao conceito de sua transfor- 
mada de Laplace. Reciprocamente, f(x) é chamada de transformada de Fourier inversa 
de F(k), de maneira que as fórmulas da transformação e da inversão são obtidas a0 
mesmo tempo. Observe que a única diferença entre as transformadas de Fourier dme 
e inversa é o sinal da função exponencial. 


Há várias maneiras de definir a transformada de Fourier. As diferenças entre elas são triviais. 
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7.2 EXEMPLO DE TRANSFORMADAS DE FOURIER 


Na seção anterior, conjecturamos a validade das fórmulas 


O SU 
F(k) = — SO) dx, 
27 !—» 
Edo 
SO) = = F(k)e™™" dx. 
27 So 
| Falando rigorosamente, não há problema sobre a validade da primeira. Se f(x) é uma 


função integrável e a integral converge, F(k) fica definida pela integral acima. O pro- 
blema, no entanto, é saber se a função original f(x) pode ser recuperada pela segunda 
fórmula. Ilustraremos a validade da segunda fórmula, considerando alguns exemplos 
particulares. 


Exemplo 1. Considere a função de probabilidade Gaussiana* 
SO) = Net (N,a = const). 


Sua transformada de Fourier F(k) será representada por %(f(x)) e calculada por meio 
da fórmula 


+o E 
F(k) = {x} = e 2 fe" dx = 7 i am ei? dx. 


A técnica usada para o cálculo desta integral foi dada na Seção 6.4. 
Completamos o quadrado 


—ax? + ikx = —(xya — ik/2/0)? — k?/4a, 


e efetuamos a mudança de variáveis xVa — ik/2Va = u, a fim de obtermos 
+ — 
ç —u? 1 — a 
F(k) = 2 etra | e“ du = nalte Kla 


É interessante observar que F(k) é também uma função de probabilidade Gaussiana 
com um pico na origem, monótona decrescente quando k — + œ. Observe, contudo, 
que se f(x) é muito pontiaguda («œ grande), então F(k) fica achatada e vice-versa (Fig. 
7.3). Esta é uma característica geral da teoria da transformada de Fourier. Nas aplica- 
ções à mecânica quântica, ela está relacionada com o princípio da indeterminação de 


Heisenberg. 
A integral inversa 
+o +o 
1 —ikr 1 N —k?/4a —ikr 
— F(k)e dx = —— —=— e e dk 
ȚV 2r I —o V 2r V2a =, 


*Veja a Seção 6.4. A constante N é frequentemente tomada como sendo a constante de normalização, para 
obtermos [+= f(x) dx = 1. 
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fœ 
F(k) 
a grande 
x k 
F(k) 
fœ) 
a pequeno 
>» X —k 


Fig. 7.3 


pode ser calculada pela mesma técnica; para ganhar tempo, podemos pôr 


= 1/4a e x = —x; 
então 
l E eek Lo maria —as? 
NEF S e e7 "dk = ar = V2ae 
de maneira que 
E ET J 
aa F(k)e E dk = E Va az? = f(x), 


V 2r “— 


e a conjectura está verificada. 


Exemplo 2. Considere a função f(x) = al? + a?) (a >0). 
Sua transformada de Fourier é dada por 


ikr 


+o 
Fk) = Hf} = T L ara” 


Esta integral se presta muito bem ao cálculo dos resíduos.* Observe que O contorno 
deve ser fechado diferentemente, segundo k > 0 ou k < 0. 
Escrevamos 


ii e7 


a 
6 =). ya Fae a 


*Um problema semelhante foi resolvido na p. 91. 
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Se k>0, o contorno é fechado “*por cima”; o pólo z = ai fornece o resíduo. 


a er 


VIr 2ai 


de maneira que 
F(k) = Vr/2e™ (k>o0). 
Se k < 0, o contorno é fechado '*por baixo”; o pólo z = —ai fornece o resíduo 


eta 


a 
VIn (—2ai) 
(há um sinal negativo extra devido à integração no sentido horário), de maneira que 
F(k) = Vr/2 e° (k <0). 


Se k = 0, é possível fechar o contorno por qualquer uma das duas maneiras. 
Alternadamente, usando 


a? .d x 
Cro dx arctg — > 


obtemos diretamente 


+æ 
l a = x 
F(0) = +f. F g” = arctg — 


O resultado final pode ser escrito como 
F(k) = Vr/2e™'™!* (para todo k) ’ 


conforme mostra a Fig. 7.4. 


. i F(k) 


>k 


Fig. 7.4 


Mais uma vez, se f(x) for razoavelmente pontiaguda (a pequeno), então F(k) será 
bem achatada e vice-versa. A derivada descontínua de F(k) tem algum interesse, e è 
relacionada com o fato de que f(x) não se aproxima de zero suficientemente rápido 
quando x — + œ [ou seja, a transformada de Fourier da função xf(x) não está definida 
para k = 0 e a transformada de Fourier de x%f(x) não está definida para nenhum kJ. 
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Exemplo 3. Considere a função onda retangular 


so= [| So 


ma O 


Sua transformada de Fourier será 
+a ika —ika 
1 ikz LI e-e = RE sen ak 
Fi k = Jr e dx e at — "|. 
de= Vī K T k 


As funções f(x) e F(k) estão mostradas na Fig. 7.5. 


fx) F(k) 


= +a 


Fig. 7.5 


7.3 PROPRIEDADES DAS TRANSFORMADAS DE FOURIER 


Investiguemos as propriedades da função F(k) = F (f(x)) definida pela integral 


+o 
Fk) = T Net dx. 


Em primeiro lugar, é claro que F(k) está definida somente se f(x) satisfaz certas restri- 
ções. Por exemplo, f(x) deveria ser integrável em qualquer região finita. Na prática 
física, isso significa que f(x) tem, na pior das hipóteses, descontinuidades de salto ou 
descontinuidades infinitas razoáveis.t A integral deveria também convergir no infinito. 
Como uma regra geral, isso exigiria que f(x) > 0, quando x > + o, 

Uma condição suficiente muito comum (mas não necessária) é a exigência que fl) 
seja absolutamente integrável, o que significa que a integral 


[E dx 


existe. Como x)e'tz| = |ftx)|, segue-se que a integral para F(k) é absolutamente con- 
vergente; €, portanto, convergente. 

Devido à presença do fator complexo e'tr, é evidente que F(k) é, em geral, uma 
função complexa.* Suponha, por outro lado, que f(x) seja real. Temos, então, à cha- 


asd e 
tPor exemplo, a função f(x) = |r|-“e-=*é integrável para O < « < |, mesmo sendo infinita em x ao: ssíveis 

Uma função complexa da variável real k, pois supusemos tacitamente que k é real. No entanto, são PO 
extensões a k complexo. 


em 
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mada propriedade da conjugação 


F(—k) = Ft. 


A demonstração é trivial: tome o conjugado complexo da integral que define F(k). Há 
dois corolários imediatos desta propriedade.$§ 


a) Se f(x) é par, F(k) é real, 
b) Se fx) é impar, F(k) é imaginário puro. 


Exercício. Deduza estas duas propriedades. 


O aparecimento da função exponencial e'tz (por vezes chamada de núcleo da 
transformada) sugere que deveria haver semelhanças entre as transformadas de Fou- 
rier e de Laplace. 


Com efeito, não é difícil deduzir a propriedade do amortecimento e a propriedade 
do deslocamento para as transformadas de Fourier: 


FU OE) = F(k — ai),  S{f(x — a) = e*r(k). 


As demonstrações são facilmente obtidas por meio de mudanças de variáveis óbvias (k 
ou x) na integral de F(k). Observe que a primeira propriedade é válida para todos os a 


(desde que existam as transformadas relevantes). A segunda é também verdadeira para 
todos os a e é válida se F(k) existir.* 


Exercício. Deduza as fórmulas e afirmativas acima. 


Deveríamos esperar também algum tipo de propriedade de diferenciação. Supo- 
nhamos que F{f'(x)} exista. Neste caso, integrando por partes, temos 


Eao 1 ao ik f" 
pode. et dx = — foe] — — x)e*Z dx. 
a a rd dO Varia 


Se a transformada de Fourier de f(x) existir, isso significat geralmente que f(x) > 0, 
quando x —> + œ., Temos, então, 


FO) = iks). 


A extensão a derivadas superiores é óbvia. Em particular, a relação mais frequen- 
temente usada em física é 


(SO) = —KF(h). 


É evidente que as transformadas de Fourier deveriam possuir muitas propriedades 
análogas às das séries de Fourier.** Por exemplo, as condições de existência da trans- 
formada de Fourier são análogas às condições de existência dos coeficientes de Fou- 
rier. O problema de inversão da transformada de Fourier é análogo ao problema de 


$Todos os exemplos da Seção 7.2 envolvem funções pares. E 

*Compare esta com propriedades semelhantes da transformada de Laplace da Seção 5.3. ? 

tSe isso não se verifica, então f(x) pode ser tratada como uma distribuição (veja a Seção 7.5) e a propriedade da 
diferenciação é ainda válida (p. 281). x 3 A 

**Por exemplo, a propriedade da conjugação para as séries de Fourier está dada na p. 168. 
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convergência da série de Fourier da função original fœ). Vimos (Seção 4.7) que est 
último problema pode ser tratado com o auxílio da convergência em média. Se isos 
verdade para a transformada de Fourier inversa, deveríamos então esperar um análo é 
à formula de Parseval (p. 173). Um pouco de reflexão (por exemplo, um racioci 
heurístico como o da Seção 7.1) nos mostra que deveríamos esperar a validade & 


fórmula 
[E EOP de = [PP foods, 


conhecida como o (primeiro) Teorema de Parseval da teoria da transformada de Fou- 


rier. 
Em verdade, vale uma fórmula mais geral 


[E FOGOK dk = [ fO) dx, 


—00 


conhecida como o segundo teorema de Parseval da teoria da transformada de Fourier. 
Para deduzir este resultado, use a definição 
AO di 
Gb) ==] gl) dx; 
V2m I —o 


então 


—=00 — 00 


po +o +o l 
F(k)G(—k) dk = F(k) dk J —— g(x)e tz dx. 

oo V2m 

Suponha que podemos inverter a ordem de integração. Então 


+o +o l +o 
|_roona-=-f so de= | PO dk. 


Suponha, além disso, que a integral de inversão de Fourier é válida: 


+o 
l —ikz p — 
Vos o F(k)e dk = f(x). 


Neste caso, segue-se o segundo teorema de Parseval. O primeiro é uma simples con- 
sequência: Faça fix) = g(x) (funções reais) e relembre que G(-k) = G(k) para obter 


[T OT TO dk = [O BO ax 


00 


ou 


[o ISA ak = [* leo? dx, 


como está demonstrado. 
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Observações 
1. Uma condição suficiente para a inversão da ordem de integração na demonstração acima é 


a convergência absoluta das integrais 


+o f +o z 
F(kje™™" dx e f ge” dx, 


—0 


ou, em outras palavras, a convergência de 


f d e [É eol ax 


—o —o 


2. A validade ponto a ponto da integral inversa de Fourier não é realmente necessária: Por 
exemplo, os valores da integral 
OR A 
—ik 
—— F(k)e”* 7 dk 


V dm 


podem diferir dos valores da função original f(x) em alguns pontos isolados,t desde que esta 
discrepância não afete o valor da integral 


[E es as. 


Exatamente as mesmas hipóteses são suficientes para deduzir o teorema da con- 
volução para as transformadas de Fourier. 


Teorema. Se F{h(x)} = F(k)G(k), então 
nO) = Va 8) = (2x f) = (U/I [PP ADE D dt, 


onde F(k) = F{f(x)} e Gk) = F {g(x)}. , 
Com efeito (represente a transformada inversa de Fourier por F`'!), 


+o 
5 HF(O)G(K)) = e F(k)G(k)e dk 


—oo 


1 A E +s 
= — F(k)e = dk | g(E)e' FE dt. 


2r —o —o 
Se a mudança da ordem de integração for permissível, então 


+o +% 
5 HEOGE) = L f o Ode] FONES dk 


+o 


2 E ef — E) dt, 
q /— 


como está afirmado. 


tIsso acontecerá de fato (em geral) se f(x) for suave por pedaços. 
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7.4 O TEOREMA DA INTEGRAL DE FOURIER 


Para aquelas funções f(x), para as quais é válida a transformação inversa, Podemos 
escrever a identidade integral abaixo, conhecida como teorema da Integral de Fourier 


O a TS sua 
SO) = 5 f ; et dk a He de. 


Se f(x) for uma função real, pode ser conveniente transformar esta identidade em sua 
forma real. Escrevemos 


0 Pe; . 
fo eta) ame dk + li F(k)e™™? dk. 


V2r J —» VIr 


Efetuando a mudança de variável k' = —k na primeira integral (e abandonando) e 
usando a propriedade de conjugação F(—k) = F(k), obtemos 


for: | [F(kje-*? + F Toe!) dk. 
27 Jo 


No entanto, 
ro = A [O feto de, 
NV2m J—o 
Agora, tomemos o conjugado complexo desta fórmula para obter F(k)e'*z e somemos: 
+o 
Fike + Fe" = L | NELcoskE — x) d, 


VÊ2r J—o 


obtendo a forma real do teorema da integral de Fourier: 
1 %0 +o 
fo) = — f dk | fŒ) cos k(Ẹ — x) dg. 


Um dos problemas matemáticos básicos na teoria das transformadas de Fourier é 
determinar a classe de funções f(x) para as quais este teorema é válido. A pergunta é 
análoga à da teoria das séries de Fourier: Quais são as funções f(x) para as quais à 
série de Fourier convergirá realmente para f(x)? 

Não é surpresa que a resposta seja semelhante: Por exemplo, os dois teoremas à 
o fornecem condições suficientes para a validade do teorema da integral de Fou- 
rier. 


ml 

- A A i ume 
tCompare com os teoremas de Seção 4.6. Mais uma vez, as condições acima não são de maneira pata da 
necessárias: Por exemplo, funções com descontinuidades infinitas razoáveis também satisfazem o teo 
integral de Fourier. 
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Teorema 1. Se f(x) for absolutamente integrável em (— œ, + œ) e for muito suave 


por pedaços em qualquer intervalo finito, então o teorema da integral de Fourier é 
válido, no sentido em que 


æ% +o 
a dk J SÆ) cos k( — x) dg = Ux + 0) + fx — O) 


Teorema 2. O resultado do Teorema 1 permanece válido se a afirmativa “... é 


muito suave por pedaços em qualquer intervalo finito. . .” for substituída por ''... sa- 
tisfaz as condições de Dirichlet em qualquer intervalo finito. . .”. 

Omitiremos as demonstrações destes teoremas. Como mencionado antes (Seção 
6.7), o conceito de convergência ponto a ponto (que aparece nos teoremas acima) é 
não somente desnecessário em física, mas pode ser mesmo sem sentido. A idéia da 


convergência na média (Seção 4.7) ou, talvez, de convergência fraca (Seção 6.6), é 
certamente mais conveniente. 


7.5 TRANSFORMADAS DE FOURIER DE DISTRIBUIÇÕES 


Entre as funções que possuem transformadas de Fourier (e que satisfazem o teorema 
da integral de Fourier), podemos encontrar aquelas usadas na construção das seqüên- 
cias delta das Seções 6.2 e 6.6. Por exemplo, a seqüência de funções 


Sa) = (n/N me Mó 
gera a sequência de transformadas de Fourier* 
Falk) = (1/N2me Pt, 


Sabemos que a segiiência (f(x)) converge fracamente para dx). Seria natural definir a 
transformada de Fourier da função delta como o limite 


—k2/4n? 


Ls: 
lim F(k) = —— lim e 
n= VIr n>0o 
í i indi či ência está sendo usada no 
Deveríamos, obviamente, indicar que espécie de convergência ta sendo o 
processo de limite acima. Neste caso particular é indiferente, pois e converg 
para a identidade, tanto ponto a ponto como fracamente: 
. —k?/4n2 
lime Ft =1 


n— 0 


o + 
lim [77 e! g(k) dk = g(k) dk 


=i 
n= —00 


ões teste g(k). . E 
P PE P ficamos tentados a dizer que F(80)) = 1/V27. Natu 


FAS adas 
ralmente, estamos também interessados na possibilidade de inverter as transform 
de Fourier de distribuições. Isso significa que exigiremos que 


*Veja o Exemplo 1 da Seção 7.2. 
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g! l PERA l e*t dk = Ry tz dk 
= (a) Vi- vi dr) td 


Esta fórmula já foi obtida na página 225.t Sua interpretação óbvia é que a segiiência de 
funções 
+ 
1 er tar i dk 
2r —0 


converge fracamente para a função delta quando n > œ. Isso é obviamente verdadeiro 
pois estas funções são as fi(x) definidas no início. i 

Se desejarmos dar uma base geral a esta idéia, devemos estar certos de que, dada 
uma seqüência fracamente convergente (ilx)), a sequência das transformadas de Fou- 
rier correspondentes (F,(k)) é também fracamente convergente. O problema imediato 
com esta exigência é que muitas das funções f(x) admissíveis, como definidas na 
Seção 6.6, não possuirão transformadas de Fourier. Por exemplo, fix) = x? é uma 
função admissível, mas a integral 


+o oi 
f x2e'* dx 


— eo 


divergirá. 

Se compreendemos bem a idéia fundamental da teoria das distribuições, vemos 
que a solução para este problema é restringir as funções admissíveis, de tal maneira 
que se tornem “bem comportadas””. Isso não causará dificuldades, pois uma tal restri- 
ção, em realidade, não é restrição. Da mesma maneira como pudemos gerar funções 
descontínuas a partir de funções admissíveis infinitamente diferenciáveis (veja a p. 
241), deveríamos também ser capazes de gerar funções como f(x) = x? com as novas 
funções admissíveis restritas. A única diferença é que tais funções se tornarão agora 
distribuições, mas isso não é realmente uma desvantagem (veja a p. 246). 

Podemos restringir as funções admissíveis de várias maneiras. Talvez a maneira, 
mais conveniente para nossas finalidades seja como segue: as funções admissíveis f(x) 
deveriam ser infinitamente diferenciáveis em (—%, +œ) e deveriam, juntamente com 
todas as suas derivadas, anular-se no infinito mais rapidamente do que qualquer po- 
tência de x. Em outras palavras, ` 


lim K'A” SO)/dx"] = 0 


para todos os m e n.* 

A vantagem desta restrição é que a transformada de Fourier de todas as funções 
admissíveis existirá, e também será uma função admissível. 

Para mostrar isso, observe que 


dF(k)_ 1 J i 


dk T Za 


A diferenciação sob o sinal de integração é válida, pois a integral 


ixf(x)e™"" dx. 


acer ii ei pra 

tO sinal do expoente não faz diferen F i i =- 
k: ça. Faça uma mudança de variá '= . 

“Estas são as “t s fi çõ s" de Lighthi gi ça de ariáveis k k 
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+o 
fS SO dx 


converge, pelas propriedades de f(x),t mostrando portanto a convergência absoluta e 
uniforme de dF/dk. 


Este raciocínio pode ser repetido arbitrárias vezes, fornecendo 


dr) qr [O 


der — da la 


Portanto, F(k) é infinitamente diferenciável. Integre agora por partes e obtenha 


x” fOe" dx. 


ER AO a E E A a E 
dkm = Ar f(x) Ea ONT ds ze NxJle*" dx. 


O termo que não é uma integral é evidentemente nulo. Esta operação pode, mais uma 
vez, ser repetida arbitrariamente, por exemplo n + 1 vezes, fornecendo 


d”F k n à MR ii RAEL m ikz 
1T% = (1+! = E f pasa De” fOoJe* dx. 


Como x"f(x) deve ser uma função admissível, o mesmo deve acontecer com sua deri- 
vada de ordem (n + 1), e a integral do lado direito convergirá. Disso, segue-se imedia- 
tamente que 


n d”F(k) A 
k ~ dk™ < k 
para uma constante A. Portanto, 
fim k” di = 0 (todo m, n), 


completando a demonstração. 

Com esta definição de funções admissíveis, estabelecemos a base para construir 
uma teoria das distribuições, que incorpore as transformadas de Fourier. Não é difícil 
deduzir os teoremas de Parseval e de Fourier para as funções admissíveis e 
transportá-los, juntamente com outras propriedades das funções admissíveis, para as 
distribuições geradas pelas seguências fracamente convergentes .* 

As distribuições geradas por estas funções admissíveis incluem muitas funções 
que não se anulam no infinito, como os polinômios de qualquer ordem. Embora mais 
limitadas do que as distribuições geradas pelas funções admissíveis do Capítulo 6, são 


adequadas para os fins da física. 


+Observe que xf(x) é uma função admissível; por exemplo, [xf(x)| < B/x? quando x — +æ, f 
*Lighthill, Fourier Analysis and Generalized Functions. Lighthill usa funções teste do mesmo tipo que as 


O O R “e IER 
funções admissíveis, e as chama de ''boas funções”. 
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7.6 TRANSFORMADAS SENO E COSSENO DE FOURIER 


Seja f(x) uma função real par. Usando a forma real do teorema da integral de Fourier 
podemos escrever > 


(el +o 
Tal f del eoskecos kë = senjocsêndt)de 
0 —0 


œ «oo oo 
i l 
= if cos kx af Sf(E)senkt de + L sen kx dk = fE)sen kt d, 


Como f(£) é par, a segunda integral se anula e a primeira pode ser modificada, forne- 
cendo 


fo) = 2 f cos kx dk f JE) cos kt dẹ. 
T 0 


Esta fórmula sugere a seguinte idéia, análoga à da Seção 4.4 para as séries de Fourier: 
Suponha que uma função f(x) esteja definida somente no intervalo (0, œ). Se prolon- 
garmos sua definição a todo o intervalo (œ, +œ) de maneira par, definindo 

Sœ (x>0), 
Hx) (x <0), 


então a fórmula acima deverá ser aplicável a f*(x). Nessa perspectiva, definimos a 
transformada em cosseno de Fourier por* 


169 = | 


Folk) = Fofo) = E, flo) cos kx dx 


com a inversa 


sc (F(k) = RE) Folk) cos kx dx = f(x). 


Observação. Nestas fórmulas, não há menção da função f *Yx). No entanto, se escolhermos x 
negativo na integral de inversão (na primeira integral x é uma variável muda), obtemos automati- 
camente uma extensão par de fix), ou seja f*(x). Se estivermos interessados unicamente na 
região 0 = x < œ, esta observação é naturalmente irrelevante.t 


Não é necessário dizer que a transformada em cosseno de Fourier deveria possuir 


uma análoga ímpar, a transformada em seno de Fourier. Se f(x) é ímpar, então O 
teorema da integral de Fourier fornece 


ft) = Z E sen kx dk f KEsenkt dt. 


*Como somente a região x > 0 está envolvida, podemos usar f(x) em vez de f+”(x). 
tVeja, no entanto, os teoremas da convolução nas páginas 279 e 280. ` 
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Conseqiientemente, se f(x) for dado somente sobre (0, o), podemos definir 


Fs(k) = Fs{ x) = l f(x)senkx dx 


com a inversa 
SHES} = V2/m k ? Fg(k)senkx dk = f(x). 


Evidentemente, esta integral reproduz f(x), “de maneira ímpar”, em ( — œ, 0). 

Naturalmente, esperamos que as transformadas em seno e cosseno de Fourier 
possuam propriedades semelhantes às das transformadas de Fourier. Por exemplo, 
integrando por partes, obtemos 


Fo = VIr k ? f'(x) cos dx dx 
V2/r f(x) cos ka| + VIr k a fœ) senlkx dx. 


oo 
0 


Na maioria dos casos de interesse na prática, f(%) = 0.* 
Então 


FO) = —v2/m HO) + kFs(k). 


Observe a ““interferência”” das transformadas em seno e cosseno de Fourier. No en- 
tanto, calculemos Fotf(x)) integrando por partes duas vezes (supondo que f' (20) = 0); 
nosso resultado será 


FASOD) = —V2/r f(0) — k’Felk) 


e envolve somente transformadas em cosseno de Fourier. Resultados semelhantes são 
obtidos para a transformada em seno de Fourier. 

Nossa experiência com as transformadas de Laplace e com as séries de Fourier 
deveria nos ensinar que as transformadas de Fourier, as transformadas em seno de 
Fourier e as transformadas em cosseno de Fourier podem ser usadas com as mesmas 
finalidades, por exemplo, para resolver equações diferenciais. O resultado acima in- 
dica, então, que as transformadas em seno e em cosseno de Fourier são convenientes 
sob certas condições especiais, como na ausência de derivadas de ordem par ou ímpar 
nas equações diferenciais e quando as funções relevantes se anulam no infinito, junta- 
mente com suas derivadas.t 

A relação entre a transformada em seno e cosseno de Fourier está também mos- 
trada nos teoremas de convolução. Para a transformada em cosseno temos 


Fo HFelk)Go(k} = V2/r f ° Folk)Gelk) cos kx dk 


= (2/7) E Folk) cos kx dk Í ” g(t) cos kt dë. 


*Veja também a p. 281 para um comentário sobre a teoria das distribuições. 
tA última exigência pode ser eliminada se usarmos distribuições (veja a Seção 7.5). 
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Usamos agora 
alcos k(x — £) + cos k(x + 49) 


cos kx cos k£ = 


obter (mudando a ordem de integração) 


eta OaS Feto less DE ke oak 
= (1/V2r) f UPE — E + S + Nd. 


para 


gg {Felk)Ge E) 


Observação: O aparecimento de f'™ (extensão par de f) deve-se ao fato de que na 
ue a inversão de Fec(k) deve fornecer f”. 


região x = < %, temos (x —-&)<0eq 
Se efetuarmos as mesmas operações com a transformada em seno de Fourier, 


usaremos 


sen kx sen kt = á[cos k(x — E) — cos k(x + 8)] 


e deduziremos que 
gz {Fs(k)Gs(k)} = (1/7) f “ glt) dt ja Fs(k) [cos k(x — £) — cos k(x + BJ dk. 


Observe que a transformada em seno F (k) está agora “associada” a funções cosseno. 
Podemos definir uma nova função* 


J) = FT MEs(tO) 
e afirmar que 
SHFS (GU) = 1/NV Pr f7 OE — E — fe + Dl 


Observe que f(x) é, por definição, uma função par. 


7.7 APLICAÇÕES DAS TRANSFORMADAS DE FO 
DA CAUSALIDADE 


URIER. O PRINCÍPIO 


oscilador harmônico amortecido sobre o qual age uma força 


Exemplo 1. Considere um 
do oscilador é, então, governado pela equação diferencial 


externa g(t). O movimento 
(N + 20x(1) + woxli) = SO, 


a Seção 2.5, no caso em que f(r) era 

Usando as transformadas de Fou- 
f(t). Em todos 08 casos 
ntão 


em que f(t) = (1/m)g (t). Este problema foi tratado n 
uma função de variação senoidal de frequência w. 
rier, podemos estender este resultado a uma função arbitrária 
de interesse prático, f(t) possuirá uma transformada de Fourier;t e 


SO = (1/20 [PO Flo je das 


* 
a por uma transformada em seno e invertemos por uma transformada em cosseno. de ser 
elo menos como uma distribuição; por exemplo, qualquer função limitada contínua por pedaços f(t) po 


considerada uma distribuição, de acordo com os resultados da Seção 7.5. 
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onde 
Flw) = (1/V 27) Re Kde dt. 


Devido a considerações físicas, espera-se que a solução x(t) possua uma transfor- 
mada de Fourier [que representaremos por A(w)] de maneira que 


x(1) = (1/N/27) po Aee“ dw. 


Podemos facilmente achar A(w), submetendo a equação diferencial a uma transforma- 
ção de Fourier e usando Fix) = —iwFlx), e Fix) = -wF {x}. Observação: Estas 
fórmulas supõem que x(+00) = (+œ) = 0. Em muitos casos isso acontecerá. No en- 
tanto, se tratarmos x(t) como uma distribuição, não necessitaremos de uma tal restri- 
ção. Temos, por definição,* 


+ +o 
d iw d iw 
a (De tdt = | XD 7º “dr. 


A equação diferencial transformada será 


—w2A(w) — ZawiA(w) + w Alw) = Flw) 
e fornece 
F(w) 


A FÉ SEEN, 2 das 
ed (we — a’) — Zowi 


A solução do problema será então 


eo —tw 
o E Fw "o 


— —— E dy. 
VIr J— (wo — w°) — 2awi 


Na maior parte dos casos, esta integral pode ser calculada por meio de resíduos. Para 
isso, é necessário conhecer os zeros do denominador, 


Z(w) = (wo — W?) — 2awi, 


pois eles darão origem aos pólos do integrando.” Se a > 0, como geralmente acontece, 
os pólos estarão no semiplano inferior e localizados nos pontos 


w2 = + wi — o? — ai sewo > a (Caso 1), 
wi2=(—a + o” — wa)i Se wọ <a (Caso 2), 
wj = w = —ai (raiz dupla) sewo= a (Caso 3), 


e funções admissíveis, que convergem fracamente para x(t), 
página 250, com as modificações apropriadas, da Seção 7.5. 
o circuito LRC, representado pela mesma equação 


*Isso é devido ao fato de que as seqiiências d 
possuirão esta propriedade. A idéia é a mesma da À 
t Z(w) é, por vezes, chamada impedância, por analogia com 
diferencial. ER 
tA não ser que F(w) tenha um zero no mesmo ponto (possibilidade remota). 
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Im Im 


Re 


Caso 1 Caso 3 


Fig. 7.6 


como mostra a Fig. 7.6. Nos Casos le 2, há dois pólos simples, enquanto que no Caso 
3, há um pólo de segunda ordem. . 
Limitar-nos-emos ao Caso 1, a um oscilador fracamente amortecido.3 Escreva 
Z(w) sob a forma Z(w) = —(w — ww — w2) e calcule os resíduos do integrando: 
O resíduo em w = q é 


| Fleet 
VIr Mi w2) 


O resíduo em w = w, é 


1 F(wo)e 


SEDE ny 


E Vr (wi g wə) 
onde w; — wo = 2V wa — a? = 2p. 


Como exemplo específico, suponha que f(t) tem a forma (Fig. 7.7) 


= fo lel < T), 
= E | > 7). 


A transformada de Fourier de f(t) será 


então 


+» ; 
bt sen wr et 
x(t) = — dw, 
T Jo w — wiw — wo) 
ondejw; = p — ai, wz = —p — ai (Pp = V wg — a?). 
As únicas singularidades do integrando são aquelas em w = w, € w = wz. À fim de 


verm ; : 
o os como fechar o contorno, devemos investigar se a integral é limitada. Escreve- 


senwr = (1/2)e'e” a eum), 


80s out i ā 
ros dois casos são tratados semelhantemente e não apresentam dificuldades. 
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Ho) 


Fig. 7.7 


É claro que set > 7, a função 


sen wr e7 ™! 


Ww 


é limitada no semiplano inferior e o contorno pode ser fechado *'por baixo”, como 
mostra a Fig. 7.8. Isso fornece 


Is com iwt . p` twt 
dire + Lo mri [erer e — Senwr-e 
T wılwı — w2) w(wı — w2) 

2 foi 


wiwlwı — w2) 


—iwit miwat 


(wa senwir-e — w SenwaT é 


Se desejarmos obter a forma real, façamos 
Es . = “ La, 2 
ww = p— al, W: = —p— al (wiwo = — wo) 
e escrevamos sen w, T e sen wT em termos de funções exponenciais: 
2 ipXrT—t) (a—ipyr—t) —a tip) —a—ipyr+o) 
x(t) = (fo/2wo e? +e —e —e 


+ (ai/ p (e tP — eP) L pen y eT TiC], 


Esta expressão reduz-se a 
x(t) = (fo/wAcos p(t — 7) + (a/p)sen p(t — m)Je "=" 
— Yo/wêlcos plt + 7) + (a/p)senp(t + Te MD (>r). 


Im 


Re 


Fig. 7.8 
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Im 


Caminho r Re 


Fig. 7.9 
Parat < —7T, o contorno pode ser fechado “por cima” e fornece zero. Isso é esperado: 
Antes da ação de uma força exterior, um oscilador amortecido* poderia ter estado 


somente em estado de repouso. 
Se |r| < 7, as coisas são um pouco 
dividir a integral de x(t) em duas partes, segundo a decomposição 


senor = (1/26 — e. 


-itt+m pode ser calculada por um contorno fechado “por 
rno fechado '*por cima”. No entanto, 


mais complicadas. Sem dúvida, é conveniente 


A parte contendo e 
baixo”, e a parte contendo e~" por um conto 


cada integrando terá, então, um pólo extra em w = 0. 
Como o ““integrando combinado”, que aparece na expressão original de x(t), não 


possui pólo em w = 0, é claro que o caminho de integração pode ser deformado como 
mostra à Fig. 7.9, sem afetar, de qualquer maneira, o resultado final.t Após fazer isso, 
o integrando combinado pode ser dividido como está indicado, calculando-se as duas 


partes ao longo dos caminhos mostrados na Fig. 7.9: 


; fo f —iw(t—T) d fo | ETA d 
a 2mi Jr (w — ww — w2) got Iri Jr (w — wiw — w2) có 


Podemos agora fechar os contornos como planejado (Fig. 7.10), obtendo, como resul- 
tado 


fo e7 i+ ET 
x(t) = — — Jor. E A ERRA i 
0) WjW2 f wılwı — w2) f wa(w — w2) 
Im Im 
Re Re 
Primeiro termo Segundo termo 


Fig. 7.10 


*Isso é, “positivamente” amortecido (caso « > 0). 
+ Podemos evitar igualmente o pólo *'por cima", ou tomar o valor principal. Isso nada alterará. 
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Após algumas manipulações algébricas, este resultado se transforma em 


x(t) = fo/wo — fo/wilcos plt + T) + (a/p)sen p(t + T)Je St? 
(—T <t<r). 


Observação. Esta fórmula resolve também um problema diferente, aquele em que a força externa 
principia a agir em £ = —7 (com f(t) = fo = constante) e nunca cessa de atuar. Com efeito, na 
fórmula acima o oscilador ‘não sabe” que a força cessará de atuar no instante t = 7, e não pode 
distinguir entre estas duas situações. Naturalmente, no caso de uma força permanente externa, 


esta fórmula será válida para todos os t > —7 e ilustra como o oscilador tende o estado constante 
com um deslocamento fixo quando t aumenta: 


x(00) = o = const. 
wo 


Exemplo 2. Oscilador não amortecido. O uso da transformada de Fourier e da integral 
de contorno possui algumas características especiais quando o oscilador não é amorte- 
cido e obedece à equação diferencial x + wir = fit). 

O processo do exemplo anterior permanece o mesmo até atingirmos a expressão 


+ —twtl 
pd f Floe" 


VIr wa — w? 
A diferença é que agora os pólos do integrando estão sobre o eixo real, exatamente 
nos pontos w; = w € w = —twp. Por causa disso, a integral para x(t) não está nem 


mesmo definida. antes de descrevermos uma maneira de evitar os pólos. 

Neste ponto, é útil termos mais percepção da natureza física do problema. Por 
exemplo, a equação diferencial original pode descrever um oscilador real, mecá- 
nico ou elétrico. Um oscilador como esse inevitavelmente possui um certo grau de 
amortecimento e o termo a ele relativo foi omitido da equação diferencial por ser 
julgado muito pequeno. Se isso for verdade, então os pólos não estão realmente sobre 
o eixo real, mas um pouco abaixo dele. Isso sugere a regra: Substitua wo por wo — ie, 
onde e seja um número real positivo arbitrariamente pequeno. Isso fará com que os 
pólos fiquem abaixo do eixo real e permitirá definir a integral para x(t). Após efetuar 
todos os cálculos, pode-se fazer e > 0 e calcular o limite, que será então o resultado 
desejado. Isso pode ser escrito como segue:* 


e F (we! 


l 
Vir A [w — (wo — iDo — (—wo — ie)] 


x(t) == dw, 


ou, alternadamente, comot 


+o —iwt 
E a f Feto 
x(t) = + A esnie Q 7 w. 


Este resultado é, naturalmente, equivalente à exigência de que a integral de x(t) deve- 
ria ser tomada ao longo do caminho T, como mostra a Fig. 7.11 (em vez de ser tomada 
rigorosamente sobre o eixo real). 


*Leia o comentário da página 113. 
tEstas duas expressões coincidem, para qualquer e. 
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Im 


Caminho p 
Re 


Fig. 7.11 


Se o problema tratado for do tipo descrito acima, a solução é simples. No entanto, 
por vezes, nossa equação diferencial representa algum oscilador físico abstrato, e 
muito pouco, ou mesmo nada, se conhece sobre os amortecimentos possíveis.t Neste 
caso, o raciocínio a seguir pode ser útil: Suponha que o oscilador está em repouso 
quando + = —, uma situação traduzida por x(—%) = 0. Suponha, além disso, que o 
oscilador é perturbado por um pulso retangular 


l/r (para0<t< 7), 
f) = 
O (nos outros casos). 
Neste caso 
T . 
1 1 t i = e“ 
F(w) = —— “dt = —— — 
m0 T V2m WT 
e 
7 ) o i n (a E da dd PA 
SO) = = Sar Je olo — wow F oo) 
onde o caminho de integração ainda está indeterminado. O integrando possui dois 
pólos, em w = w € w = —wo, com os resíduos 
į a a eTe tent , 
2aT 2wa 
e 


i a e eT oTe ot 
2rT 2 
200 


Para simplificar o raciocínio, suponha que 7 é muito pequeno, o que implica um pulso 
muito curto. Observe, contudo, que a altura do pulso será então muito grande. Neste 
caso, a expressão 


il— e” 


F Wo 
tende para um e o resíduo torna-se* 


eTivot evo 


4rwo 4mwo 


GE dara À 
tTai cia art 

PA sUbStUiçãO dos resto ei mecânica quântica e na teoria quântica dos campos. 
função delta &(1). esíduos por seus valores limites quando 7 — 0 é equivalente a substituir a função f(t) pela 
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Considere agora o caso t < 0. Qualquer que seja o tratamento dos pólos, a integral 
pode ser calculada fechando o contorno por cima. Ora, do ponto de vista físico, o 
oscilador está originalmente em repouso e não foi posto em movimento antes da ocor- 
rência do pulso. Exigimos, portanto, que x(t) = O para t < 0. Se um ou ambos os pólos 
fossem evitados por baixo, seus resíduos contribuiriam, e a exigência acima não pode- 
ria ser satisfeita. Evidentemente, nenhum outro tratamento dos pólos, que não os evite 
por cima, poderá ser aceito. Segue-se, então, que o caminho de integração deve nova- 
mente ser escolhido como mostra a Fig. 7.11. 

Nota: Se t > 0, o contorno não pode ser fechado por cima, mas tem que ser 
fechado por baixo. Ambos os pólos contribuem, e o resultado final será 


x(t) = (sen wot )/wo (t > 0) 
e representa a resposta do oscilador a um impulso instantâneo. 


Observações 

1. O método esboçado acima pode ser considerado como baseado no princípio da causali- 
dade: se um fenômeno físico causa outro, então o efeito não pode ser sentido antes da ocorrência 
da causa. Se há qualquer razão para acreditarmos que nosso oscilador deve obedecer ao princípio 
da causalidade,* então o raciocínio acima fornece o resultado desejado sem recorrermos a ne- 
nhum amortecimento. 

2. O tratamento dos pólos, deduzido explicitamente para um impulso instantâneo, é também 
válido para outros tipos de funções f(t), que se anulam identicamente, antes de um certo instante 
to (não necessariamente zero) e mesmo a outras, aquelas que admitem a solução x( —%) = 0. 


Exemplo 3. Uma viga sobre suporte elástico. Considere uma viga de comprimento L 
repousando sobre um suporte elástico (Fig. 7.12); isso significa que o suporte é capaz 
de exercer uma força de reação (por unidade de comprimento), que é proporcional ao 
deslocamento y(x) (Fig. 7.13).t A equação diferencial satisfeita pela função será, en- 
tão, : 
dty 
El i = q(x) — Cy(x) (C = const), 


onde q(x) é a força externa por unidade de comprimento. 


— L|. 2—| < L|: 2 — 


y 
Figure 7.12 Figure 7.13 


*Exceto em certas especulações científicas, o princípio da causalidade é geralmente aceito como uma lei uni- 
versal da natureza. No entanto, a história da física já presenciou tantas mudanças revolucionárias, que deve- 
mos sempre levar em conta que a especulação de hoje pode ser a teoria de amanhã. i : 

tSuponhamos que a viga esteja ‘'colada’’ ao suporte, de maneira que a reação pode ser pressão ou tensão. Isso 
é uma aproximação do caso mais comum em engenharia civil, onde a reação pode ser somente para cima 


(pressão transversal sobre a viga). 
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Se a viga for muito longa e carregada por uma força concentrada (Fig. 7.12), N 
em que a função q(x) se reduz a P ô(x), poderá então ser substituída por uma viga 
infinita, pois suas deflexões y(x) serão muito pequenas quando || for grande. Se Rea 
tarmos esta aproximação, então a solução poderá ser obtida pelos métodos da trans. 


formada de Fourier. Usando 


dx4 
obtemos (Elkt + C)Y(k) = Q(k), onde. Q(k) = S{4(x)}. Portanto, 
+ 


ba —ikz 
l Oo) dk 


y(x) = SH Y(k)} = Jig Je Elkt + CO 


Je = K'Y(k) se 50) = YO), 


se tomamos*' q(x) = P ô(x), então Q(k) = P/V 2r e 


P Siro ei? 
s) = 57 a E F EA 


Escrevendo EI[/C = a! e usando ak = z, obtemos . 


P f emilio: 
E dz. 
y) 2rCa Jo zt+1 
O integrando tem quatro pólos simples: 
i $ ir —i(3r/4 
z= eno, Z2 = eTo, Zz =e ITD z =e (37/48), 


Se x > 0, o contorno para y(x) poderá ser fechado por baixo e somente os pólos Za € z4 
darão contribuições. Para x < U, o contorno é fechado por cima, e somente os pólos z; 
e z, contribuirão. Os cálculos não oferecem problemas e fornecerão: 


P x xX —zjav2 
x) = cos — +sen——)e x > 0), 
Ve) a A av'2 =) i 
P x X zjav? 
x)= cos — — sen — je x <0). 
yo) erl av 2 a] ( 


Estas duas expressões podem ser combinadas em uma única: 


P Ixl IN „zija v3 
y(x) = (cos Es tsen- ETR todo x). 
a«C2N/2 av2 a) at 
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PROBLEMAS 


1. Verifique o primeiro teorema de Parseval para cada uma das três funções f(x) usadas nos 
exemplos da Seção 7.2. 


2. Ache as transformadas de Fourier das seguintes funções 


A — oh _ cosBx ; 
I SO) = ei cosis A>, b) pq) = SEE ra 
cos kox (|x| < Nr/ko), 
o 169 - | E 
0 (|x| > Nr/ko), N é um inteiro positivo. 
3. Demonstre o seguinte resultado (usando a técnica do Exemplo 6, Seção 2.12): 
senh ax 1 cos a 
= <T). 
Ei 5 /2m cosh k + cosa En 


4.a) Obtenha a análoga da propriedade da conjugação (Seção 7.3) para o caso de f(x) ser imagi- 
nário puro. 
b) Faça o mesmo para o caso de f(x) complexo. 
5. Demonstre as fórmulas abaixo 


se 2 k 
a) Fs{e “cosx) = RE Kra: 
senx (0 < x < E RE sen kr 
bs (ico e (x > 7) A, m1 k? 
P 2 e-k 
O Fst) = o GEF E’ 


d) Fofo!) = vêr aea O <a<1). 


6. Ache as fórmulas para 


2 d É f 
EE oo] ont 


dx* 


semelhantes à de F,.{d?f(x)/dx°} citada na p. 279. 
7. Deduza os seguintes teoremas de convolução: 


1 º a- jd 
a) Fo {Fs(k)Gs(k)} = T I O + O) — fo — BI dê 
(onde f” (x) é a “extensão ímpar” de fl), 


7 r 
b) F5 HFs(k)Go(k)} = f LASAS E k, 
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1 [r 6] 
o SFHESDG) = = |, NOUE = D = ac + Bla 


. Usando a simetria do integrando, mostre que 


—ar? 1 —k?/4 
Fole j=—=€ S 
V2a 
Seja fix) = erfe Ax) = (2/Vm)Jx. e7? dt. Usando a fórmula que relaciona Fe {f(x} com 
FsUix)) e o resultado acima, mostre que 
EE —+2 2 
Dele k2/4X 


Fsferfe (Ax)) = NE PR 


. Resolva o problema discutido no Exemplo 1, Seção 7.7, nos seguintes casos: 


a) oscilador super-amortecido, wọ < «, 
b) oscilador criticamente amortecido, wọ = a. 


. Um oscilador harmônico amortecido está sujeito à força externa 


g(t) = sen At/t. 


Por considerações físicas, pode-se supor que o deslocamento do oscilador se anula quando + 
= +o, Formule o problema em termos matemáticos. Pode-se usar o método da transformada 


de Laplace em sua solução? Resolva o problema pelo método da transformada de Fourier 
(use o Exemplo 3, da Seção 7.2). 


. Considere a equação 


Xx— ax =0 (O <t< co) 


com as condições de contorno: (1) x (0) = b e (2) x (=) < œ. Mostre como este problema 
pode ser resolvido pelo método da transformada em cosseno de Fourier. Verifique a solução 


pelo método da transformada de Laplace. 


. Considere a equação 


g-aolx= f(t) (0<t<o) 


Com as condições de contorno x (0) = b ex(%)< o, Aplique o método da transformada em 
cosseno de Fourier para mostrar que 


b —a 1 É —alz— —a(z 
no = Les df papa puto 


Trate agora o problema pelo método da transformada de Laplace e comente as dificuldades 
envolvidas. Que fator determina a escolha de transformada? 
Considere o problema 


x — a?x = f(t) (O<t<o) 


com a condições do contorno x(0) = a ex(») < o, Ache x(t) por um método de sua escolha. 


Equações Diferenciais Parciais 


8.1 A CORDA DISTENDIDA. A EQUAÇÃO DE ONDA 


Muitos problemas físicos podem ser formulados por meio de equações diferenciais em 
que aparecem funções de mais de uma variável, chamadas equações diferenciais par- 
ciais, “Consideraremos, neste capítulo, vários exemplos relativamente simples, que 
servirão como introdução à formulação de tais problemas e aos métodos de sua solu- 
ção. 

Considere um fio ou corda finos, distendidos horizontalmente por uma força T.* 
Se a tensão T sobre a corda for muito grande comparada com seu peso, a corda estará, 
em sua posição de equilíbrio com uma aproximação muito boa, horizontal e em linha 
reta. Suponhamos agora que uma tal corda não oferece resistência ao ser dobrada. Por 
exemplo, um fio de aço com 1 m de comprimento e 1 mm de diâmetro, esticado por T 
= 90,72 kg se comportará mais como uma corda (Fig. 8.1a) do que como uma viga 
(Fig. 8.1b) ao ser carregada em seu centro por uma força de P = 0,05 kg (observe que 
o peso do fio é aproximadamente 0,59 g). A verdade desta afirmativa pode ser verifi- 
cada experimentalmente e pode ser inferida teoricamente. Pela teoria da flexão, a de- 


flexão no ponto médio? é 


PL? rdt 
= D— com [=>—> 
48EI 64 


Em que E = módulo de Young e d = diâmetro do fio. Para nosso fio, esta fórmula 
fornece deflexões tão grandes (aproximadamente 94 cm), que a teoria se torna inapli- 
cável. Em verdade, a resistência do fio à extensão se oporá ao processo de deforma- 
ção, e a forma de equilíbrio do fio será determinada essencialmente pela condição da 
menor extensão (aproximadamente 0,7 cm), conduzindo à Fig. 8.I(a). R m 
Suponha agora que o fio pode ser deformado, a partir de sua posição original, 
quase reta, por meio de forças moderadas (pequenas com relação a T), que agirão 
permanentemente ou serão usadas para produzir um deslocamento inicial ou um mo- 


ô 


* Mais precisamente por um par de tais forças. 
tVeja o Exemplo 2 da Seção 6.5. 
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Ni 
tolo 
tolo 

tolo 


P P 
T | T T | T 
iso a O oo 
(a) (b) 


Fig. 8.1 


vimento transversal inicial do fio. É então razoável supor que a inclinação do fio de- 
formado será pequena durante todo o movimento (por exemplo, a inclinação máxima 
não deveria exceder 0,05). Suponha, além disso, que o fio nunca está sujeito a ne- 
nhuma outra força horizontal exceto à tensão T, ou a nenhum deslocamento horizontal 
inicial ou velocidades. 
Usando todas estas condições razoavelmente restritivas, podemos deduzir certas 
conseqüências: 
a) Os elementos do fio podem ter somente deslocamentos transversais, pois não há 
deslocamentos longitudinais iniciais ou movimentos, e nenhuma força longitudinal. 
b) A força tangencial no fio será, em todos os instantes e em todos os pontos (com 
uma aproximação muito grande), constante e igual a T. Com efeito, em um trecho 
AB do fio deformado, a equação (veja Fig. 8.2) 


Ticosa = Tə cos f 
deverá verificar-se em todos os instantes. No entanto, 


1 


cos a = ————— x 1 — } te al 


vl+ tg? a 


(com uma exatidão de 0,5%, ou ainda melhor, se |tg œ| < 0,05). O mesmo raciocínio 
é válido para cos 8, conduzindo a 


Podemos agora deduzir a equação que deverá ser satisfeita pela deflexão u do fio 
em qualquer ponto x e a qualquer instante t. Considere um elemento dx (Fig. 8.3); 
obtemos, observando que com nossas aproximações dx = ds, 
92u 
T (seng — sena) + Fdx — pg dx = P dx 


onde p é a densidade do fio (de maneira que pdx é a massa do elemento), F é a oa 
externa por unidade de comprimento no ponto x, e 9%u/at? é a aceleração do elemen 
na direção transversal. dx 

A equação acima representa a segunda lei de Newton aplicada ao elemento 44- 
Com nossa aproximação, podemos supor que 


sena = tg = tga - de (x — 


VI+ tga ôx A 
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e semelhante 


Fig: 8.2 Fig. 8.3 


E, então, razoável fazer a substituição 


seng — sene L ðu/ðx(x + dx/2) — ðu/ðx(x — dx/2) 
dx > dx 


pela segunda derivada 9% /9x?, e a equação se transformará em 


92u ou 
Tax + F(x, t) — pOdg = PO) g 


onde levamos em conta que a corda talvez não seja homogênea (de maneira que p 
poderá variar com x) e a força externa F poderá variar com x e com t. 

Esta equação geral para u(x, t) pode, em muitos casos, ser simplificada. Por 
exemplo, se p(x)g for pequeno, comparado a F(x, t), poderá então ser desprezado, e a 


equação se transformará em 
92u au 
15? + F(x, t) p= p(x) ðt? 


(Observe que o termo p(9%ulat?) não deveria ser desprezado, pois d%u/dt? pode ser 
grande, devido a vibrações rápidas; o termo T(9?u/ôx?) será, em geral, apreciável, pois 
T é grande.) Se não houver forças transversas atuando sobre o fio, então a equação 


tomará a forma 


Finalmente, se p for constante, como no caso de um fio homogêneo, então a equação 


poderá ser escrita sob a forma 
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nstante (observe que c é real, pois p e T são positivas) 
omo a equação de onda (em dimensão um); é uma eu 
de segunda ordem em duas variáveis (x e t) com coefici 


Esta 
ação 
Entes 


em que c? = Tp = co 
equação é conhecida c 
diferencial parcial linear 


constantes. i i = E, a 
Embora, em geral, as equações diferenciais parciais sejam mais difíceis de p 


ver do que as equações diferenciais ordinárias, algumas delas possuem soluçõe 
zoavelmente simples. Este é O caso da equação de onda. Considere a função 


u(x, t) = f(x — ct), 


esol. 
S ra- 


em que f é uma função arbitrária, duas vezes diferenciável. E fácil verificar que u(x, 1) 
será uma solução de nossa equação de onda. 


Exercício. Dê uma demonstração da afirmativa acima, fazendo z = x — ct e usando 


3i- cu oz etc 

Ox Oz Ox i 
Um pouco de reflexão mostrará que a função 

u(x, t) = g(x + ct) 


será também uma solução da equação de onda, não importa qual seja a função g.* Em 
verdade, é possível demonstrar que a expressão 


u(x, t) = f(x — ct) + g(x + ct) 


representa a solução geral de nossa equação diferencial parcial; isto é, qualquer solu- 


ção pode ser escrita sob esta forma. 

Apesar de tudo isso, os problemas físicos que conduzem à equação de onda de 
dimensão um não se tornam triviais com o conhecimento da solução geral. Os proble- 
mas físicos impõem certas restrições sobre a solução u(x, t). Por exemplo, como um 
problema típico de fio distendido geralmente implica que o fio, de um comprimento L 
dado, esteja fixo em suas extremidades x = 0 e x = L, segue-se que a solução deverá 


satisfazer as condições 
u(0, t) = O e u(L, t) = O 


para todos os valores da variável t. Tais condições são apropriadamente chamadas de 
condições de fronteira ou condições de contorno. 

Além disso, o problema físico tem início em um certo instante, geralmente esco- 
lhido como sendo + = 0, e supomos fregúentemente que são dadas a forma inicial e à 
distribuição das velocidades iniciaist do fio. Estas chamadas condições iniciais são 
funções da variável x e podem ser descritas pelas afirmativas 


u(x,0) = us), — SE (6,0) = vo, 


onde u (x) e vx) são funções dadas, que representam os deslocamentos e as velocida- 
des de todos os pontos do fio no instante t = 0. 


*Com a condição de ser duas vezes diferenciável. 
tA expressão “equação diferencial parcial” será, por vezes, abreviada para EDP. d rtículas. 
*Elas correspondem às noções familiares de posição inicial e de velocidade inicial em mecânica das pa 
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Quando impomos várias destas condições sobre u(x, t), não se torna nada fácil 


(em geral) determinar as funções f e ā i É 
g da solução geral. Em mu - 
niente abandonar completamente a forma o RSA 


u(x, t) = f(x E ct) + g(x + ct), 


e PaA o problema de um ângulo totalmente diferente”. Em particular, discutiremos 
métodos que levarão em conta, desde o princípio, as condições de contorno. 


8.2 O MÉTODO DE SEPARAÇÃO DAS VARIÁVEIS 


Como as condições adicionais impostas sobre u(x, t) em nosso problema da corda se 
dividem em dois grupos, (a) aquelas que envolvem x (condições de contorno) e (b) 


aquelas que envolvem ¢ (condições iniciais), pode ser razoável procurar soluções da 
EDP sob a forma 


u(x, t) = XOT), 


onde X é uma função somente de x e T é uma função somente de 1. Se escolhermos 
X(x) de maneira a satisfazer as condições 


X0) =0, XD = 0, 
então a função «u(x, t) satisfará as mesmas condições. A função T(t) poderá, então, 


talvez ser escolhida de maneira a satisfazer as condições iniciais. 
Exigimos agora que u(x, t) satisfaça a EDP. Temos 


3?ulx, dX 9u(x, @T(t 
u(x, t) = (x) TÙ), 2 uos 1) = X(x) d TO). 


9x2 dx? dt? 
Portanto 
ËX 1 „dT 
ae o Cp i 


Dividindo ambos os lados por X(x)T(t), obtemos 


1l X 11dT 


X d 2T d 


O lado esquerdo desta equação depende somente de x; o lado direito depende somente 
de 1. Se esta igualdade deve verificar-se para todos os x e t, é evidente que ambos os 
lados devem ser constantes (a mesma constante para ambos os lados): 


1 dX 1127 


X dx O ET de 
A constante À é chamada de constante de separação. A equação para X(x) pode 
ser escrita como 
ARPE 
dX = AX 


dx? 


é i jente. 
*Para alguns problemas, no entanto, esta forma é muito convenient: 
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e conduzirá a funções exponenciais se À > 0, a funções trigonométricas se <o 
eà 


função linear se À = 0: 


Aez VR + Be TA Q > 0), 
X(x) = 4 A' cos (xv —)) + B'sen(xv—N) A <0), 
A"x + B" A = 0). 


Não é difícil verificar que as condições de contorno x0) = 0 e X(L) = 0 podem 
satisfeitas somente se A < 0 e, além disso, somente se A" for feito igual a zero e os 
valores de A satisfizerem a condição 


V= = nr/L (n = L23): 


Exercício. Mostre, em detalhes, que se À = 0, é possível satisfazer X(0) = 0 ou X(L) = 0, mas não 
ambas simultaneamente. Demonstre também a afirmativa feita para o caso À < 0. 


Estes valores permissíveis da constante de separação À, 
=> (a= 1,230); 


são geralmente chamados de valores característicos, valores próprios, ou ainda “ei. 
genvalues"* do problema sob consideração. Com isso, resolvemos o problema de 
achar funções que satisfaçam a equação diferencial e as condições de fronteira dadas. 
Em nosso caso há uma infinidade de tais funções, chamadas de funções característi- 
cas, e serão da forma 


Xalx) = Basen(nmx/L) (n=1,2,3,..) 


onde B', é uma constante (não nula) arbitrária, que pode, em geral, ser diferente para 
funções características distintas. 

Em nosso problema da corda distendida, a função T(t), que é multiplicada por 
X(x), deve satisfazer a equação diferencial com a mesma constante de separação que 
X(x). Portanto, a cada função característica X (x) corresponde uma função T,(t) satis- 
fazendo 


Ilh y AE, 
e T, d? CML 


Isso fornece 


nret 
L 


2 


Tal) = Cn cos” ZEL + Dasen 


Onde C, e D, são constantes arbitrárias. 


Resumindo nossos resultados, podemos dizer que a tentativa de achar, sob à 
forma, 


u(x, t) = X(T) 


* Ra ss. M P e srl = 
a RA eigenvalue” é uma adaptação da palavra alemã eigenwert, originária de eigen = própno e» er 
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a solução de nossa EDP com condições de contorno e condições iniciais dadas nos 
conduz, até agora, a um número infinito de tais funções, que podem ser escritas como 


3 


un(x, t) = (a. cos = + B, sen re), E 


onde 4, = B, Cn e B, = B;D, são constantes arbitrárias. Cada uma destas funções 
udx, t) satisfaz a EDP e as condições de fronteira. Resta-nos escolher, entre estas 
funções, ajustando as constantes A, e B,, aquelas que também satisfarão as condições 
iniciais desejadas. Antes de fazer isso, observe, no entanto, que cada função u (x, t) 
representa, por si mesma, um certo movimento possível da corda distendida (corres- 
pondendo a certas condições iniciais). Estes tipos de movimento são chamados de 
modos característicos (ou modos normais) de vibração da corda. Cada um representa 
um movimento harmônico (vibração) com a frequência característica (ou frequência 
própria) 


Wn = nmc/L (n=1,2,3,...). 


Um pouco de reflexão mostrará que não é possível satisfazer condições iniciais 
arbitrárias, 


u(x, 0) = u(x), SE (x, 0) = vols) 


usando uma única função arbitrária u,(x, t). Com efeito, qualquer das funções u(x, t) 
satisfará condições iniciais da forma 


uoC) = An sen “7 > vol) = Ba sen TE 


e nenhuma outra. Para eliminar esta dificuldade, podemos nos utilizar do poderoso 
princípio da superposição. Nossa EDP é homogênea linear, e o mesmo acontece com 
nossas condições de contorno. É trivial verificar que, se duas funções dx, t) € Um(x, t) 
satisfazem a EDP e as condições de contorno, então sua combinação linear 


f(x, t) = Ciun(x, t) + Coum(X, t) 


satisfará também a EDP e as condições de contorno. Por indução, isso será também 
verdadeiro para uma combinação linear de um número finito de funções ux, t). E 
razoável conjecturar que as mesmas propriedades serão válidas para uma série infinita 


formada pelas funções u (x, t): 


- nret nret nTX 
xx D=} (an cos —— + Bn sener) sen 


n=l 


desde que a série convirja (caso contrário, desde que possa ser considerada uma dis- 


tribuição, conforme os princípios enunciados no Capítulo 6). | 
Para sermos mais precisos, a função definida acima certamente satisfaz as condi- 


ções de contorno 


y0, ) = XL, 1) = 0 
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(pois cada termo as satisfaz). Satisfará também a a diferencial Parcial desde 
possa ser diferenciada termo a termo duas vezes, re ativamente ax car Do 
vista clássico da teoria das funções, isso poderá impor restrições consid 
An € Bn; por exemplo, a série duas vezes diferenciável y(x, t) deverá 
mente convergente. Por outro lado, do ponto de vista da teoria das di 
suficiente* que An € Bn sejam da ordem de uma certa potência de n: 


que 
É Ponto q 
Sráveis sobr 
Ser unifo 


: rme. 
Stribuiçã E 


es, é 
[An] < An”,  |Bal < Bn (para algum N), 


e este ponto de vista pode ser adequado às aplicações físicas. 

Em qualquer caso, no entanto, a justificação do método depende das 
de A, e B, e é geralmente conveniente supor sua validade e justificá-la 
após ter achado a solução. i l 

Não é necessário enfatizar que a função y(x, t) é uma série de senos de F 
x (é também uma série de Fourier em t, mas este fato tem muito menos imp 
Fazendo t = 0 e usando a primeira condição inicial, obtemos 


Propriedades 
mais tarde 


Ourier em 
Ortância), 


[eo] 
nx 
u(x) = >) Ansen =. 
n=l L 

Se a função u(x) puder ser desenvolvida em série de senos de Fourier, os coeficientes 
An poderão ser determinados. Nos problemas físicos, ugx) será sempre contínua, 
muito suave por pedaços, e se anulará em x = 0 ex = L. Pode, portanto, ser represen- 
tada como acima. 


Semelhantemente, calculando (ðu/ðt)(x, t) e usando a segunda condição inicial, 
podemos obter 


o 
cnr nTX 
Volx) = B, ~ sen ==. 
a anaa 
Em problemas físicos, supomos às vezes que vdx) é descontínua. No entanto, será 
sempre contínua por pedaços e muito suave por pedaços, e os coeficientes B, poderão 
igualmente ser determinados. 


Por conseguinte, construímos uma solução para o nosso problema, sob a forma de 
uma série 


Z ntet nret nTX 
y(x, t) = 2 (4n cos + B, sente) sen» 


que satisfaz as condições de contorno e as condições iniciais para todas as funções 
razoáveis udx) e vx) que surgem em problemas físicos. 


8.3 AS EQUAÇÕES DE POISSON E DE LAPLACE 


Muitos problemas em eletricidade e magnetismo são também redutíveis a equações 


diferenciais parciais. Por exemplo, uma das equações de Maxwell (em unidades 
MKSA) é 


rot E + qo = 0. 


EE e E 
*Veja a página 257. 
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No caso eletrostático quando o campo magnético H está ausente (H constante com 
relação ao tempo conduz à mesma situação), esta equação se reduz a 


rot E = 0. 


Como isso se verifica em todos os pontos do espaço, é póssível deduzir o campo 
eletrostático de um escalar q (o potencial eletrostático),* 


E = —grad q. 


Se ne propriedade for combinada com a primeira equação de Maxwell (para o vá- 
cuo), 


divE = p/€0, 


obtemos então 
div grad y = V2p = —p/€o, 


onde pé a densidade de carga (considerada uma função das coordenadas) e €p é cons- 
tante (permissividade elétrica do vácuo). 
Uma equação do tipo (r = um vetor posição) 


Ve = fl) 
é conhecida como a equação de Poisson. No caso particular em que fir) = 0, 
vp = 0 


é conhecida como equação de Laplace. Como se segue do exposto, ela deve ser satis- 
feita pelo potencial eletrostático (r) em uma região livre de cargas. 


Exemplo. Um cilindro oco e muito longo de metal, com raio a, é cortado ao meio ao 
longo de seu comprimento, formando duas metades, isoladas uma da outra. As meta- 
des do cilindro são mantidas nos potenciais +V e —V, respectivamente. Deseja-se 
achar o campo eletrostático E no interior do cilindro. O problema pode ser (aproxima- 
damente) resolvido por meio de um cilindro abstrato infinitamente longo e de espes- 
sura infinitamente pequena (Fig. 8.4). E conveniente (veja as condições de contorno 
abaixo) atacar o problema em coordenadas cilíndricas, como está mostrado. 

Acha-se facilmente o campo E a partir do potencial eletrostático y, que deve satis- 
fazer a equação de Laplace em coordenadas cilíndricas 


2 2 
(era ro. 


rôrN ðr r2 062 " 922 


Por meio de considerações de simetria, é evidente que y deve ser independente de z, 
de maneira que 


p = g(r, 0). 


Impomos as seguintes condições de contorno sobre g: 


*O sinal menos é convencional. 
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a= -V (-a<0<0. 


Além disso, convenciona-se que y deve ser periódica com relação a 6 com 


i i q: perío 
e deve possuir um gradiente em todos os pontos internos do cilindro (r < do 2y 


S . 2, a). E de 
supor que esta condição não seja válida nos pontos r = a, 8 = 0 ou r (Ponto; se 
correspondem ao “isolante”), pois E será infinito nestes pontos em nosso modi 

o 


teórico para o problema. S E se 
Podemos usar novamente o método de separação de variáveis. Faça 


g(r, 0) = R(r)O(0). 


Então 
d'O 
Tpz = AO, (1) 
Ld/ dN ^, 
1af AREO. 2) 
e=+L 


Isolamento 


Lip 


Fig. 8.4 


Como « é periódica relativamente a 0, o mesmo deve acontecer com O, o que implica 
imediatamente que A= —-m?(m = 0, l1, 2,3, ...) e O torna-se então uma combinação 
linear de sen m6 e de cos m0. A equação radial (2) torna-se 


ËR dR m 
dr2 + r dr r2 


que é a equação de Euler, com soluções r” er” (param > 0), eC = constante € or 
(para m = 0). Como ør, 0) deve possuir um gradiente para r = 0, as soluções ” e 108 
r não são admissíveis. 


E AR rima dE ini u- 
` Seguindo o princípio geral, formamos uma superposição linear (infinita) de sol 
ções: 


elr, 6) = Ao + > r”(Amcos mo + Bm senmô). 
m=1 


Para satisfazer as condições de contorno 
+V (0<60<7m), 


o(a, 0) = f(0) = nd (-r <08<0) 
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fazemos 


Ão+ a”(Am cos mg + Bnsenmo) = f(6) 


m=1 


de maneira que as constantes AmneB 
rier de f(0). 
Evidentemente, A, = Am = 0 (para todo m) devido à anti-simetria de f(0) ao fa- 


zermos a substituição 9 —> —9. Esta propriedade poderia igualmente ter sido deduzida 


para g(r, 0). Tais fatos frequentemente simplificam bastante o processo de solução de 
problemas mais complicados. 


Um cálculo direto fornece 


m estão relacionadas com os coeficientes de Fou- 


2v [7 0 (m= par, 
Bm = aE sen mô do = 4V 
o amm (m = ímpar). 


Então 


4V < 1 /r\” 
À 0) = — ca, 
elr, 0) = 2L (2) sen mð. 


m=1,3,5,... m 


Não é difícil verificar que esta função satisfaz as condições do problema. Em particu- 
lar, se r =r,, onde r, é qualquer número positivo menor do que a, a série pode ser 
diferenciada termo a termo duas vezes com relação ar e a 8 (o fator r/a causará a 
convergência uniforme da série duas vezes diferenciada). Assim, a EDP é facilmente 
satisfeita. 


Observação. Do ponto de vista do físico, e(r, 0) não tem que satisfazer a EDP parar = a, desde 
que se aproxime das condições de fronteira dadas [o que acontece, pois emr = a, a função se 
reduz à série de Fourier de f(6)). 


8.4 A EQUAÇÃO DA DIFUSÃO 


Um outro tipo de equação diferencial surge no estudo da difusão de certas substâncias 
através de um meio contínuo, como na difusão de fumaça pelo ar, difusão de neutrons 
em um reator nuclear, ou a difusão de um produto químico em um solvente. 

Seja p a densidade da substância (frequentemente chamada de concentração) me- 
dida em unidades: “'coisa”'/cm?, onde “'coisa”” é a unidade apropriada à substância, 
como por exemplo o número de neutrons ou o número de átomos na solução. Seja j a 
densidade de corrente medida em “'coisa”'/cm?.s (quantidade da substância atraves- 
sando, na unidade de tempo, a unidade de área normal à direção do fluxo). Então, a 
maior parte dos fenômenos de difusão obedece à seguinte lei lincar, por vezes cha- 


mada de lei de Fick: 
j = —D grad p, 


onde D = constante é o coeficiente de difusão, que dependerá das propriedades do 


meio (D é medida em cm?/s). na À gm É = 
Suponha, além disso, que a substância difundida não é nem absorvida nem emitida 


pelo meio. Então, a equação de continuidade (a lei da conservação para esta substân- 
cia) 
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op a 
= + divj= 0 
g o awy 
deve ser válida. Combinando as duas equações acima, obtemos 


dp 2 
P = pv. 
di Pp 


Este resultado é chamado de eguação de difusão. NEF 
Uma modificação imediata é possível se a substância for capaz de ser absorvida 


(destruída) ou emitida (criada) como no caso de um composto químico ou de neutrons 
(emissões ou absorções pelo núcleo). Neste caso, a equação de continuidade é 


dp ano 
a t Yj = s 


em que s é a densidade da fonte, i.e., a quantidade de substância criada (ou destruída 
ses < 0) por unidade de volume na unidade de tempo. A expressão acima dá origem à 
equação de difusão não-homogênea 


ðP 2 
g = DVp+s. 


Observação. Em alguns problemas, encontramos os processos de difusão em estado constante. 
Então p é independente do tempo e a equação se reduz à de Poisson (s + 0) ou à de Laplace (s = 
0). 


Alguns outros fenômenos físicos, como a condução do calor, são regidos pelo 
mesmo tipo de equação. Geralmente levanta-se a hipótese de que a condução de calor 
obedece à equação linear do fluxo de calor (achada em primeiro lugar por Fourier) 


q = —k grad u, 


onde q é a densidade da corrente de calor (cal/cm?.s), u a temperatura (em graus) e k a 
condutividade térmica (cal/cm.s.°C). Para um volume arbitrário V, limitado por uma 
superfície $, o influxo de calor por unidade de tempo é — ffs (q - dS) (o sinal — deve-se 
à definição convencional da direção da normal externa dS). j 

Se, além disso, houver geração de calor (por exemplo, por meio de uma reação 
química exotérmica) a uma taxa dada por s(x, y, z) por unidade de tempo e unidade de 
volume, então o calor total recebido por V durante um intervalo de tempo At será 


de e a 


De acordo com a fórmula básica da calorimetria, esta quantidade de calor elevará 4 
temperatura em V de uma quantidade Au, de maneira que 


Q = [ff cp Au av, 
v 


onde p é a densidade de massa (g/cm?), c 'a capacidade calorífica (cal/g. 
tacitamente admitindo que V é suficientemente pequeno e que uma única tem 


oC). (Estamos 
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u será encontrada em todos os pontos do volume.) Somos, assim, conduzidos à afirma- 


tiva 
“doque au 
Pa dS) ) f E E s| av. 


Se At for muito pequeno, então Au/Ar poderá ser substituído por ôulat. Aplicando o 
teorema da divergência:* deduzimos que 


; ðu 
— div q = cp = — 
q PaT S 
Combinando isso com a equação do fluxo de calor, obtemos 


ðU 292 
a 7 Vu bs, 


e = E (25), p = 1 (Č e. 
cp\ sS cp cal 


Em particular, se não há fontes de calor presentes, este resultado reduz-se a 


onde 


ðu 202 
a ANA, 


que é freqüentemente chamado de equação da condução do calor. 
8.5 USO DAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE E DE FOURIER 


no muito longo e de pequeno diâmetro está cheio de água. No 


Exemplo 1. Um ca À 
instante 1 = 0, introduzimos no cano uma certa quantidade de sal (Mg) em um certo 


ponto x, (distante de ambos os extremos do cano). Desejamos achar a concentração do 


sal em um instante qualquer posterior. 
Podemos idealizar o problema físico supondo um cano infinitamente longo (Fig. 


8.5). Além disso, como O diâmetro é pequeno, podemos negligenciar as variações da 
concentração do sal sobre uma seção reta do cano e à concentração pode ser tratada 


como função somente de duas variáveis x € f: 


o = plot) (em glcm’). 


Esta função satisfaz a equação de difusão em dimensão 1 
op pP. 
ðt 0X? 


ela afirmativa de que p (x, 0) é nula em 


m ser idealizadas p É 
= xo, onde foram introduzi- 


As condições iniciais pode la 
bre a seção reta definida por x 


todos os pontos, exceto so 


*Veja a Seção 1.8. 
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das M gramas de sal. Esta afirmação pode ser descrita por meio da função delta de 
Dirac 
p(x, 0) = (M/4) dx — xo); 
em que A é a área da seção transversal do cano. 
As condições de contorno para este problema podem ser formuladas por meio da 
afirmativa 
lim p(x, t) = p(+%,t)= 0 (para todo 1), 


s>+o 


que reflete a lei física da conservação da quantidade total do sal. 


Sal introduzido no instante t =0 


Fig. 8.5 


Exercício. Mostre que se p(x, t) > po > 0, para todo x > N e algum 1 (para po e N dados), então a 
quantidade total de sal não poderá ser finita. 


As condições de contorno deste problema possuem uma certa semelhança com o 
problema da corda vibrante da Seção 8.2. A diferença básica é, no entanto, que a 
função procura p(x. t) deve agora anular-se nas extremidades de um intervalo infinito 
(e não nos pontos x = 0 ex = L). Este fato sugere que é mais indicado procurarmos 
uma solução por meio de transformadas de Fourier do que por meio de séries de 
Fourier. Em verdade, como p(x, t) deve ser muito suave em relação a x, ou seja, deve 
possuir uma segunda derivada, e como é absolutamente integrável (não esqueça que 
øx, t) = 0), 


—o0 


+o 
/ p(x, t)A dx = M, 
segue-se, então, que deve possuir uma transformada de Fourier. 
Seja 


+o 


R(k, t) = F{p(x, )) = T a p(x, De” dx. 


Suporemos válida a diferenciação sob o sinal de integração*, ou seja, 


* + . o . = 
Se postularmos que p(x, t) é uma distribuição (veja a p. 246) com relação a x e a t, podemos então demonstrar 


u! é f ou 
que este processo é automaticamente válido (por métodos semelhantes aos da Seção 6.9). De outra maneira, 


podemos utilizar a idéi i SE E os | i 6 e ai 
trado p(x, t). ia mencionada na p. 298. Uma justificativa a posteriori será possível após termos enc 
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+o 
dR(k, t , 
dR, D J plx, t) sike Jy 


dt VIn J-o ôt 
juntamente com a propriedade usual S {3?p/ðx?} = —k?R(k, t). Então, R(k, t) satis- 
faz a equação diferencial ordinária 
dR(k 
dR, 1) D = DER, t), 


e é dada por 
R(k, t) = R(k, 0)e PE, 


Dadas as condições iniciais, segue-se agora que 


M l ikæ 


R(k, 0) = & “ (x — xo) = 


(no sentido da teoria das distribuições). Portanto 


M ; 2 
R(k, t) = —— e'trog- Dt 
AN'2x 


A inversão não é difícil (veja, por exemplo, a página 235)e o resultado será 


M 1 —(z—z0o)?/4Dt 
A Vår Dt 
Esta função deveria ser a solução de nosso problema. É facil verificar que ela satisfaz 


a EDP e as condições de contorno (quer como distribuição, quer como função “clás- 
sica”). Também 


p(x, t) = 


lim p(x, t) = (M/A) ô(x — xo), 


t50 


naturalmente no sentido das distribuições. Isso é tudo o que é exigido para que adote- 
mos p(x, t) como a solução do problema físico. Se desejado, os passos efetuados na 
técnica da transformada de Fourier poderão também ser justificados. 


Exercício. Mostre que (no sentido das funções clássicas), para £ qualquer não nulo, p(x, t) pode 
ser escrita como 


1 —ikz 
p(x, t) = —— R(k, De dk 
Vr 


e que pode ser diferenciada duas vezes sob o sinal de integração com relação a x, e uma vez com 
relação a £. 


O gráfico da solução obtida está dado na Fig. 8.6*. 


*Foram usadas escalas diferentes para as ordenadas; de outra maneira, a área sob cada uma das curvas deveria 
ser constante. 
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/ t médio | 
Z! grande | 
E 
Fig. 8.6 | 


Exemplo 2. Uma haste cilíndrica muito longa e de diâmetro muito Pequeno está term; 
camente isolada em sua superfície lateral e mantida à temperatura 0 atér = 0, adana, 
então uma de suas extremidades é posta em contato térmico com um reservatório de | 
calor à temperatura uo. Deseja-se achar a temperatura da haste em qualquer instante 
posterior. 


Fig. 8.7 


Como no exemplo precedente, a temperatura da haste pode ser considerada como 
função de somente duas variáveis 


u = u(x, t), 


e a haste pode ser considerada como semi-infinita (Fig. 8.7). O problema pode ser 
matematicamente formulado como segue: u(x, t) deve satisfazer a EDP 


ðu a a? ou 
ðt dx 
com a condição inicial u(x, 0) = 0 e as condições de fronteira 


u(O, t) = uo, u(%, t)= lim u(x, £) = 0. 


500 


; . ; a 
Este problema pode ser convenientemente resolvido pelo método da transformad 
de Laplace. Com efeito, segue-se da segunda lei da termodinâmica que 


u(x, t) < uo; 


que suas 


portanto, u(x, 1) deve possuir uma transformada de Laplace. É razoável se cê (ex 
a 


derivadas em relação ao tempo possuem também uma transformada de Lap 
ceto quando + = 0) de maneira que, se 


U(x, s) = £Llu(x, O}, 


e e ae 
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Então 


dPU(x,s) _ 


S 
dx2 a? U(x, s), 


obtida tomando a transformada de Laplace da EDP e usando a condição inicial. Re- 
solvendo esta transformada (com as condições de contorno), achamos que 


U(x, s) = U(0, sjey. = =o e77 yla, 


Se a tabela disponível de transformadas de Laplace não der diretamente esta função, 
então a regra 


£ | I so dr) = EFO), 


onde F(s) = £(f(t)) talvez possa ser usada. Mesmo se isso não for possível, ou seja, se 
F(s) = e-*Y*/a não estiver listada, podemos então empregar a fórmula de inversão de 
Mellin 


Y+io 1 

j a 

u(x, t) = a + te Yle ds, 
2ri Jy—io S 


Levando em conta a linha de corte criada por Vs, como também a contribuição da 
origem, fechamos o contorno como mostra a Fig. 8.8. 


Fig. 8.8 


Usando um raciocínio semelhante ao do Exemplo 4, Seção 2.15, ou, alternativa- 
mente, fazendo s = i w e usando o lema de Jordan, vemos que a contribuição de Cpr se 
anula no limite quando R —> œ. Quanto à contribuição de A a B, podemos fazer 


s = oe” — ge'”, 
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e para à contribuição de C a D, podemos fazer 
ir 


s = ge” > 0e", 


onde o é real e já tomamos OS limites 0 —> + 7. A soma destas contribuições reduz 
m 


a 
o EE 
uo ga xV a do, 


Escreva Vala =ke reduza isso a 


w —a2k SEN KX y 
E e = k. 


Esta integral pode ser calculada, por exemplo, pela fórmula 


| e™™ cos wu du = NE e (A>O0) 


integrando relativamente a w de0 ax: 


z oo w ie z 
hu? 
| do | e™™ cos wu du "i e> SETIT Ju = 1 fa | ng, 
0 0 0 u 2NA Jo 


T X 
= cerf——* 


2 2h 


Portanto, 


2uo f ok 
aie PPE jez uo erf X 
E 2avt 


a contribuição de C, fornece —uo. Portanto 


Y+io 


u(x, t) = = est-avala ds 
Y—io $ 

SRi —uo + uo erf a) erfc Es 

( 2av't ? 2av't 


8.6 pa Pe DO DESENVOLVIMENTO EM FUNÇÕES 
ÍSTICAS E TRANSFORMAÇÕES FINITAS 


A seleção d é p 
o P 
diferenciais a as para resolver problemas físicos envolvendo equas ars 
de contorno. P ais está baseada na geometria do problema e no caráter das condie de 
- Por exemplo, a escolha entre transformadas de Fourier € as a 

u 


Fourier ( 
ue sur = Es 
q ge na separação das variáveis) origina-se no fato de que, em 
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o intervalo de variação de x é infinito, ou seja de —o a +%, e no segundo caso é finito, 
de0aL. |. 

Em muitos aspectos, no entanto, o método da separação de variáveis e o método 
das transformadas estão estreitamente relacionados. Para ilustrar isso, consideremos 
mais uma vez o problema da corda vibrante resolvido na Seção 8.2. 

Este problema consiste em achar uma solução u(x, t) da equação de onda em 
dimensão um 

92u 1 3u 


0x2 c2? dt? 
satisfazendo as condições de contorno 
u(0, t) = u(L, t) = 0, 


e as condições iniciais 
ðu 
u(x, 0) = u(x) g 0) = vol). 


Em vez de procurarmos soluções da E DP, como fizemos na Seção 8.2, concen- 
tremos nossa atenção nas condições de contorno. Nossa solução u(x, t) é evidente- 
mente uma função muito suave em relação a x e se anula nas extremidades do inter- 
valo (0, L). Pode, portanto, ser descrita por uma série de senos de Fourier apropriada 
a este intervalo 


ux D)= > O sen "Fr > 


n=l 


Vale a pena enfatizar que esta afirmativa é completamente independente do fato de 
que as funções sen (nmx|L) têm algo a ver com as soluções da equação de onda que se 
anulam para x = 0, L. É verdade que este fato será muito útil mais tarde, mas, em 
princípio, a fórmula acima deve ser verdadeira, não importa que espécie de EDP seja 
satisfeita pela função u(x, t). 

Diferenciemos u(x, t): 


92u nx ; 


EST Do nm, (t)sen 
L2 ” L 


Esta equação deve ser válida para todo x, o que implica que os coeficientes de cada 


sen (nxx/L) (n = 1, 2,3, ...) devem-se anular: 


1 Pb, nêr? E 
ag | to O 


FÍSICA MATEMÁTICA 
310 


clusão não pareça rigorosa, podemos usar O seguinte raciocí 


Caso or sen (mmx/L) (para m fixo) e€ integre sobre (0, L). Supon 
ra termo a termo* e usando à propriedade de ortogonalidade 
i 


nio: Muy. 
do válida à 


L 
Í sen “TE sen” dx=0 (n*m), 


concluímos que somente o termo com n = m sobrevive e a equação diferencial para 


bt) segue-se como consequência. o: 
a É agora um problema fácil resolver a equação diferencial de b, e obter 


nret nret 
ba(t) = An cos —— + Basen -7 : 


A solução procurada u(x, t) é, portanto, 


o 


nret nret ntx 
u(x, t) = 2 (4n cos + Ba sen #7) sen r` 


e os coeficientes A, e B, são obtidos de udx) e de vdx) da maneira usual: 


L 
2 nx 
An = q uo(x) sen—— dx, 
j L 
= nx 
Ba = areo vo(x) sen dx. 


Este método de solução do problema pode ser chamado de método dos desenvol 
vimentos em funções características, pois começamos desenvolvendo u(x, t) em uma 
série de funções características apropriadas. O método pode ser formulado de ma- 
neira semelhante ao da transformada de Fourier: Com esta, começamos novamente 
com uma EDP 


UV 


du 1 ou 


dx? c? ðt? 


Multipliquemos esta equação por sen (n7x/L) e integremos em relação a x de 0 a L: 


L L 
3u nx 1f æ 
u — nTX 
zz sen- dx = = — Sen—— = 
J 9x2 LO a o ar Cr dx (n=103.00) 

. Este processo é análogo ao método para achar a transformada em senos de o 
1 Fa a diferença: o “número de onda” k em sen kx não é arbitrário, mas as 
Fa 2 iscrètos k = nTÌL, e o intervalo de integração é um intervalo finito (es A 

s fatos estão estreitamente relacionados). Adotando este ponto de vista, podem 


*De agora em diante, omitiremos detalhes m eral a tais 


problemas. atemáticos deste tipo; veja a p. 298 para um ataque E 
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falar em aplicar a transformada finita de senos à EDP. 
O lado direito de nossa equação pode ser escrito como 


A 
z A) u(x, isen F dx 


[com hipóteses apropriadas sobre u(x, ł)]. Quanto ao lado esquerdo, integramos por 
partes 


Py 
I 

un 
o 
5 


L Ea 
nm u ntx 

+ d. 

| ET L e 


[em virtude das propriedades de sen (nax/L) no contorno]. É neste ponto que fica 
aparente a vantagem da escolha da “transformada por sen (nmx/L)”. Integremos por 


partes mais uma vez: 


= H 22 f? 
a ôU sos ”T* dx = ŻE u cos => sa | u sen dx 
L Jo ôx L TE L L2 Jo L 
L 
= aal u sen” dx 
L? Jo L f 
‘O resultado final destas deduções é a equação diferencial ordinária 
L 5 Db 
1 d? ATX so nm f nTx 
2 dp Jo u(x, !) sen L dx = E Jo u(x, f)sen L dx 


para a função 


E 
f(n, t) s u(x, sen "7 dx (n= 1; 23yrs). 
0 


Segundo a notação prévia, esta função será representada por 


fin, t) m Eba) 


de maneira que b,(t) satisfaz 


22.2 
dino) TE nT bali) (n= 1,2,3,...) 


e o restante do problema fica como antes. 


Observações. 
L Deve ser firmemente lembrad 
ção da função u(x, t): Se bd!) for dada, 


pode ser considerada como uma representa- 


o que a função bt) 3 £ L j 
) ficará determinada (por meio da série em 


então u(x, t 
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senos de Fourier); a função bn é uma função de duas variáveis; uma contínua (t) e à aa 
à dis. 
creta (n). R P , , 
2. A função bit) é uma representação de u(x, t) com relação a um conjunto particular de es 
{sen (nmxiL)}. O sucesso do modo está baseado em três fatos: (a) as funções (sen o 
satisfazem as mesmas condições de fronteira que u(x, t)i (b) as funções sen (n7x/L) são al 
nais duas a duas; € (c) a equação diferencial parcial fica substancialmente simplificada a 
representação escolhida: transforma-se em uma EDP de tipo simples.* om a 
3. O método de desenvolvimento em funções características e o método da transformada fi 


são essencialmente idênticos e semelh 


antes ao método da transformada infinita. Qual o me 
Odo 


mais útil em um problema dado dependerá da geometria e da natureza das condições de contom 
O método de separação de variáveis é, então, uma técnica geral que nos conduz ao desenvolvi 
mento em funções características ou à transformada apropriada ao problema em questão S 


8.7 ESPECTRO DE AUTOVALORES CONTÍNUO 


O método da separação de variáveis aplicado na Seção 8.2 à EDP 


dt? 


juntamente com as condições de contorno u(0, 1) = u(L, t) = 0 nos conduziu a um 


conjunto de autovalores 
2 
nr 
Ar Er (n=1,2,3,...) 


correspondentes às funções características 
Xl) = Bisen (nvx/L) (n = 1,2,3,...) 
da equação separada 


dX 
E dm AX. 


a conjunto de autovalores é geralmente chamado de espectro do operador diferen- 
cia 


que interpretamos como atuando sobre as funções f(x), que satisfazem as condições de 


contorno 


fO = AL) = 0. 


Entre todas as funções ívei f: de co orno 
i I ç possiveis que satisfaze ições de nt 
ticul m estas condiç i 


as fun- 


X, (x) = sen (nmx/L) (n=1,2,3,.. > 


*Co i di i 
mpare o que foi dito acima com a idéia descrita na página 164 
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que satisfazem X” = AX e chamadas de funções características do operador diferencial 
O. Segue-se, da seção anterior, que esta funções representam um papel importante na 
construção das soluções da equação de onda. 

Este espectro é discreto, o que geralmente acontece no caso de condições de 
contorno em um intervalo finito. No entanto, se o intervalo é infinito, o espectro de 
autovalores (do mesmo operador O) é geralmente contínuo. 


Observação. O termo espectro é, naturalmente, tomado à ótica (o mesmo acontece com o sím- 
bolo à). A descrição de um átomo em mecânica quântica envolve um problema de autovalores e 


os autovalores resultantes estão relacionados com os comprimentos de onda das ondas luminosas 
emitidas pelo átomo. 


Exemplo. Quatro grandes placas condutoras estão dispostas como mostra a Fig. 8.9 
com seus potenciais eletrostáticos respectivos. Como o tamanho das placas é muito 
maior do que a separação 2a, elas podem ser consideradas como estendendo-se até o 
RO nas direções x e z. Desejamos achar o potencial eletrostático na região entre as 
placas. 


Vemos que a formulação matemática do problema exige que o potencial eletrostá- 
tico (x, y) satisfaça 


e as condições de contorno 


(x,a) = (x, —a)= +V o (x>0), 
(x,a) = (x, —a) = -V (x<0) 


Fig. 8.9 


ou, de maneira mais compacta, g(x, + a) = V[2S(x) — 1], em que S(x) é a função 
escada. i a i 
Apliquemos o método de separação de variáveis: Se (x, y) = X(x)Y(y), então 
2 a? Y 
dX AX. —=-Y. 
dx2 , dy? 
A fim de determinarmos os autovalores, deveríamos usar as condições de contorno. 
As condições de contorno envolvem aparentemente a variável y, mas não parecem 
indicar nenhuma escolha particular de A. Parece que todas as três formas possíveis 
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YO) = Aı cos (VA y) + Bisen (VA y) (N>O), (1) 
Y) = A2 + By A=0, (2) 
Y) = Age + Be <0) () 


poderiam, em princípio, formar uma combinação linear que satisfaça as condições de 
contorno. 

A razão para esta indeterminação não é difícil de achar: as condições de contorno 
com relação a y são não homogêneas, ou seja, não exigem que (x, a) e g(x, =a) se 
anulem, mas que se reduzam a uma função de x que será precisamente f(x) = VLS) 
— 1]. Compare este resultado com o problema da corda vibrante da Seção 8.2. À 
exigência que (x + a) = 0 (esta é uma condição de contorno homogênea) poderia ter 
sido satisfeita pela exigência de que Y,( +a) = 0 [para cada função característica Y,(y) 
correspondente ao autovalor AJ. No entanto, não há nenhuma condição simples para 
que Y,(y) tal que gx + a) se forme igual a uma certa fix). Uma maneira de evitar esta 
dificuldade pode ser encontrada se reconhecermos que há também certas condições de 
contorno envolvendo x e que não levamos em conta até agora. 

Uma propriedade importante das condições de contorno é que são anti-simétricas 


(ímpares) com relação a x: 
e(—x, +a) = —o(x, +a). 
Este fato sugere a possibilidade que a solução seja anti-simétrica em relação a x: 
(=x, y) = — (x, y). 


Que isso deve realmente ser verdade segue-se de considerações físicas.* 
Em particular, a anti-simetria implica que 


0,7) =0 (-a<xy<a. 
Isso é uma condição de contorno homogênea com relação a x. Parece, portanto, que 
deveríamos começar a investigar a equação de X(x) e não a de Y(y). Entretanto, antes 


de fazer isso será útil reconhecer outra propriedade de contorno com relação a x, que é 


muito útil. A intuição física nos diz que øx, y) deve ser limitada, em particular quando 
x —> + e. Em verdade, podemos exigir que 


(— o, y)= lim elx, y) = =k; 


e(t, y)= lim g(x, y) = +V. 


(Uma solução que viole estas condições deveria ser desprezada devido às considera- 
ções físicas.) 
Considere agora a equação 


Não é difícil verificar que a condição 


Ao, y) < o (limitação) 


*Compare com a Seção 8.3. 
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pode ser satisfeita somente se À < 0. Por conveniência, defina À = —k? (k > 0). Além 
disso, a condição (0, y) = 0 exclui a função cos kx. Portanto, 


X(x) = Apsenkx (k > 0). 
Não há nenhuma outra restrição sobre k e concluímos que os autovalores À do problema, 
AX =X  X0=0, X+o)< o, 


formam um espectro contínuo (—-c < A< 0). Há um conjunto enumerável de funções 
características X dx). 

Considere agora a equação para Y(y). Como exigimos que À seja negativo (À = 
—k?), obtemos 


YO) = Bre” + Cet, 


Tendo aprendido a importância das considerações de simetria, podemos também reco- 
nhecer o fato de que a solução g(x, y) deve ser simétrica (par) com relação a y: 


elx, =y) = (x,y) (qualquer x). 


Imporemos esta condição sobre cada Yy), o que acarretará que B, = C, ou, em 
outras palavras, que 


Y) = D; cosh ky. 
Observação. Esta exigência decorreria, de qualquer maneira, de um estudo posterior, mas este 
passo simplifica nossa tarefa. 


Tentaremos agora resolver o problema, construindo uma ‘‘combinação linear” de 
funções 


elx, y) = Ap cosh ky sen kx (k > 0), 


(em que a constante D, foi absorvida por As). Em vez de uma série infinita, como 
aconteceu com o caso do espectro discreto (infinito, mas enumerável), é razoável 
supor que «(x, y) poderia ser escrita como uma integral sobre um espectro contínuo 
(infinito enumerável) de autovalores. Com efeito, uma integral pode ser considerada 
como uma forma de superposição linear, e a analogia entre a série de Fourier e à 
transformada de Fourier indica fortemente uma tal possibilidade. 

Conjecturamos assim que 


(x, y) a Ay cosh ky senjkx dk. 


Isso é, naturalmente, equivalente à afirmativa de que (x, y) pode ser escrita como 
uma transformada em senos de Fourier, mais exatamente 


g(x, y) = V2/m f “ pk, y) sen'kx dk, 


onde 


(k, y) = V7/2 Ap cosh ky. 
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Resta-nos calcular As. Como k é uma variável contínua, é mais apropriado substituir 
Ay por A(k). Esta função pode ser determinada por meio da condição 


o + 
dra =V = Í Alk) cosh ky sen'kxdk (k > 0). 
0 
Observe que, uma vez satisfeita csta condição, todas as três outras condições de con- 


torno do princípio estarão satisfeitas, devido às propriedades de simetria das funções 


sen kx e cosh ky. 
Pela fórmula de inversão da transformada em senos de Fourier, temos 


(k, y) = VI elx, y) sen kx dx. 
0 
Em particular, se y = a, 
(k, a) = V7/2 A(k) cosh ka = VIa f" V seni kx dx. 
0 


A integral procurada 


[ sen kx dx 


0 


é divergente. No entanto, pode ser tratada como uma distribuição, e então* 


f” sem kxdx = 1/k (k> 0). 


0 
Portanto 
2y 1 | 
4(k) = a k cosh ka 
e 
_ 2V ? cosh ky sen kx 
PS f oia k ~ 


Não é difícil ver que poderíamos ter chegado ao mesmo resultado aplicando a 
transformada em senos de Fourier diretamente à EDP. Com efeito, suponhamos que 
gx, y) possui uma transformada em senos de Fourier com relação a x, juntamente com 
suas derivadas ðp/ðx e 9%p/9x*. Então 


Fstelx, y) E P(k, y), 


Fs [et z ) = —Kp(k, y). 


dx? 


*A sequência f(k) = [8 sen kx dx = (1 — cos kN)/k diverge quando N — œ, mas é fracamente convergente se 
escolhermos convenientemente as funções teste g(k) definidas para 0 = k < o. 
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Portanto, a EDP transformada é 


Ee Pak, y) 


— kk, y) + =0. 


Resolvendo e aplicando a exigência de que Pk, y) seja simétrica com relação a y [pois 
isso acontece com (x, y)], obtemos 


B(k, y) = C(k) cosh ky. 
A função C(k) pode ser obtida a partir da condição 
Pk, a) = Fs(V) = 2/7 (V/k) 


e o restante do processo é o mesmo que antes. 
É ainda necessário demonstrar que a função obtida 


2V f” cosh ky sen kx 
ex, y) = A cosh ka k dk 


é realmente uma solução de nosso problema (usamos algumas conjeturas e hipóteses). 
Em primeiro lugar, observe que a integral converge: Para |y| = a, temos 


e a integral 


certamente existe (e é igual a 7/2). Em seguida, é évidente que (x, y) é simétrica em 
y, anti-simétrica em x e se reduz a V para y = a ex > 0. Finalmente, devemos de- 
monstrar que (x, y) satisfaz a equação diferencial de Laplace. Se g(x, y) puder ser 
diferenciada sob o sinal de integração, isso se torna óbvio. A diferenciação é possível, 
desde que |y|< a, pois pode-se facilmente demonstrar que 


m pr SOS 
dica de cosh ka 9 


para n qualquer e |y| < a (uniformemente para Iy] = ao < a). 


Observação. A integral 


a cosh ky senkx 
o coshka k 


pode ser calculada explicitamente (pelo cálculo dos resíduos). A verificação do resultado torna- 
se, então, imediata. 


8.8 VIBRAÇÕES DE UMA MEMBRANA. DEGENERESCÊNCIA 


Considere uma membrana horizontal uniformemente distendida em todas as direções, 
por meio de uma tensão T (por unidade de comprimento). A membrana poderá ser de 
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er forma, mas trataremos aqui de uma membrana retangular (Fig. 8.10). l 

não haja nenhuma outra força horizontal, além da tensão T, 
brana e que os pontos desta podem ter somente deslocamentos 
transversais (verticais). Como no caso da corda distendida (em qo à viga), supo- 
nhamos que a membrana não oferece nenhuma resistência a forças de cisalhamento ou 
momentos de torção (ao contrário do caso de uma placa), e que suas deformações 
estão controladas somente por sua resistência a distensões subsequentes. 


qualqu 
Suponhamos que 
atuando sobre a mem 


Fig. 8.10 


Se a tensão for grande comparada às possíveis forças transversas, os deslocamen- 
tos (verticais) e a inclinação da membrana serão pequenos. Para achar a equação do 
movimento da membrana, considere um elemento dx dy (Fig. 8. la). Este elemento 
está sujeito a tensões em todos os quatro lados (mostramos somente forças horizon- 
tais). Evidentemente T, = To e Ta = T,. Além disso, segue-se da Fig. 8.11(b), que 
ilustra um elemento triangular em equilíbrio, 


T; ds cosa = Tı dx Ts dssenla = T; dy 
de maneira que (ds cos a = dx, ds senļ|ai= pela geometria) 


Tı = T; == T3. 
Portanto 
Tı=T2=-.-=T;=T 


demonstrando que a tensão é a mesma em todas as direções. 


t T, dx t T, dx T 


SEF — = T dx 
T; dy T; d 
o eg Tyd N TY e T dx 
To dx ~ 
(a) (b) Ty 
Fig. 8.11 
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- Se deformarmos o elemento dx dy, ele ficará sujeito a forças de tensão ligeiramente 
inclinadas em relação à horizontal (Fig. 8.12). No entanto, como as deformações são 
pequenas, estas forças são praticamente iguais a suas componentes horizontais e 
podem ser substituídas por T. 

Considere agora as forças verticais. Raciocinando como no caso da corda disten- 
dida (p. 292), podemos concluir que o par de forças T dx produzirá uma pequena 
componente vertical , 


ðu dy ðu dy 92u 
Td. = = x~ E 
ss Db Peraga 


onde u = u(x, y; t) é o deslocamento da membrana. Uma afirmativa semelhante é 
válida para as forças T dy. A segunda lei de Newton fornecerá então 


3u ə? 92 
Tax ay (e + o) + Fdxdy = u dx dy 5? 


onde u é a massa por unidade de área da membrana, e F é a força externa vertical por 
unidade de área (caso existente). Isso conduz à equação 

ou + u F u ðu à 

ôx? dy) T Tot 


Se não há forças externas (vibrações livrės da membrana) e se qu é constante, esta 
expressão se reduz à equação de onda em duas dimensões 


u du l1 ou a TF. 


9x2 ay e ðt? u 


A função u = u(x, y; t) deve satisfazer certas condições de contorno. Geralmente as 
bordas da membrana estão fixas. Então, as condições de contorno serão u = 0 no 
contorno (para t qualquer). No entanto, por vezes a borda é total ou parcialmente 
deixada livre, o que significa que pode mover-se na direção vertical e que não há força 
externa transversa* atuando sobre ela. Isso é equivalente à condição ðu/ðu = O no 
contorno (para todo 1), onde du/ôn é o gradiente normal de u, ou a derivada direcional 
ao longo da normal. 

Um caso intermediário é também possível: o contorno pode estar elasticamente 
apoiado e ser capaz de exercer uma força transversa proporcional ao deslocamento. 
Esta situação é equivalente à condição do contorno 


a +ou =0 no contorno (qualquer t), 
n 


onde a é constante. > 
Finalmente, o movimento da membrana será determinado pelas condições iniciais 


que determinam o deslocamento inicial e a velocidade inicial da membrana: 


ð 
u(x, y; 0) = u(x y) S; (06,50) = volx, y). 


*Observe que o “contorno livre” deve ainda ser capaz de exercer uma tensão horizontal T. 


320 FÍSICA MATEMÁTICA 


com lados a e b está fixa em seu bordo. Deseja- 


Exemplo. Uma membrana retangular 
t) em termos dos modos característicos de vibra- 


se analisar o movimento u = u(x, y; 
ção. i . 
Estabeleça um sistema coordenado cartesiano com os eixos ao longo dos dois 
bordos da membrana. As condições de fronteira tomam a forma 

u(0, y; t) = u(a, y; t) = 0, u(x, 0; t) = u(x, b; t) = 0. 


Faça u(x, y; t) = XO)FO)T!) e, separando as variáveis na equação de onda obte- 


nha, 
) dT ACT 
4 di2 
2 
b) aS m AX 
5 (com a condição que A, + Az = A). 
c) e = às Y 
dy? 


Das condições de contorno*, segue-se que 


22 22 
M=- (m = 1,2,3,...), M = — ar (n = 1,2,3,...), 


conduzindo a um conjunto de funções características 


17X nt)» 
3 


Van Y) = Xn) Y Q) = sen sen,- 


com os “'fatores tempo” correspondentes 
Tan(t) = Amn cos Wmnt + BmnSENWnnt, 


onde” 
SE SA SSTES 
Wmn = TCV m?/a? + n?/b2 (m, n= Í; 2, 3, 2% ). 


Cada par de inteiros (m,n) corresponde a um modo característico de vibração 


particular da membrana. 
Procura-se, então, uma solução particular u(x, y; t) pela superposição de todos os 


modos: 
[ro] o 
mx nT. 
u(x, Y; t) = pa (Amn COS Wmnt + Ban sen Wmnl) sen Goo sen a ? 


m=In=1 


O lado direito representa, naturalmente, uma série dupla de senos de Fourier: Os 
coeficientes Amn € Bmn podem ser obtidos da maneira usual (veja o Capítulo 4). Faça 
t = 0. Então, 
0 o 
u(x, y) = D J, Amsen mer sen “2 


m=1 n=l 


*Compare com a Seção 8.2. 
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Multiplique por sen(m'ax/a) sen (n'my/b) e integre em relação a x de 0a a e em relação 
ayde0a b (em outras palavras, tome a integral dupla sobre a área da membrana). 
Supondo válida a integração termo a termo, concluímos que o único termo no lado 


direito, que fornecerá uma integral não nula, será o termo com m =m' en =n', 
devido à ortogonalidade das nossas funções características. Isso conduz à fórmula 


a b 
4 
Á, = — MTX nTyY 
nn af Í uo(x, y) sen sen- dx dy. 


Da mesma maneira, calculando a série para ðu/ðt e usando vdx, y), obtemos 


a b 
4 
a mx NTY 
n z] Í vo(x, y) sen seno dx dy. 


As hipóteses necessárias para a validade destas operações são invariavelmente 
satisfeitas (pelo menos no sentido da teoria das distribuições) em todos os problemas 
físicos. Nossa solução está, portanto, completa. 

Examinemos agora algumas das propriedades dos modos característicos (ou 
modos normais). Se a membrana vibrar em um de seus modos normais, então todos 
seus pontos executarão um movimento harmônico com frequência wmn: 


i mx. NTY 
u(x, Y; t) = Cnnsen—— sen- cos (wmnl + ômn) 

(por conveniência. fizemos Amn = Cmn COS ômp € Bin = —Cmn SEN mn). Neste movi- 

mento, alguns dos pontos (x, y) da membrana permanecerão em repouso em todos os 

instantes t, por exemplo, os pontos com x = afm (e y arbitrário). Evidentemente, tais 

pontos estarão sobre certas curvas, chamadas de curvas nodais (em analogia com os 


pontos nodais de uma corda distendida). 


Modo (2, 1) Modo (1,2) 


Linhas 
nodais 


(a) (b) 


Fig. 8.13 


Como exemplo específico, considere o modo (2,1) (ou seja m 
função característica será 


27x TY. 
yai y) = sen EE sen 


A única curva nodal é a linha reta x = a/2 (Fig. 8.13a). Semelhantemente, o modo (1,2) 
nodal y = b/2 (Fig. 8.13b). 


(m = l,n = 2) possui a curva À e a 
da modo vibra com sua própria frequência wmn dada 


Falando de maneira geral. ca 
por 
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= crvm?/a? + n2/b2. 


Wmn 


No entanto, às vezes, dois ou mais modos possuem a mesma frequência. Isso é possí- 
vel somente se a/b é um número racional. Como exemplo, considere o caso de uma 
membrana quadrada (a = b). Os modos (2,1) e (1,2) vibrarão com a mesma frequência 
[que será caSla]. Dizemos, então, que esta frequência exibe degenerescência (po- 
demos considerar wmn como um autovalor de nosso problema; o autovalor é degene- 
rado se há mais do que uma função característica, que lhe é correspondente. 

Além disso, é evidente que qualquer combinação linear dos modos (2,1) e (1,2) 
representará um movimento harmônico da membrana (com a mesma frequência). Por 


exemplo, os movimentos dados por 


27x Tm) mx. 27) crx/5 
DD = Z sen— E sen"— |cos—— t, 
u(x, y; t) (4 sen sen; + Asen E sen ) z 
2 cr V5 
u(x, y; t) = (4 siaa sen? — A senFEsen 22) cos t 
a a a a a 


representam vibrações harmônicas da membrana com as curvas nodais mostradas na 
Fig. 8.14. Estas soluções são freqüentemente chamadas de modos híbridos. Do ponto 
de vista físico devem ser realmente consideradas como modos característicos e podem 
ser consideradas também como soluções básicas para esta frequência [os modos (2,1) e 
(1,2) originais são combinações lineares deu, € to]. 


u(x, y; t) Ux, Y3 t) 


Linhas 
nodais 


Fig. 8.14 


Falando de maneira geral, se uma frequência é degenerada, há uma quantidade 
infinita de modos associados, formada por todas as combinações lineares possíveis dos 
modos básicos linearmente independentes. Alguns destes modos possuem curvas no- 
dais, que não são linhas retas. 


Observação. Em geral, os modos híbridos não são ortogonais entre si. Na maior parte dos casos, 
é conveniente trabalhar com modos ortogonais, e por causa disso alguns podem ser preferidos 
sobre outros. 


Exercício. Mostre que os modos 1, € us dados acima são ortogonais entre si. Construa um par não 
ortogonal de modos híbridos. 


8.9 A PROPAGAÇÃO DO SOM. EQUAÇÃO DE HELMHOLTZ 


A experiência indica que o fenômeno do som no ar está relacionado com oscilações 
rápidas da densidade do ar e da pressão em torno de certos valores médios po € Po: 
Estas mudanças são causadas pelo movimento oscilatório coletivo das moléculas de ar, 


NS o o 0 
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descrito por suas velocidades macroscópicas*. 
Considere uma pequena quantidade de ar dentro de um volume V (em um certo 


instante ¢) e seja v = v(r, t) a velocidade macroscópica do ar no ponto r e instante f. Se 
p= prt) for a densidade do ar, então a força por unidade de volume será dada pela 


segunda lei de Newton: 
dv 
f(r, t) =p dt 


A força total sobre o volume V será então 


= dv 
r = ffoka. 
vV 


ou seja, aquelas que dependem do 


Se o peso e outras forças da quantidade de ar, 
gral de superfície da 


volume, forem negligenciáveis, então a força total será igual à inte 
pressão (negligenciamos igualmente a viscosidade): 


foge- -fre 


Transforme a integral de superfície por meio da fórmula de análise vetorial? 


dS = dpav, 
fg vas = fjfema» 


e use o fato de que V é arbitrário para obter a equação do movimento sob forma 


diferencial 
dv 
[dom + grad p = 0. 


Podemos igualmente considerar a equação de continuidade (conservação da matéria): 


Usando o teorema da divergência e o fato de que V é arbitrário, deduzimos que 


Ea + div (pv) = 0. 
(r, t) e a densidade p = p(T, t) podem ser relacionadas por 


Para as freqüências que ocorrem nas ondas de som 
lações de p e de p ocorrem tão rapidamente, 


Finalmente, a pressão p = p 
meio de fórmulas termodinâmicas. 3 
(de 20 a 20.000 ciclos por segundo), as osci 


*Em contraposição aos movimentos térmicos € randômicos. Geralmente, os movimentos térmicos quase que se 
anulam, em média. A velocidade estatística resultante de um pequeno grupo de moléculas (mas ainda assim 
contendo milhões de moléculas) é chamada de velocidade macroscópica. 

Esta fórmula segue-se da representação do Gradiente na p. 34. 
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que não há tempo para que uma quantidade apreciável de calor seja trocada entre dois 
volumes adjacentes durante uma oscilação. Em outras palavras, a expansão e contra. 
ção do ar são adiabáticas e 


E 
Po Vo o Cy 


onde c, é o calor específico à pressão constante € Cr é o calor específico a volume 


constante. A propagação do som é. então, governada pelas seguintes equações: 
dv dp : pN 
TA radp=0 =D 4 div (pY) = 0 = pol): 
pateadp=0 + (o) =0, P= Pin 
Observação. Como v é uma função da posição e do tempo, a derivada dv/dt é a derivada total ou 
derivada hidrodinâmica* 


ðv 
PTENT + (v: grad) v. 


Para uma onda acústica típica de intensidade moderada, é possível uma simplifi- 
cação considerável destas equações. Considere, por exemplo, uma onda sonora de 
freqüência 500 s7', em que as partículas de ar vibram com uma amplitude da ordem de 
10- cm. O comprimento? de onda é aproximadamente 


20 3I3X 10º cm/s 
SE «5008 


~ 60 cm, 


onde c é a velocidade do som efa frequência. A velocidade v das partículas de ar é da 
ordem de 


v ~ Infa = 2r X 500 X 107 ~ 3 X 107+s7!. 
O gradiente de velocidade é da ordem de 


OUr 


-s3 
2r , cu 27 X3 x10” 3 x 10451, 
9x 


A 60 


~ 


enquanto que a taxa de variação de v em um ponto dado é da ordem de 


ðv 


~ 2r fo = 2r X 500 X 3 X 107? ~ 10 cm/s”. 


o termo ðv/ðt é claramente muito maior do que o termo (v. grad)v, O último sendo da 
ordem 


I(v- grad) y| ~ v 


E “3X 1073 X 3 X 1074 ~ 107° cm/s? 


*Consulte qualquer texto sobre mecânica dos fluidos; 


ð ð ð . é 
(v < grad) v = (o. Jx + vy 3» + uv. 2) (ci + vyj + ck). 


tComo orientação geral, tome o exemplo de uma onda harmônica plana com u, = a cos 2m(xIA — ft), onde tr e 
o deslocamento das partículas de ar. 
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de maneira que dvldt pode ser substituído por ðv/ðt. 

l H disso, as mudanças relativas em densidade são bem pequenas. Se uma CO- 
luna de ar de comprimento A/4 for comprimida 107º cm. o aumento de densidade será 
da ordem de 


=P Pons l 107° cm < 1077 
Po N/4 15 cm ` 


pN 
(2) =(I+)'=1+7% 


ep = pol + yô), implicando que as mudanças relativas de pressão são também peque- 
nas. 


Segue-se que 


Finalmente. na expressão 
div (pv) = v- grad p + p div v, 


o primeiro termo do lado direito da equação é menor do que o segundo por algo da 
grandeza de um fator de 107 (como p ~ 107º glems, |div v| ~ 3 x 10-4s7. |grad pl = 
107" g/cm’). 

Ficamos assim com um sistema de equações simplificado (mas ainda bastante 
exato) 


GAJ ðp : 
Po z; + grad p = 0, — + podiv y = 0, 


p=pl +r) è= e> 


onde p foi substituído por po. devido a 8 ~ 1077. Da última equação segue-se que 


grad p = Po” grad ô 
de maneira que [use também aplar = pd 98/91)] 


ðY PoY Jô r 
CV, Po grad ô = 0, — 4 diyy = 0. 
ðt + Po gra ðt + 


Tomando a divergência da primeira equação e a derivada em relação ao tempo da 


segunda e combinando. obtemos 


2 
2a = V°, 
ðt? 

onde 
c? = poY/Po- 


obedece, portanto, a uma equação de onda 


A mudança relativa de densidade ô nto, a u ; 
uação de onda é satisfeita pela densidade p e 


homogênea. Evidentemente. à mesma eq 
pela pressão p: 


& 


2 
P _ Ry? 
e SENP 


& 
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Geralmente, introduzimos uma função adicional, chamada de potencial de veloci- 
dade gpor meio da fórmula 
v= —grad q. 


Isso é sempre possível se a distribuição inicial das velocidades for irrotacional. De 


EA grad ô, 


ðt 


segue-se que 


v(r, t) = v(r,0) — c? grad Ih lr, T) dr. 


Portanto, se rot v(r, 0) = 0, então v(r, 0) = —grad y e* 


v(r,t) = — grad [v + e ô dr | = — grad q. 


O potencial de velocidade satisfaz também a equação de onda. Com efeito 


de 2 
ET cóô. 
Substituindo esta equação em 98/9t + div v = 0 obtemos 


e Va. 


Exemplo. Ondas sonoras são geradas em uma das extremidades de um tubo longo 
retangular de seção reta a X b. Desejamos investigar, para frequências diferentes, as 
ondas sonoras no interior do tubo. 


Com esta finalidade, procuramos uma solução «(r, t), que varie harmonicamente 
com o tempo: 


elr, t) = Wet! (w = real), 


onde w é a frequência (presumivelmente arbitrária). 


Observe que escolhemos, por conveniência, a forma complexa. A parte real ou 


8 P as E 
Ha inara de poder er usada para obtermos uma solução real Segue se que "i ) 


Vy + ky =0, k= w/c, 


Et ame a, 
*Esta afirmativa define q por W+cfadr 
0 : 
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conhecida como equação de Helmholiz. As condições físicas exi : 
y í ae . ções físicas exigem também que y(r 
satisfaça a seguinte condição de contorno nas paredes do tubo: 8 que y(r) 


əy _ 
an — O 


onde pu = (grad y * Do) é o gradiente normal de 1), np sendo o vetor unitário normal 
à superfície. Esta condição se deve ao fato de que, na fronteira, as partículas podem 
mover-se somente em uma direção tangencial às paredes (rígidas) do tubo. 


Observações. 


1. O problema é essencialmente um problema de autovalores em dimensão três, pois a equação 
de Helmholtz pode ser reescrita sob a forma 


Vip=Mp A= k’) 


com À indeterminado. É análoga à equação para X(x) no caso de uma corda vibrante (p. 292). 

2. Não há condições iniciais para a função glr, 1), pois especificamos a dependência em relação 
ao tempo. Estamos somente procurando funções características apropriadas nos termos de quais 
podemos contar para desenvolver uma solução particular fisicamente realizável de g(r, t). 

3. A evidência experimental nos leva a supor que o fator tempo é et“, Em verdade, poderíamos 


ter utilizado o método da separação de variáveis. Suponha que 


lr, t) = WTC). 
Então 2 
a) Vy = N, b) aT = Ac T. 


Atacando em primeiro lugar a equação (b), vemos que a possibilidade À > O conduzirá a funções 
exponenciais que não são aceitáveis devido à situação física: Se a fonte de som emite uma onda 
constante, então o potencial de velocidade y não pode aumentar ou diminuir constantemente em 
todos os pontos r, pois isso faria com que a intensidade do som aumentasse ou diminuísse em 
todos os pontos, o que contradiria o princípio da conservação da energia. A possibilidade de que 
À = 0 permitiria somente T(t) = constante (use o mesmo raciocínio); esta solução não tem in- 
teresse do ponto de vista físico, pois ô = aplat = 0. Consequentemente, a única possibilidade é 


À < 0, que conduz à forma suposta no início. 


Resolvemos a equação de Helmholtz por meio da separação de variáveis. Escolha 
o sistema de coordenadas como na Fig. 8.15, em que o tubo se estende na direção z. 


Faça 
ye) = XO)YOZC); 


então 
2 2 
Px dY dZ 
a) dx = A, b) dy? = AoA, c) dz2 ER MZ, 
com a condição de que à, + A + As = —k2. A condição ày/ôn = 0 nas paredes conduz 
às afirmativas 
dX z0 2 0 
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Fig. 8.15 


A condição sobre X implica que ou A, = 0eX = constante, ou À, < O (faça A, = kBe 
X = cos (mmxla), em que m é um inteiro positivo. 

Obtemos conclusões semelhantes para Y. E. então, conveniente introduzir as se- 
guintes funções de x e de y: 


MAX nm) 
Xmn(X, y) = cos —— cos -y (m,n=0,1,2,3,..) 

que são indexadas por um par de índices envolvendo todas as combinações possíveis 
dos dois inteiros não-negativos m e n. Nisso, são semelhantes às funções p,n da seção 
precedente; observe, no entanto, que Os valores m = 0 en = 0 não são permissíveis. 
Estas funções estão relacionadas (veja abaixo) como os diferentes modos de propaga- 
ção do som ao longo do tubo. Atacando agora a equação 

dz = )3Z 

g n nB 


vemos que a constante A; deve satisfazer 


2 22 2.2 
wanara (E e 0. 


c2 a? b2 


Assim, para uma freqüência fixa œw, a constante A; será positiva ou negativa, depen- 
dendo da seleção dos inteiros m e n, isto é, da escolha do modo de propagação. Se Às 
for positivo, Z será proporcional a e*“3, (Se o som for gerado em z = 0 e o tubo se 
estender ao longo do eixo dos z positivos, a solução exponencial crescente será impos- 


a fisicamente e deverá ser abandonada.) Dizemos que a onda sonora está ate- 
nuada. 


Se, por outro lado, A; for negativo, então, fazendo A, = —k; teremos 
Z = Acos kaz + Bsen kaz. 


Observe que k = Vw — mT = nºa o dizemos que a onda so 
3 tc Ja r Ilb Neste c 
. a 
nora e propagada. e 
vemos que se a frequência w for fixa, somente um certo número (finito) de modos 


sera propagado, exatamente aqueles para o i 7 f 
T a OS quais m en sao su q 
icientemente pe uenos 
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w2/c? > m2r2/a? + n?r?/b?. 


O modo (0, 0) é sempre propagado. Ele representa uma onda plana na direção z (p é 
independente de x. y e é constante em um plano z = constante em UM instante de 
tempo dado). Baixas frequências podem ser propagadas somente por meio de poucos 
(os mais baixos) modos, frequências altas permitem um grande número de modos. 
Para um modo dado (m, n fixos), a frequência é dada por 


Wan = rey m? Ja? + n2/b2 


e é chamada fregiiência de corte. Se w > wmn, O modo se propaga, se w < Om ele é 
atenuado. 


Observações 


l. Investigamos neste problema somente o contexto geral para a representação de uma onda 
acústica arbitrária ao longo do tubo. É agora razoável conjecturar que uma tal onda possa ser 
decomposta em ondas de todas as frequências (por meio de um espectro de Fourier) e que, além 


disso, uma dada componente de frequência possa ser decomposta em um número de modos per- 
missíveis. Se a freguúência for considerada um autovalor, então ela exibirá degenerescência, refle- 
tida pelo número de modos. 


2. Há a possibilidade de mais degenerescência (se alb for racional), como no caso do problema da 
membrana. 
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PROBLEMAS 


1. Uma corda distendida de comprimento L é puxada e-subitamente solta no ponto mostrado, e 
sua forma inicial é dada por 


Fo q<» 
u(x, 0) = nE ) 
1 — X 
u 
xX 
o E L 


Fig. 8.16 
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A distribuição inicial das velocidades é zero, isto é, ðu/ðt(x, 0) = 0. Mostre que o movimento 


da corda pode ser representado por 


2hLº S1 nrg o ntx _ nqet 
a E aa J — — sen —— COS —— * 
u(x, t) R m2&(L Ea £) i n2 sen L L L 


de piano de comprimento L é percutida pelo martelo do piano no ponto 


do uma corda i ; 
2. Quando | de velocidades seja dada por 


x = ë, supõe-se que à distribuição inicial 


= d 
vo cos TE 2 (se |x — l < a) > 


vo(x) a 
E 
d 
0 (se k= >$) 


Suponha que não há deslocamento inicial e mostre que o movimento da corda é dado por 


4vod É 1 sen (nrE/L) cos (nad/2L) zeh ATX os ntet, 


u(x, 1) = n2c An 1 — (nd/L)2 L L 


3. Uma haste cilíndrica condutora de calor tem comprimento L e está termicamente isolada ao 
longo de sua superfície lateral, e suas extremidades são mantidas na temperatura Zero. Se a 
temperatura inicial da haste for u = constante, mostre que à temperatura u(x, t) em qualquer 


instante posterior deve satisfazer 


2 
pisa De uO, t) = UL,)=0, u(x, 0) = uo. 


Mostre que exatamente a mesma formulação matemática é aplicável ao problema de resfriar 
uma placa infinita de espessura L. inicialmente à temperatura to € com suas superfícies man- 
tidas à temperatura zero. Resolva este problema por separação das variáveis e mostre que 


o 
4uo £ 1 ger eL sem ntx. 
T n=1,3,5,..” L 


Esta série converge rapidamente para pequenos ou para grandes valores de t? 

4. Suponha que, no problema precedente, a distribuição inicial de temperatura seja uma função 
arbitrária de x: u(x, 0) = f(x). Mostre por que o método das transformadas em senos de 
Fourier finitas pode ser usado imediatamente. Use esta técnica para achar a fórmula 


L 
2 = —(níréa 
u(x, t) = E ED PE 27? sans | SÆ sent de. 
o 


n=1 


5: Tente resolver os Problemas 3 e 4 pela aplicação da transformada de Laplace com relação a t 
e evitando inteiramente as séries de Fourier. Comente as dificuldades encontradas. Se não 
conseguir vencê-las, tome o caso especial f(x) =x no Problema 4 e mostre que 


x Lsenh(xv's/a), 


U(x, s) = a 
s S senh(LV's/a) 


Aplique agora a técnica do Problema 15, Capítulo 5, para completar a solução. A série obtida 
pa daptammEnE para pequenos ou para grandes valores de t? Resolva o Problema 3 por 
ste metodo. 


6. Suponha que a-haste (ou a placa) do Problema 4 esteja isolada em x = 0e x = L. Defina as 
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novas condições de contorno e ache um conjunto conveniente de funções características. 
Mostre que a solução será agora 


L L 
u(x, t) = E 1 SCE) de + Z X ERASE cos TA f f(E) cos m dE. 


n=l 


7. Considere uma haste infinita condutora de calor ao longo dos eixos dos x (7% < x < œ) 
e isolada ao longo de sua superficie lateral. Deseja-se achar a temperatura em um instante 
t > 0 se for dada a temperatura inicial quando t = O: ulx, 0) = fx). Formule o problema 
(equação diferencial parcial, condições iniciais, condições de fronteira). Que método de solu- 
ção você escolheria? Por quê? Usando um teorema de convolução apropriado mostre que 


-H0 
1 —u—t)2/402 
ul À 1) = f ( (r—4)=/ dt. 
dada 


8. Considere os dois problemas a seguir: 
a) Determine a distribuição de temperatura em estado constante (independente do tempo) de 
uma haste infinita com seção reta mostrada na Fig. 8.17 (a) e superfícies laterais mantidas 
à temperatura dada. 
b) Determine o potencial eletrostático de um cilindro infinito cortado ao longo de seu com- 
primento em quatro partes e carregadas como mostrado (Fig. 8.17b). 


U = Uo = const. Isolamento 
| p= y=+V =const. 
b 
I à Isolamento 
u=0 
(a) g= -V 
p= 


Isolamento 
(b) 


Fig. 8.17 


Enuncie a formulação matemática de ambos os problemas. Dê uma demonstração rigo- 
rosa (por mcio de considerações de simetria) de que a solução do segundo problema nos 
fornece automaticamente uma solução do primeiro. Mostre, de maneira mais eficiente, que a 


solução do segundo problema pode ser dada por 


8uo = 1frN' 
elr, 0) = — x = (5) sen nô. 


9. Mostre que o problema discutido no Exemplo 2, Seção 8.5, pode ser resolvido aplicando-se a 
transformada em seno de Fourier em relação a x. [Consulte, caso necessário, as soluções dos 


Problemas 6 e 8 do Capítulo 7.) Mekk T . 
10. Considere o meio condutor de calor semi-infinito definido pela região x = 0 e y e z arbitrários. 
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e esteja inicialmente à temperatura zero, e suponha que sua superfície x = 0 tenha 


Suponha qu prescrita u(0, t) = ft) (para t = 0). Use um método de sua 


uma variação de temperatura 
escolha para mostrar que 


t -s2/402(t—7) 
e 


cf Es dr. 


Sugestão: O resultado do Problema 12, Capítulo 5, talvez suja útil] . g i 

11. O princípio da superposição (Seção 8.2) pode ser usado em várias situações até aqui não 
mencionadas. Suponha que. no Problema 3 acima, tenhamos mantido somente a extremidade 
x = L à temperatura zero, enquanto que na extremidade x = 0 há uma densidade de corrente 
térmica prescrita, q (p. 302) penetrando na haste. 
a) Mostre que o problema pode ser formulado por 


on- 28u = u = b = const u(x,0) = u 
ETA FH u(L, t) = 0, Jx ES 3 (x, ) 0. 


b) Em vez de impor a condição inicial u(x, 0) = Ho, ache uma solução em estado constante 
(independente do tempo) « (x) para o problema acima. i 
c) Mostre que a soma de u (x) e da solução do Problema 3 fornecem a solução procurada em 
(a). 
12. Considere uma viga condutora de calor muito longa (infinita) e de seção reta retangular, como 


mostra a Fig. 8.18. 
a) Se a face x = a for mantida à temperatura constante 4 e as outras três faces forem 


mantidas à temperatura zero, mostre que a solução de estado constante pode ser escrita 


como 
4 < 1 senh(nmx/b) nry 
u(x, y) = T na senh Gima/b) b 
Y 
Sa 
b 
E 
Fig. 8.18 


b) Escreva (sem resolver a E DP) a solução em estado constante no caso em que a face y = b 
é mantida à temperatura x, e as outras três faces restantes à temperatura zero. 

c) Suponha que ambas as faces x = a ey = b sejam mantidas à temperatura o e as faces 
x=0 ey= 0 à temperatura zero. Você pode escrever imediatamente a solução? 

d) Enuncie claramente que características da EDP, das condições de contorno, etc., permi- 
tem o uso das técnicas mencionadas acima. 

13. Considere mais uma vez o Problema 12(c) para algumas aplicações adicionais do princípio da 

superposição. 

a) Observe que a função u(x, y) = uxla satisfaz a EDP; enuncie também as condições de 
contorno satisfeitas por u,. 


b) Suponha que procuramos exprimir a solução do Problema 12(c) sob a forma 
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u(x, y) eS “x + u2(x, y). 


Que condições de contorno deveria u (x, y) satisfazer? 


c) Se procurarmos escrever ux, y) sob a forma de uma série em senos de Fourier, mostre 
que 


PE E a > senh (nry/a) + (— 1) senh [nm(b — y)/a] "TX, 
a T azl nsenh(nrb/a) li 


d) Mostre que a função «u(x, y) dada acima satisfaz. 
u(x,0) = u(x, b) = 0. 


[Sugestão: Desenvolva a função uox/a em uma série em senos de Fourier para 0 =x <a.] 
p 


. Um gás radioativo se difunde na atmosfera, de um solo contaminado, de maneira que 


p glem?.s penetra no ar. Suponha que o solo e a atmosfera sejam meios semi-infinitos com 
x = O na fronteira. 


a) Mostre que a densidade do gás radioativo no ar é governada pelas relações 


dp(x, 1) 9ºp(x, 1) 
E, = D 
ot 0x2 


— plx, t) (D, A = const), 


ðp 


A = —X = const (ole, < œ). 


1=0 


b) Suponha que p(x, 0) = 0 (x = 0) e resolva o problema pelo método da transformada em 
co-senos de Fourier para mostrar que 


2x “4 L ADRANE 
p(x, 1) = Es f E x/D cos kx dk. 


c) Resolva o problema pelo método da transformada de Laplace e mostre que 


t 
D l ar —2/4Dr 
p(x, 1) =X el pp Mo ADE do, 
T JOT 


[Sugestão: Obtenha a transformada inversa de (1/N/5)e-*Y no Problema 12, Capítulo 5 e 


use o teorema da convolução.] A : 
d) Mostre que as soluções encontradas em (b) e (c) são equivalentes. Sugestão: Lembre-se 


que 
t —(DR 4+Nr 
orar = 16 TT 
ó Dk? + À 


. Uma corda distendida de comprimento L está inicialmente em repouso. Quando + > 0, fica 


submetida a vibrações forçadas descritas pela E DP 


Ou 1 9u = 
ðx2? c2 ðt? 
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17. 


. Uma membrana retangular 0 =x Sa, 


Ache o movimento da corda pelo seguinte método das funções complementares: Procure 
uma solução u = ty + tz, EM que n, é uma solução geral da EDP homogênea (como acima 
com o lado direito da equação sendo zero) e satisfaz as condições de contorno, mas não as 
condições iniciais, enquanto que > é uma solução particular da equação não-homogênca e 
satisfaz as condições de contorno, mas é independente do tempo. Complete esta idéia; mostre 


sua consistência e resolva O problema. 
0 < y < b está fixa em todo o seu contorno e carregada 


por uma força externa uniformemente distribuída q (por unidade de área). 

a) Mostre que a deflexão estática (independente do tempo) de u(x, y) satisfaz uma EDP 
não-homogênea e condições de fronteira homogêneas). 

b) Mostre que a função 


x(a — x 
u(x, y) = alaa) 


satisfaz a EDP, mas não todas as condições de contorno. 

c) Se procurarmos a solução global sob a forma n(x, y) + udx, y) (Veja o Problema 15), 
determine a EDP e as condições de contorno que deveriam ser satisfeitas por t2. 

d) Complete a solução, simplifique-a e mostre que 


i= qxla — x) a 4qa? 2 1 cosh [nm(2y — b)/2a) n. 
Re 2T Tr? na 35... n3 cosh (rmb/24) ` a 


Uma corda distendida de comprimento L sofre vibrações forçadas descritas por 


2 2 
ðu 20u 


ET =c E + Asenwt (A = const). 


1i 


a) Procure uma solução de estado contínuo sob a forma u(x, t) y(x) sen wt e mostre que 


pode ser escrita como 


u(x, t) = z acn been 3/2] senwt (e = 2) . (i) 


b) Suponha que a corda está em repouso antes de t = 0. Resolva o problema pelo método da 
transformada finita e mostre que 


3 3 4 L o n .. 
a 0 = anr CÓD 24 To E D 
n = ímpar n(w, — w) T CTasímpar n(w — w) 


onde w, = n7c/L; suponha que w + wn. Comente o significado físico de cada soma. 

c) A primeira soma em (b) deveria ser idêntica à solução (i) em (a)? Verifique sua resposta 
desenvolvendo (i) em uma série de senos de Fourier. 

d) Suponha que w = mrc/L para um certo m. Que modificações são necessárias na parte (b)? 
Resolva o problema e comente a validade da solução. 


. Considere um paralelepípedo a x b x c feito de material sólido. Uma das faces de área 


(a x b) é mantida à temperatura u = uq = constante, e as outras cinco faces são mantidas à 


temperatura zero. Suponha que desejamos obter uma temperatura independente do tempo. 

a) Formule o problema em coordenadas cartesianas com um dos vértices do paralelepípedo 
na origem. 

b) Resolva o problema e mostre que sua solução é equivalente (ou idêntica) a 


o 


1640 < 1 senhamlc — 2) mx ny 
3 L L e emn “cen H= sen — 


u(x, y, 2) = 
(x, y, 2), mn senh ame a b 


Rim = ímpar n = ímpar 
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onde amn = TV m2/a2 + n2/b2. 


20. 


c) Calcule B(x, y, 2) = lime, u(x, y, 2). 
d) A função ti(x, y, z) pode ser usada para resolver um certo problema em eletrostática. 
Formule este problema. 


. Uma membrana retangular com dimensões (a x b) está em repouso set < 0. Para t > 0. está 


sujeita a forças externas (por unidade de área) 


F(x, y; 0) = Alx, yje ™!. 


a) Formule o problema. 

b) Resolva o problema no caso geral (sem ressonância) se w + nc Vmila? + nb”, commen 
= inteiros. 

c) Resolva o problema para o caso de ressonância: w = TC mia” + nb? (para mo € no 
escolhidos). 

d) Comente a validade da solução achada em (c). 

e) Discuta o caso da ressonância, se a freqüência for degenerada. 

Desejamos investigar os modos característicos de vibração do ar em um recinto com à forma 

de um paralelepípedo retangular 


(—a/2 < x < a/2, —b/2 < y < b/2, —c/2 < z < ¢/2). 


a) Escreva a EDP e as condições de contomo satisfeitas pelo potencial de velocidade. 

b) Procure soluções variando com o tempo segundo e'"! e determine as frequências caracte- 
rísticas e os modos característicos de vibração. ` 

c) Façaa =b =2 mec = 3 m. Mostre que o menor modo de degenerescência tripla tem 


freqüência w = me V? (c em m/s.). Quais são os mais baixos modos com degenerescências 
quádrupla e quíntupla? 


Funções Especiais 


9.1 COORDENADAS CILÍNDRICAS E ESFÉRICAS 


Em muitos problemas físicos, as condições de contorno são tais que os valores de uma 
função (ou de sua derivada) são especificados em curvas ou superfícies (esferas, cilin- 
dros, etc.). Em casos como este, o sistema de coordenadas cartesiano não é conve- 
niente para a formulação de problemas de condições de contorno. 

Com efeito, a solução dos problemas do Capítulo 8 dependeu, em grande parte, 
do fato de que os contornos eram geralmente retos, mutuamente perpendiculares ou 
planos, e poderiam ter sido representados por condições como x = constante, 
y = constante e z = constante. 

Se as fronteiras forem superfícies curvas, é, então, em geral, conveniente usar um 
sistema em que as superfícies* relevantes sejam representadas por 


u = constante, v = constante, etc., 


onde u, v, ... são as coordenadas (isso foi feito, em verdade, na Seção 8.3). 

A maioria dos problemas de condições de contorno da física envolve fronteiras da 
forma de planos, esferas e cilindros circulares (ou porções destas superfícies). Nestes 
casos, a escolha dos sistemas esféricos ou cilíndricos é natural. 

Consideraremos agora a aplicação do método da separação de variáveis à equação 
de onda em dimensão três 


o 


y? = 19% 
PÉ ca 


em sistemas de coordenadas esféricas e cilíndricas. Outras EDP, mencionadas no Ca- 
pítulo 8, podem ser tratadas semelhantemente, conduzindo quase às mesmas equações 
diferenciais ordinárias separadas. 

Em primeiro lugar, separamos o fator tempo fazendo 


*Ou curvas, no caso de problemas de dimensão 2. 
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elr, t) = MTC). 


Isso conduz às equações, 


a) GET db) Vys, 


onde (b) é ainda uma EDP. 
Na maioria dos casos, estamos interessados em uma solução que varie harmoni- 
camente com o tempo; isso implica valores negativos de À. É costume fazer 


A=—k2?, k/c=uw 


e escrever, como solução possível, a expressão 
pule, t) = pilre. 


Observação. A escolha e-'“!, em vez de et, é comum e conveniente. Se necessário, podemos 
permitir que k e w tomem valores negativos. Uma superposição de tais soluções pode ser tornada 
real, se desejado. Alternadamente, podemos usar as partes reais (ou imaginárias) de x. 


Permitir ou não que w tome valores arbitrários depende das condições de con- 
torno impostas sobre y,(r). Este problema será resolvido pelo estudo da equação de 
Helmholtz 


vy + kYy =o0. 
No sistema cilíndrico, esta equação será* 
19 dy 1 ô ay a 
L(a? dra 302 go RO, 


Se fizermos Wr, 0, z) = R(r/0(0)Z(z), substituirmos na equação, e dividirmos a equa- 
ção por y, obteremos 


1 df dR | O 1dZ , 
kali) + do tza Tk =0 


Os dois primeiros termos dependem somente de r e de 8; os dois últimos são indepen- 
dentes de r e de 6. Isso é possível somente se 


1 dZ 2 
Z dê + kê = const., 
conduzindo a 
2 
Z ; 
= 7— MZ =0 (A =const.). (a) 


Usando isso e multiplicando a equação original por r?°, obtemos 


*Veja a Seção 1.9 para um tratamento geral das coordenadas curvilíneas. 
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Raciocinando como antes, concluímos que 


a$ — A0 = 0 (Ap =const.). (b) 
O resto pode, então, ser escrito como 
df dR A 
4(, aN + Ka +A) + |R = 0. (©) 


Podemos, assim, dizer que a equação de Helmholtz é completamente separável no 


sistema de coordenadas cilíndricas. 
No sistema esférico, a equação de Helmholtz escreve-se 


19 /29y l1 ð EM Lc ðY, 
1 E ô fs k4 = 0. 
72 ðr ( é) + sena 06 (seno o) T 


= R(r,0(9)P( &), e procedemos como antes. Após as manipulações 
oltz é também separável em coorde- 


Fazemos ydr, 0, $) 
necessárias, pode-se ver que a equação de Helmh 


nadas esféricas e a equação separada será 


do 
dez A Mb = 0, (a) 
df. do A 
4 (seno 48) + [-seng-xo +o- o, (b) 
dR 
AG Ss) + [kK + M]R = 0. (c) 


Exercício. Forneça os detalhes necessários a uma demonstração explícita das três equações 


acima. 
9.2 OS PROBLEMAS COMUNS DE VALORES DE CONTORNO 


As equações separadas. deduzidas na seção precedente, contêm constantes de separa- 
ção indeterminadas A, e A». Estas constantes de separação geralmente tornam-se auto- 
valores no contexto de condições de contorno apropriadas. 


Exemplo l. Exige-se, geralmente, que as soluções y da equação de Helmholtz no sis- 
tema cilíndrico sejam periódicas em 8. Esta propriedade torna a equação 


uma equação característica, pois restringe as escolhas possíveis de A,. Ela exige que 
= 2 
Az = —m (m =0,1,2,...) 


e conduz a funções trigonométri iai à 
n cas (ou exponenciais complexas i como 
funções características. É RAS 
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A segunda constante de separação A, (para um problema em coordenadas cilíndri- 
cas) fica determinada por meio de condições de contorno adicionais. Se estas condi- 
ções de contorno envolverem z, então a equação 


dºz 
dz? AZ = (0) 


torna-se uma equação característica. Por exemplo, suponha que W(r, 0, z) deve 
anular-se em z = 0e z = L. Exigimos que Z(z) satisfaça estas condições. Isso conduz a 
ài = -n?r]L? (n = 1,2,3, .) e 


Zn(z) = sen T . 


Neste caso, a equação para R(r) será 


d f dR 2 Rr? m? 
Rhe eho 
Se kº ainda estiver indeterminado (e forem impostas condições de contorno convenien- 


tes sobre R), então esta equação será uma equação característica para k?. 
E costume transformar esta equação por meio de uma mudança de escala da 


variável] independente, 
272 
2 nom. 
x= rajk + L2 2 


d < 2 n?r? d 
gyet 


e, fazendo R(r) = R(x| Vk? + n?m IL? = y(x), achamos a equação 


então 


Esta é a equação diferencial de Bessel* de ordem m. É freqüentemente reescrita como 


dy 1d m? = 
Z+- 5-0 


e será estudada em detalhes mais tarde, neste capítulo. (Os casos m = 0em = 1 já 
foram resolvidos na Seção 3.5, Exemplos 5 e 7.) 


Exemplo 2. No sistema de coordenadas esféricas, exige-se também geralmente que 
Wr, 0, ġ) seja periódica em q. Isso conduz ao resultado que em 
do 
de? = AP = 0, 
a constante de separação pode tomar os valores 


AM = —m? (m=0,1,2,3,..). 


*Veja a observação na página 137. 
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Considere o caso simples em que sabemós que toda a solução y(r, 0, $) é indepen- 
dente de &. Então, evidentemente, devemos fazer m = 0, e P( 4) deve ser igual a uma 


constante (a outra solução & = Co não é periódica). 
A equação para O será 


d do 
— ——) — Aasen 00 = 0. 
do (sen ê do 2 
É costume (e conveniente) efetuar uma mudança de variável independente nesta equa- 
ção por meio de cos 8 = x. Então, 


d dxd 


= = senao: 
do do dx dx 


e, fazendo 0(0) = O (arccos x) = y(x), obtemos a equação 
a 2 A RR 
ala xX x hoy = 0. 


Esta é a equação diferencial de Legendre.* No contexto de nosso problema, o domínio 
de x para o qual as soluções possuem interesse físico é o intervalo —1 = x = +1 (isso 
corresponde ao domínio O < 6 < 7). Exige-se geralmente que a solução ẹ(r, 0, &) da 
equação de Helmholtz seja limitada em todos os pontos. Se esta exigência for aplicada 
a O(8), então a equação de Legendre torna-se uma equação característica. 

Na Seção 3.5, demonstramos que os pontos x = + 1 são os pontos críticos; assim, uma 
solução limitada em x = +1 pode ser obtida somente se 


ME SAD (=0,1,2,...). 


As funções características correspondentes são os polinômios de Legendre P(x). Em 
termos de 6, 


OO) = Pícos6) (U=0,1,2,3,..). 


Se não desejarmos que a solução y(r, 0, $) seja independente de &, então a equação 
para O será 


d do m? 
do (seno 2) = (sen 0-32 +) O = 0. 
É mais uma vez conveniente fazer cos 6 = x, obtendo 
d 2, dy m? 
ala-08)-(u+ E y=0 (m = 0, 1,2,3,...), 


que é conhecida como a equação associada de Legendre. Será estudada na Seção 9.8 
e mostraremos que, para que exista uma solução limitada em x = +1, será mais uma 
vez necessário que 


`= -+ 1) (ED 4d 


*Veja a Seção 3.5, Exemplo 3. 
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Além disso, será também exigido que ! > m. 
A equação radial no sistema esférico será agora 


AG 28) + [Pk — KI + DIR = 0; 


que pode ser uma função característica para k?, se impusermos condições de contorno 
apropriadas sobre R. 


E costume fazer kr = x, transformando esta equação em 


aeg) +- K+ Dp = 0. 


As soluções desta equação são conhecidas como funções esféricas de Bessel e de 
Neumann (o caso I = 1 já foi resolvido na Seção 3.5, Exemplo 1). A razão para estas 


denominações para a equação acima está relacionada como a equação de Bessel: Fa- 
zendo 


vx 


y(x) = 


substituindo isso na equação para y, e efetuando as manipulações necessárias, pode- 
mos mostrar que u(x) tem que satisfazer 


LTE -Up= 0, 


que pode ser reconhecida como a equação de Bessel de ordem | + 1/2. (Compare este 
resultado com a Seção 3.5, Exemplo 2.) Investigaremos esta equação mais tarde, neste 
capítulo. 


9.3 O PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE 


Cada uma das equações originadas pela separação da EDP de Helmholtz da última 
seção tem a forma 


alw A — s(x)y + A(x)p = 0, 


conhecida como a equação de Sturm-Liouville. Supomos que todas as outras constan- 
tes de separação já foram determinadas, exceto A. Supomos, então, que a equação 
acima seja uma equação característica para A. Como exigiremos que suas soluções 
satisfaçam certas condições de contorno, estamos, em realidade, face a um problema 
de valores de contorno e as condições de contorno são tão importantes quanto a equa- 
ção diferencial. 

O problema de Sturm-Liouville está associado ao operador diferencial de Sturm- 
Liouville 


£= £ ES 4| — s(x), 


que é um operador diferencial linear de segunda ordem. Em função de £, a equação 
diferencial de Sturm-Liouville é convenientemente escrita como 
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LC) = Araya). 
O operador £ é chamado linear, pois possui a propriedade de que* 
L{Ciyı + Coy) = CL) + CoLa), 


que é também uma das propriedades chaves do operador dº/dx?, usado extensamente 
no Capítulo 8. Em verdade, o operador d?/dx? é exatamente um caso particular do 
operador de Sturm-Liouville; i.e, ocorre quando p(x) = 1 e s(x) = 0.+ 

Seguindo as idéias do capítulo precedente, podemos perguntar quando pode ser 
possível representar uma solução de uma EDP (com condições de contorno e condi- 
ções iniciais) por meio de uma série de funções características de um operador de 
Sturm-Liouville apropriado, como o fizemos por meio de uma série de Fourier. Isso é 
possível, pelo menos para a vasta maioria dos problemas encontrados na física. 

A fim de chegarmos a esta conclusão, deveremos usar a ortogonalidade das fun- 
ções características do operador £. Represente o intervalo sob consideração por (a, b), 
onde um ou ambos os limites podem ser infinitos. Considere duas funções característi- 
cast não-triviais ym(x) € y(x), correspondendo aos autovalores Am € An; então 


d dym 
a|r Dal o S0)m + Amr (X)Ym =0, 


pm da e S(X)Yn + Anr (xX )Yn = 0. 


Multiplique a primeira equação por yp, a segunda por Ym, subtraia e integre de a a b 
(compare com a Seção 4.4). Os termos contendo s(x) se cancelarão, enquanto que os 
termos contendo as derivadas poderão ser simplificados por meio de integração por 
partes: 


b b d d 
al p Dm Dn dy, 


Ao subtrairmos quaisquer destes dois termos, as integrais do lado direito da equação 
se cancelam. 
O resultado final desta manipulação é 


b b 
poa BO — n BO] an a | roaa ds 


(0) lado esquerdo depende das condições de contorno impostas sobre as funções 
características e suas derivadas [e das propriedades de p(x)]. Se ele se anular, então 


On — An) f. “HOP dx = 0, 


*Compare com a página 164. Naturalmente, não devemos confundir o operador da transformada de Laplace 
com o operador de Sturm-Liouville, malgrado o uso da mesma letra £. 

tNos problemas de valores próprios do Capítulo 8, tínhamos também que r(x) = 1, uma situação que é, em 
geral, bastante comum. 

tA função y(x) = 0 pode satisfazer a equação diferencial e as condições de contorno, e é conhecida como à 
solução trivial. Obviamente, ela não tem nenhum interesse no contexto acima. 
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que conduz à afirmativa de que funções características, correspondendo a autovalores 
distintos (Am F An), são ortogonais duas a duas com peso r(x). 


(0) aparecimento de r(x) não interfere na avaliação dos coeficientes em uma série 
de funções características. Com efeito, suponhamos que 
a) há uma quantidade infinita de funções características Ya), 
b) as funções características são ortogonais duas a duas com peso r(x), 
c) uma função fix) pode ser representada pela série infinita 


SO) = E amYnlx). 
m 
Multiplicamos ambos os lados por r(x)y (x) e integramos de a eb, supondo permissível 


a integração termo a termo. Usando a ortogonalidade, achamos que somente o termo 
comn = m sobreviverá do lado direito, de maneira que 


b b 
J, IOO) dx = an f DnP) dx, 
a a 
fornecendo o n-ésimo coeficiente da série: 


— Se SOWO) dx 
Je Da) dx 


Devemos agora responder à pergunta: Que tipo de condições de contorno resulta- 
rão em funções características ortogonais? A relação 


b 
=0 


a 


po pato O — ynt Pa) 


pode ser satisfeita por várias condições, algumas das quais estão listadas a seguir: 

a) As funções ym(x) € yx) se anulam em x =a ex = b. Estas condições de contorno 
são geralmente chamadas de condições (homogêneas) de Dirichlet (por exemplo, o 
problema da corda distendida da Seção 8.2). 

b) As derivadas dy (x)/dx e dy Ax)ldx se anulam em x = a ex = b. Estas condições de 
contorno são geralmente chamadas de condições (homogêneas) de Neumann (por 
exemplo, o problema acústico da Seção 8.9). 

c) Uma combinação linear de y (x) e de suas derivadas se anula para x = a ex =b: 


Ym(a) + a PrO) =0, Ymlb)+ p Zal) =0 (of = const), 
onde «æ e 8 são, naturalmente, os mesmos para todas as funções características. 
Podemos chamá-las de condições (homogêneas) intermediárias (por exemplo, 
lembre-se da membrana elasticamente apoiada, mencionada na p. 319).- 

d) Uma das condições acima para x = a e uma outra para x = b. 

Todas estas condições são conhecidas por ''não-mistas” porque os valores de ym(x) e 

de y;. (x) em x = a não estão relacionados com os de x = b. 
Condições mistas são também possíveis. Talvez a mais comum seja a exigência de 


que 


dym(a)  dym(b), 
dx 


Ym(a) = Ym(b), dx 
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juntamente com p(a) = p(b). A condição de periodicidade (por exemplo, o cilindro 
cortado do problema da Seção 8.3) é desta forma. 


Uma outra condição de contorno possível surge quando 
p(a) =0 ou p(b) =0 (ou ambas) 
À primeira vista, isso pareceria impor restrições sobre as funções características E 
suas derivadas. No entanto, observe que a equação diferencial pode ser escrita como 


d mad 
PO Ta trO- say ray = 0, 


e os zeros de p(x), como por exemplo os pontos a e b, são os pontos singulares desta 
equação. As soluções y(x) podem, e geralmente isso acontece, possuir singularidades 
nestes pontos (veja o Capítulo 3). Este é o caso, por exemplo, com a equação diferen- 
cial de Legendre (Seção 3.5, Exemplo 3), em que exigimos a limitação das funções 
características em ambos os zeros de p(x) = 1 — x?. É possível construir condições de 
contorno ainda mais complicadas, mas a lista acima inclui os tipos mais freqüentes. 


9.4 OPERADORES AUTO-ADJUNTOS 


O processo empregado na última seção pode ser compactamente escrito como 


b b b 
f, EYn) de — f YnlEyn) de = An — An) f Ynn dx. 


Assim, exigindo que y„(x) e y (x) satisfaçam as condições de contorno de um dos tipos 
descritos, demonstramos, em realidade, a relação 


A j Yn(LYm) dx = f : Ym(Lyn) dx. 


Um pouco de reflexão mostra-nos que esta fórmula tem de ser válida para duas fun- 
ções quaisquer f(x) e g(x), que satisfaçam as condições de contorno apropriadas, ou 


seja 
[ Keg) dx = [ ENa. i 


(A demonstração é exatamente como antes: integração por partes e aplicação das con- 
dições de contorno; observe que os termos com r(x) não aparecem aqui.) 

Um operador linear diferencial D é chamado de auto-adjunto, se satisfaz a rela- 
çãot 


J. Ie) dx = f’ Of) dx 


para duas funções quaisquer, que satisfaçam as condições de contorno apropriadas 
(naturalmente, f e g devem ser convenientemente diferenciáveis, de maneira que Df € 
Dg tenham significado). Mostramos, portanto, que os operadores do tipo de Sturm- 


ESSO 
tIsso é verdade somente para funções reais; para funções complexas, veja a seguir. 
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Liouville são auto-adjuntos. 


E também evidente que as funções características de qualquer operador auto- 
adjunto, ou seja, aquelas que satisfazem 


Dy = —\r(x)y, 


são e ortogonais com peso r(x), desde que pertençam a diferentes valores 
próprios À. 


Observações 


1. E talvez mais apropriado chamar as funções y(x) de funções características generalizadas 


(em oposição às funções que satisfazem Dy = \y.), mas o termo função característica será usado 
por ser menor. 


2. Se as funções consideradas forem, em geral, complexas e os operadores também, faremos 
então as seguintes modificações: O operador D será chamado de auto-adjunto se 


[ 1 De dx = [E Dna 


e poderemos demonstrar as propriedades a seguir: 
a) Os valores característicos de operadores auto-adjuntos são sempre reais. 
b) Funções características correspondentes a autovalores distintos são ortogonais no sentido 
de que 


i; OPE de = 0 (mé n), 


onde supomos r(x) real. Os operadores complexos auto-adjuntos são geralmente chama- 
dos de operadores hermitianos. 


9.5 POLINÔMIOS DE LEGENDRE 


A equação diferencial de Legendre 


torna-se uma equação característica se impusermos a condição de que a solução y(x) 
seja limitada em x = —lex = +1. Aplicando o método de Frobenius (veja a Seção 
3.5, Exemplo 3), vemos que ambas as soluções podem ser representadas por séries de 
Maclaurin em torno da origem, mas as séries, em geral, divergirão para k| = 1. As 
soluções deverão, portanto, possuir singularidades sobre o círculo unitário. Não é difí- 
cil verificar (usando teoremas da Seção 3.5) que estas singularidades têm que ser em 
um dos pontos x = +1 (os outros pontos do círculo unitário são pontos ordinários)*. 
A exceção a este comportamento é o caso 


N=U+AD (U=0,1,23,..3, 


em que uma das soluções se reduz a um polinômio (mostramos que a segunda solução 
possui pontos de ramificação em x = —1 ex = +1). Estes polinômios são, então, as 


funções características de nosso problema. a 
No entanto, uma função característica pode ser multiplicada por uma constante 


*Em verdade, uma das soluções será regular em x = —1, e possuirá um ponto de ramificação em x = +1, 
enquanto que a outra exibirá um comportamento oposto. 
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arbitrária e ainda permanecerá uma função. característica (do mesmo autovalor) como 
se segue do fato de que a equação diferencial de Legendre, como outras equações de 
Sturm-Liouville, é homogênea. E conveniente padronizar, de alguma maneira, as fun- 
ções características. Isso pode ser feito, por exemplo, escolhendo o termo líder de 
uma série de Frobenius como sendo a unidade. E costume, no entanto, adotar uma 
padronização diferente, escolhendo o termo líder como está indicado na Seção 3.5. As 
funções características, padronizadas desta maneira, são chamadas de polinômios de 
Legendre e são representadas por P(x), [=0,1,2,3, ... Alguns dos méritos desta 
padronização estão mostrados abaixo. 

A idéia por trás do problema de Sturm-Liouville é a possibilidade de desenvolver 
uma solução da E DP por meio de funções características. Lembrando-se disso, consi- 
dere o potencial eletrostático no espaço vazio, produzido por uma carga pontual q, 
situada na origem. Este potencial é dado por 


-4 1l . 
= 4r€o ir] (unidades MK AS). 


Se a carga for deslocada de uma distância unitária ao longo do eixo dos z, a solução 
será 


onde k é o vetor unitário na direção z. Em coordenadas esféricas, teremos 


q l . 
4réo V/T = 2r cos 0 + r? 
Suponha que desejamos agora achar a solução pelo método da separação de va- 
riáveis, aplicado à equação de Laplace V°p = 0, que deve ser satisfeita por q (p. 299). 


Faça py = R(r)O(9) Pd). Reconhecendo que a solução é independente de &, fazemos 
dp) = const. Assim, a função O(6) deve satisfazer 


d do 
ET (seno) — asengO = 0, 


e(r, 0, &) = 


que conduz à equação de Legendre e aos polinômios de Legendre. Esta equação para 
R(r) será 


d (2 dR E 
a(, )-w+nR-0 


e fomecerá as soluções R =r' ou R = 1/r! * !, Se procurarmos um desenvolvimento em 
série válido em torno da origem, então desprezaremos a forma R = 1/r!*?, e teremos 


q 1 
4réo 1 — 2r cos 0 + r? 


Ay'Picos 6). 
0 


elr, 0,9) = 


8 


l 


j 


Tal desenvolvimento é legítimo? A resposta é sim, pois (r, 0, &), considerada 
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como função de r, é analítica* na origem, de maneira que existe uma (única) série de 
Maclaurin 


[e] 


p= 2 a(cos 0)r'. 
=0 


Por outro lado, g(r, 0, $), considerada como uma função de cos 0 =x, é analíticaem.x para 
qualquer r < 1 fixo, de maneira que existem um desenvolvimento (único) 


o 


e= D eP). 


l=0 


Estas duas afirmativas podem ser compatíveis somente com a condição de que g(r, 8, &) 
tem um desenvolvimento (único) do tipo 


e(r, 8, 4) = 2L Ar'P (cos 8) (r <1). 
i=0 


A padronização dos polinômios de Legendre pode agora ser traduzida pela exi- 
gência de que todos os coeficientes A, deveriam ser iguais a q/47e,, de maneira que a 
seguinte relação se verifica:* 


V1 — 2rcos6 +r? 1 
Esta fórmula determina os polinômios de Legendre, fornecendo o termo líder da série 
de Frobenius, citada na Seção 3.5. Com efeito, o lado esquerdo pode ser desenvolvido 
pela fórmula do binômio (cos 6 = x): ; 


l r'Pi(cos0) (r< 1). 
=0 


(0 — 2xr + Py? = (1 — (2x — np? 
1+ pO- Nr aH 


| 


1-3-5- (2n— 1 
y EEST Door pp 


| < 1. Reunindo os termos proporcionais a r’, | = 0, 1, 2, 


que é válida para x) = ler term orcio! 
de r! que é, por definição, o polinômio de Legendre Px). 


3, ..., obtemos o coeficiente 
Desta maneira, podemos obter 


Po) =1, Plj=* o PoO)= 3(3x? — 1), etc. 
ou (após algumas manipulações algébricas), 


1.3.5 QI—1 
Pig = 1e3r5: GI 1) 


U- ro E-U- W- a... 
x|- do tag G DGI | 


*Mais precisamente, fir) = (1 — 2r cos 8 + r2)-!º? possui um ramo regular emr = 0 (um ramo analítico emr = 0). 


+Conhecida como fórmula de Poisson. 
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Exercício. Forneça os detalhes algébricos necessários para achar esta fórmula. 


A partir do mesmo desenvolvimento binominal, podemos verificar que o termo 
líder da série de Frobenius é 


epe (l = par), 


l DI 
(É 


i 
ente Es (E impar), 


TE] 


Co = 


e todo o polinômio pode ser explicitamente representado como 


o, 21 — 2k)! zak 
P= X D rki = SE O 


onde o símbolo [1/2] significa o maior inteiro contido em 1/2: em outras palavras, [l/2] 


=|2,selépar,e [{/2] = (l — 1)/2, se l é ímpar.* 

Os polinômios de Legendre possuem muitas propriedades importantes e úteis, que 
podem, em princípio, ser deduzidas da fórmula explícita acima. No entanto, a maior 
parte destas propriedades é mais facilmente dedutível por outros métodos, que podem 
também ser aplicados a outros tipos de funções características, que surgem com os 


problemas de Sturm-Liouville. 
A este respeito, a função (p. 347) 


1 
SS VI — 2x + Ë 


é muito útil. É chamada de função geradora dos polinômios de Legendre. Diferencia- 
mos G(x, t) com relação ao parâmetro t: 


ðG x—t 


a U 2xt 4 BP 
Isso pode ser reescrito como 
(l — 2xt + BEES (t — x)G = 0. 
Substituindo G(x, t) por sua série, concluímos que 
> WHP) DD 2mt"xPa(x) + D ntHP() 
1=0 m=0 n=0 


q=0 


+ E erp) E Po) =O 
p= 


“Esta é uma notação muito comum na literatura matemática. 


O e e E P AET 
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Igualando os coeficientes com potências iguais de £, podemos obter a chamada 
relação de recorrência pura? 


QI+ DxPiQ) = + DP) + IP (x) (U=1,2,3,..). 


Esta fórmula nos permite calcular P, + (x) se P{x) e P, - (x) são conhecidos, e pode 
ser usada para calcular todos os polinômios de Legendre um a um, partindo de 


PQ) =1 e Pi(xy)=x. 
Observação. Se l = 0, a fórmula acima ainda é válida, desde que o último termo seja omitido*. 


Todas as fórmulas subseguentes (salvo menção explícita em contrário), serão supostas válidas 
para ! = 0, com a convenção de que os termos contendo P, — (x) serão omitidos. 


Se agora diferenciarmos G(x, t) com relação a x, obteremos 


(l — 2xt + PPP = > p PICO), 
i=u dx 


Isso pode ser reescrito como 


Gœ N= 1-2 +) pe, 
l=0 X 


ou 
dP), 


tE tP = (Q 2x) 
i=0 t=0 dx 
Comparando os coeficientes de t! + !, obteremos 

P(x) = Pi) — 2xPiOO) + Pi) 21) 


Podemos achar uma grande variedade de fórmulas semelhantes, chamadas de 
fórmulas de recorrência. Por exemplo, diferencie a fórmula de recorrência pura 


(21 + DPX) + (QI + DxPilo) = (l+ DPip (x) + IPO). 
Se eliminarmos P$ + (x) das duas últimas relações, obteremos a relação 

IPO + Pi) — xPiO) = 0 (U>1) (a) 
se, por outro lado, eliminarmos Pi - (x), então o resultado será 

Pi) = xPiœ) + UH DP) (20). (b) 


Além disso, substituímos ! por (l — 1) em (b) e combinamos com (a) para eliminar 
Pi- (x) e obtermos a chamada fórmula de diferenciação 


(é — DPIGO) = IxPix) — Po) (U1), 


Es ===>: 
tO termo “pura” quer dizer que € 


fórmulas de recorrência. r Ee Einni 3 a A 
+0 raciocínio de que o último termo é zero, pois está multiplicado por l, não é rigoroso, pois P; - não está 


definido. 


sta fórmula não contém derivadas de P4x). Veja na continuação outras 
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polinômio de Legendre em função dos outros P,. 


ue exprime a derivada do ; 
SERE e elevar e de baixar a ordem 


De interesse especial são as operações d 


e y 
Palo) = xP) +EP (lD, 


E a 
PQ) = xPi(X) — TiO (l 2 0). 


Estas operações podem ser combinadas para achar a equação diferencial de segunda 
ordem satisfeita pelos P,, ou seja, a equação diferencial de Legendre. Com efeito, 
substituindo ! por | — 1 na segunda relação e exprimindo P; - ı e P1- 1 em função de P, 
P% e P;' como deduzido (por diferenciação) a partir da primeira relação, obtemos 


(1 — xP — 2xP} + (P + DP;=0 (F qualquer), 


como foi exigido. ; 
A função geradora pode ser usada para calcular polinômios de Legendre para 


valores particulares de x. Por exemplo, fazendo x = 1, obtemos 


l 
VI — 2x + t?lz=1 
1 


E 4 


vilHyr l-t 
=1+t+ += 


l 


G(1, t) = 


t. 
F 0 
Todavia, 


G(1, t) = E tP (1). 


Segue-se que P(1) = 1 (para todos os l). Semelhantemente, desenvolvendo G(-1,t)e 
G(0, t) em potências de t, obtemos 
P(-D = (—1), 
0 (! = par), 
2 I! 


P0) = (1)! = 
l ( Cato) (l = ímpar), 


Além da função geradora uma ferramenta muito úti i 
ém da fia “útil no estudo das propriedades 
dos polinômios de Legendre é(a fórmula de Rodrigues) di 


Í MM d! | 
\ PO) = 5m qa C — D | 


N 


Para verific ão, « i fr i 
ar esta relação, desenvolva (x? — 1! por meio do teorema do binômio 


l 
œ- 1} = = ko o 2l—2k 
È í 1) E A 
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Diferencie | vezes, 
d a o Wa yo B (UU izk 
qa 2 (=D ag o C2? 


e o resultado coincide com a fórmula explícita para P, (x) da página 347. 
A fórmula de Rodrigues pode ser também usada para demonstrar à ortogonalidade 
dos polinômios de Legendre, por integração direta. Consideremos 


i 1 ; d! d m 
P: (P(x) dx = —— 2 l 2 
j i ( ) ml ) X zi Tmi i , Ta (x me 1) Tym (x ame: 1) dx. 


Podemos supor que m = l. (Sem > |, trocaremos as posições de | e de m na dedução 
abaixo). Integrando por partes, obtemos 


+ 4 n — + 
d 2 pd” 2 j m d' l 2 l d” 2 m 
I: dx! (x 1) dm (x — 1) dx = Jii (x =: 1) dem (x 1) 


+1 t—1 m+1 
a Ei dO e - "dx. 


— dx dxr+1 
A função «2 — 1) = (x + 1)! œ — I)! possui zeros de ordem lemx=lex= +l; 
quando é diferenciada (! — 1) vezes, ainda possui zeros (simples) em x = +1. Portanto, 


o termo integrado se anula. 
Repita agora a integração por partes (qd — 1) mais vezes. De cada vez, o termo que 


foi integrado se anulará, como acima. O resultado será 
l +1 k i dit 5 
pd m 
(—1) p. (x s 1) In X = D dx. 
A função (x? — 1)” é um polinômio de ordem 2m. Sem < l, segue-se que O polinômio 


foi diferenciado mais do que 2m vezes. Por conseguinte, 


d+” 


dxt+m (x Fer 1) =0 (m < D), 


e, portanto, 


f H P(x&)Pa(x)dx=0 (1# m). 


A vantagem deste método de demonstrar a ortogonalidade é que a chamada integral de 
normalização 


ni = E POP) dx 


pode também ser calculada. Com efeito, sem = | na dedução acima, então 
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d?! o? I2 1)! 2 (2N! 


dx?! 


de maneira que 


+ en RR 
m-f, Pi(x)P (x) dx = FA ii (é — 1) dx. 


Não é difícil calcular esta integral 


+1 i Hp 
nef. (x — 1) dx = (—1) 13.5... QCIF 1) 


Isso fomece 
A 
P (OP x) dx = 510 T' 
A ( ) ( ) 2+ 1 


Exercício. Calcule I, por um método de sua escolha. (Um destes métodos é achar primeiro a 
relação 1, = —[2/(2! + 1)Y, - ı, usando integração por partes. Você poderia sugerir outros?) 


A integral de normalização pode também ser deduzida da função geradora. Es- 
creva 


l A 
É E e t Pix) 
Vl — 2x + l=0 
e eleve ambos os lados ao quadrado: 
1 = < lt+m 
—— = t POO)Pm(x). 
I 2x + Ë LÊ 10)Pm) 


Integre ambos os lados em relação a x de -1 a +1. Devido à ortogonalidade dos 
polinômios de Legendre, somente sobreviverão no lado direito da equação os termos 
com m = l, reduzindo a série dupla a uma série simples: 


+ l o +ı 
+ 21 2 
f pe a [POP dx. 


Calcule agora o lado esquerdo da equação: 


+41 
1 ES 
Í, EEr a A (<a). 


Desenvolva esta função em potências de t, utilizando a série de Maclaurin de 
log (1 + 1) e obtenha 


1 l++ z l 
-1 = 2n 
a 2L ED! 


e segue-se, então, a integral de normalização, N; = 2/(4 + 1). 
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Polinômios de Legendre 


Fig. 9.1 


Alguns dos polinômios de Legendre de ordem mais baixa estão listados abaixo e 
representados na Fig. 9.1: 


PO) =1, P()=x Po) = 50x) — 1), 
PaQ) = (5x? — 30),  P4(x) = 805x* — 30x? + 3), 
P(x) = 163xº — 70x) + 15x). 


9.6 SÉRIES DE FOURIER-LEGENDRE 


Uma das principais razões para estudar Os polinômios de Legendre é a expectativa de 
que eles fornecerão uma base para um desenvolvimento em funções características 
análogo ao das séries de Fourier, ou seja, 


co 


fo = DD aP). 


1=0 


Se uma função f(x) for representável desta maneira e se a série convergir unifor- 
memente, então os coeficientes a; poderão ser obtidos pela mesma técnica que foi 
usada para achar os coeficientes de Fourier. Multiplique ambos os lados por Pax) € 
integre de —1 a +1. Use a propriedade de ortogonalidade e a integral de normalização 


para deduzir 


+1 2 
i fO)PnlO) dx = zry %m 


de maneira que 


+ 
a= UFI oDd U=012..3 
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9.3, p. 343. A série obtida desta maneira é chamada série de 
ficientes a; são conhecidos como coeficientes de Fourier. 
emos obter Os coeficientes de Fourier-Legendre de 
| as integrais apropriadas existem (por exemplo, para 
os) e fazer a mesma pergunta que foi feita na teoria 


como está citado na Seção 
Fourier-Legendre e Os coe 
Legendre. Evidentemente, pod 
qualquer função f(x) para a qua 
qualquer função contínua por pedaç 
das séries de Fourier: 

a) A série convergirá? 


b) Ela convergirá para flx)? e . 
As respostas a estas perguntas são as mesmas das séries de Fourier, por exemplo: 


1. Se f(x) for uma função muito suave por pedaços no intervalo (—1, +1), então 
sua série de Fourier-Legendre convergirá para f(x) nos pontos em que fl) é 
+ 0) + f(x — 0)] nos pontos em que f(x) tem uma desconti- 


contínua e para 4[flx nos ' 
nuidade de salto. A convergência serå uniforme em qualquer intervalo fechado, 


que não contenha descontinuidades. , 
2. A afirmativa de que f(x) é muito suave por pedaços em (1) pode ser substituída 
pela afirmativa de que f(x) satisfaz as condições de Dirichlet. 
3. Se fix) for contínua por pedaços, então sua série de Fourier-Legendre conver- 
girá em média para f(x). 
Estes resultados podem ser de 
Liouville.* 


duzidos da análise geral do problema de Sturm- 


Observação. Para demonstrar o último resultado, podemos usar diretamente as propriedades de 
P, em particular, o fato muito útil de que os P, são polinômios. Então, podemos empregar, de 


maneira útil, o seguinte teorema, devido a Weierstrass: 


Teorema de Weierstrass. Se fix) for contínua em um intervalo finito a £ x = b, então pode-se 

construir uma sequência de polinômios F(x), Fáx), ... que converge uniformemente para 

fix) em (a, b). 

Como qualquer polinômio de grau N é uma combinação linear dos polinômios de Legendre 
com! = 0, 1, 2, ..., N, segue-se que f(x) pode ser uniformemente aproximada em (a, b) com 
qualquer precisão desejada por meio de uma soma finita dos P(x). 

Não se deveria pensar que esta conclusão demonstra a convergência uniforme da série de 
Fourier-Legendre para qualquer função contínua fix); para que isso aconteça, as condições de 
Dirichlet talvez ainda sejam necessárias. O ponto é que o polinômio de Weierstrass F(x) não é 
necessariamente construído pela adição de um múltiplo de Px) à função Fy - (x) já existente. 
No entanto, a partir do teorema de Weierstrass, pode-se deduzir a convergência em média da 
série de Fourier-Legendre. Com efeito, do teorema de Weierstrass, segue-se que, para e arbitra- 
riamente pequeno, pode-se achar um polinômio Fx), tal que 


IG) — Fx] <e (a<x<b. 


Portanto, 


E (FG) — FGF dx < 2è. 


a a an pela mesma técnica usada nas séries de Fourier, que entre todos os 
e grau N, a soma parcial de Fourier-Legendre dá u i sdi áti 

ui Ê A m desvio médio qu tico total 
mínimo (D w)min (veja a Seção 4.7), de maneira que quadrátic 


(Dw)min < 2e?. 


*Veja, por exemplo, Titchmarsh, Ei. i i 
À plo, , Eigenfunction Expansions. New York, Oxford i i ; Cod- 
dington and Levinson, Theory of Ordinary Diferential Equations. New York Me Graw Hid 1S neea 
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Se permitirmos que N cresça, então (D y) min deverá permanecer limitado (desigualdade de Bessel). 
Como e é arbitrariamente pequeno, segue-se que (observe que se e for muito pequeno, N deverá 
ser escolhido suficientemente grande) 


lim (Dn)min = 0, 


No 


e a convergência em média ficará demonstrada para todas as funções contínuas f(x). 

O resultado acima implica que os polinômios de Legendre formam um conjunto completo em 
relação às funções contínuas f(x) em (a, b). A extensão às funções contínuas por pedaços não é 
difícil. Como o número de descontinuidades é finito, podemos colocá-las dentro de um número 
finito de subintervalos arbitrariamente pequenos, que fornecerão uma contribuição infinitesimal à 


integral 
+1 N 3 
J ES -> aro) dx, 


-l l=1 


e a afirmativa está demonstrada. 


Como no caso das séries de Fourier, os problemas de convergência podem ser 
atacados pelos métodos do Capítulo 6. Não é difícil demonstrar (pela técnica de inte- 
gração por partes, como para as séries de Fourier) que as séries de Fourier-Legendre 
convergirão no caso de funções muito suaves. Pelo teorema da aproximação 
do Capítulo 6, qualquer função f(x) contínua em (—1, +1) poderá ser uniforme- 
mente aproximada por uma função g(x) infinitamente diferenciável (portanto, muito 
suave). Segue-se, pelo mesmo raciocínio usado acima, que as séries de Fourier- 
Legendre convergem em média, no caso das funções contínuas. 

Além disso, como no caso das séries de Fourier, não é difícil mostrar que qual- 
quer série de Fourier-Legendre com* a; ~ O(!”), onde n é fixo, pode ser considerada 
como uma distribuição. Do ponto de vista da teoria das distribuições, vale a seguinte 
fórmula 


DES qro) = dl — xo). 


Com efeito, se ambos os lados forem multiplicados por uma função teste f(x) e integra- 
dos (em relação a x) de —1 a +1, então o lado direito se transformará em fixo). O lado 
esquerdo deve ser integrado termo a termo (segundo as propriedades das distribuições) 
e fornecer 


o 


o e 
A ZEEL poxo) f , JOP) dx = X, aPi(xo). 
=0 = 


l=0 


O lado esquerdo reduz-se, portanto, à série de Fourier-Legendre de f, que converge, 
no sentido usual, para f(xo). Isso demonstra a fórmula citada. 


Exemplo. Dois hemisférios condutores de raio a são ajustados um contra o outro, 
formando uma esfera, mas são isolados ao longo do círculo de contato. Os hemisférios são 


*A notação a;--/O(/")significa que lad = Al”, onde A é uma constante, e é universalmente usada na literatura 
matemática. Para uma explicação da afirmativa, veja a página 356. 
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mantidos nos potenciais eletrostáticos constantes +V e —V, respectivamente. Ache o 


potencial p dentro da esfera.t 


Solução. Devido à geometria das superfícies condutoras, escolhemos coordenadas es. 
féricas. A distribuição q do potencial possui simetria axial e, portanto, ọ é uma função 
somente de r e de 9. Deve satisfazer a EDP de Laplace V2p = 0, sujeita às condições 


+V (0<0<r-/2), 


gd w (1/2 < 0 < 7), 


e também à condição de que possui O gradiente (E = — grad q) em todos os pontos no 


interior da esfera. 
Fazendo (r, 0) = R(r)9(8) e separando as variáveis, temos 


a do 2 d (,2 dR E 
2 (sen $p) — sendo = 0, Al + ag = 0. 


Após fazer cos 6 = x, achamos que a primeira equação se torna a equação diferencial 
de Legendre, cujas soluções serão polinômios de Legendre: 


O0) = P(cos6) (l= 0,1,2, .--). 


A segunda equação, com à = —i(l + 1), é a equação diferencial de Euler 


d2R dR 
2 FOSSE ES — — = 

"a + 2r dr KI + DR=0, 
e a solução relevante (finita parar = 0) será Rdr) = r!. Desta maneira, temos soluções 
particulares da E DP da forma 


prio) = r'P(cos6) (F= 0,1,2, ERR À 
Formamos uma série infinita destas soluções, 


(r10) = È Arr'Pilcos 0), 
l=0 


e tentamos determinar os coeficientes Ar, de tal maneira que «(r, 6) satisfaça a condi- 
ção de contorno restante 


ala, 8) = L A aP (cos 0). 
i=0 


Isso é, obviamente, uma série de Fourier-Legendre (substituindo x por cos 0). Em vez 
de usarmos a variável x, podemos achar as fórmulas necessárias diretamente em fun- 
ção da variável 0. 

Usando a substituição x = cos 9,* achamos que à relação de ortogonalidade 


| 


+Compare este problema com o da Seção 8.3. 
+Observe que podemos dizer que as funções 89) são ortogonais com peso sen 8; isso segue-se, 
da equação de Sturm-Liouville para O(9). 


naturalmente, 
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+1 
2 
S Pi(x)Pr(x) dx = ayi? 
torna-se 
; 2 
P p Ei 
I (cos 6)Pr(cos 0)seno de 41 dir. 


Consegiientemente, se multiplicarmos nossa série por Pp(cos 8) sen 8 e integrarmos em 
relação a 8 de 0 a 7. obteremos os coeficientes desejados de Fourier-Legendre 


East fr 
A= a A ela, 0)P (cos 6) sen 8 do. 


Para nossa função particular 


+V (0<0< 7/2), 
g(a, 8) = | S A 
—V (r/2<989K< 7), 
um raciocínio de simetria é útil: (a, 0) é anti-simétrica com relação à troca de posi- 
ções* 
8 (r — 6). 
Por outro lado, sen (m — 8) = sen 8 e cos (m — 8) = —cos 8, e como P (cos 8) contém 


somente potências ímpares de cos 6, se l for ímpar, e somente potências pares de cos 
9, se ! for par, segue-se que 


o ela, 9)Pi(cos 0)senô dê = O (paral = par) 
0 


de maneira que somente estarão presentes polinômios ímpares (compare com o exem- 
plo da Seção 8.3). Para valores ímpares del, 


Ed r/2 
f e(a, 0)Pi(cos 6)sen 8 do = 2V T P (cos 9)sen 8 do. 
0 


Necessitamos agora da integral 


f “É picos 6) seno do = f ! P(x) dx. 
0 0 


Usando a função geradora 


l Xau 
—— E t P(x) (<1 
VI = 2xt +"? d= ; ui ) 


e integrando ambos os lados, obtemos 


1 d E 1 
J z = ef P(x) dx. 
o vI-— 2x +? IZo J0 


* Isso corresponde à troca de posições cos 8 +> —cos 8, que é, falando geometricamente, uma reflexão sobre o 
plano equatorial da esfera. 
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Calculando o lado esquerdo explicitamente 


f dx Spal prL EE, 
o Vi — 2xt F É t t 


usando a fórmula do binômio 
r) 2k 


Vitara Ele LEF- D’ 


e fazendo 2 k — 1 = l, obtemos 


EE s @®_ p 
1-4 NTE + E aF I 


l=ímpar 


de maneira que 


1 
= PG) = 
A Pod arraia 4-8) 


Are dois 1G) (= 1,3, Sad: 
al TEG + /Drd — 1/2) 


A série resultante 


o o r\'_ QI+ IV 7/2) 
elr, 0) = TEN (5) TIG + D22 — 1/2] 


é uniformemente convergente para todos os r = fı < a (mesmo que r; esteja próximo 
de a, a convergência é lenta) e satisfaz todas as condições do problema. 


Pi(cos 6) 


9.7 AS FUNÇÕES DE BESSEL 


O estudo da EDP de Helmholtz no sistema de coordenadas cilíndrico nos conduziu à 
equação diferencial ordinária de Bessel 


d ld 2 
algah- i)o 


O parâmetro m é muito freqüentemente um inteiro (veja a Seção 8.2, Exemplo 1), mas, 
por vezes, isso não acontece. Estudaremos o caso geral em que m é um número real 
arbitrário, que pode ser considerado não-negativo. Para enfatizar isso, usaremos O 
símbolo u em vez de m:* 


dy 1 dy p? 
dx? Ý x dx (1-5) =o 


Esta é a equação diferencial de Bessel de ordem q. Suas soluções são conhecidas 


* à e ' 
Adotaremos a convenção de representar escalares arbitrários por letras gregas e inteiros (não-negativos) Por 


letras latinas. 
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como funções cilíndricas; entre estas, as mais bem conhecidas são as funções de Bes- 
sel. 


Observação. Se u for fixo, então a equação diferencial de Bessel não parecerá ser uma equação 
característica. Lembre-se, no entanto, que ela pode provir (Seção 9.2) de 


que é uma equação característica, se procurarmos determinar k? a partir das condições de con- 
torno impostas a R. O autovalor foi ''suprimido” pela substituição x = kr. Estudaremos, em 
primeiro lugar, as funções cilíndricas como funções de x e, mais tarde, voltaremos ao problema 
do autovalor para a função R(r). 


Considere a solução da equação diferencial de Bessel sob a forma de uma série de 
Frobenius, - é 


oo 


y(x) = At”, 
0 


n= 


Reescreva a equação sob a forma 
2 2 
xy" + xy’ + (x? — up = 0, 
e substitua na série. A equação indicial será 
2 2 
ao(s" — p°) = 0 
e fornecerá as raízes s = +u es = —p. A fórmula de recorrência 


i 
~ (s+u + ns — e +n) 


An, = An—2 (n > 2) 


reduz-se à fórmula 


l 
T Qr F y te 


no caso em que s = 4, e daí seguem-se todos os coeficientes pares, a partir de ao. Para 
coeficientes ímpares, a equação para a, sera 


ai[(s + 1)? — u°] = aQu+ 1) = 0; 


(n 2 2), 


an = 


isso exige que a, = 0, o que, por sua vez, implica que todos os coeficientes ímpares se 
anulam. A solução é uma função par de x, multiplicada por x*. Por conveniência, faça 
n = 2k; então 


1 
ax = — ka F K) dono (k21). 
Aplique esta fórmula k vezes para exprimir az em função de ao: 


E 1 
dok = CD mta + De +2) (UH) do. 
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É costume, e conveniente, padronizar as soluções escolhendo 


| 
do = 2ur(l + 4) 


Use, agora. T(u + 1) (u + [Xu + 2)... (u + k = T(u + k + 1) e obtenha uma série 
explícita para a solução y(x), que é representada por Ju(x) e chamada de função de 
Bessel de ordem u (da primeira espécie): 


< pa l pta 
JO) = eu Kr(u + k + 1)2u+2k i 


A série converge para todos os valores de x. não importa qual o valor de u (pelo teste 
da razão). Se u for um inteiro (u = m), então J, (x) é unívoca, e a série acima é uma 
série de Maclaurin. Se u não for um inteiro, então J, (x) possuirá um ponto de ramifi- 
cação na origem. Os ramos de J, (x) são determinados pelos ramos de x” e sua quanti- 
dade pode ser finita (u racional) ou infinita (u irracional). E interessante observar que : 
se fizermos u variar continuamente, então Ju(x) será uma função contínua de p para 
qualquer x fixo não-nulo* (uma série uniformemente convergente de funções contí- 
nuas). 

Considere agora a segunda solução da equação de Bessel. A raiz s = —p forne- 
cerá 


ai[(s + 1)? — p°] = a(l — 2u) = 0, 
. Juntamente com 
| 


= n(n — 2p) "7? (n > 2). 


dn = 


Vemos, imediatamente, que surgirão algumas dificuldades quando (a) q é um inteiro, e 
(b) u é um meio-inteiro.t No entanto, consideremos em primeiro lugar o caso em que 
u não é nenhum dos dois casos acima. Segue-se, então, que a, = 0 e todos os coefi- 
cientes ímpares se anulam, enquanto que todos os coeficientes pares ficam bem defini- 
dos pela fórmula de recorrência, dando origem a uma solução que possui a mesma 
forma que J, (x). com a diferença de que u será substituído por ~u. Esta solução é 
chamada de função de Bessel (de primeira espécie) de ordem —u: 


= NE aê l 2k— 
J (x)= pa 1) ETE u F Da A 


Pode-se mostrar que J -„ (x) é linearmente independente de J „ (x) (os termos líderes são 
x“ e x“, respectivamente) e a solução geral da equação de Bessel será 


P(x) = cili(x) + cos (x) (u + inteiro, q + meio-inteiro). 


Considere agora o caso em que p é um meio inteiro. Então, 2u será um inteiro ímpar. 
A fórmula de recorrência define todos os coeficientes pares em termos de ao, exata- 
mente como antes. No entanto, não funcionará para os coeficientes ímpares: Enquanto 
queda as as... Azu -2 devem ser nulos, isso não é necessariamente verdadeiro para 
azu (Se u = 1/2, o fenômeno aparece imediatamente com a,). No entanto, não há nada 


qroderiamos ter escrito J(u, x). mas J, (x) é tradicional. 
Ou seja. 1/2. 3/2. 5/2, ... Rigorosamente falando, deveríamos dizer “*metade de um inteiro ímpar", mas à 
terminologia acima é muito comum entre os físicos. 
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que nos impeça de fazera;u = O pornossa própria escolha. Se isso for feito, então todos os 
coeficientes ímpares subsequentes deverão ser nulos e poderemos definir J.., (x) exata- 
mente pela mesma fórmula de antes. A vantagem óbvia desta escolha é que Ju (x) 
permanece uma função continua de p, quando 4 passa por um valor meio-inteiro. É ainda 
verdade que J.., (x) é linearmente independente de J, (x) e ainda temos a solução geral 


Y) = cJ (x) + czw) (u = meio-inteiro). 


Finalmente, suponha que pu seja um inteiro. Tentamos, mais uma vez. preservar a 
continuidade de J., (x) com relação a u. Podemos eliminar todos os coeficientes ímpa- 
res como acima, mas teremos dificuldades para definir o coeficiente ap. A razão é que 
I-u + 1) = = sempre que q é um inteiro positivo.* 

Naturalmente, poderíamos respeitar a fórmula de ao, que implica 


=(-1* l 
de =D e + na 


desde que adotemos a convenção lógica de que axx = O para k < p [ pois Mk — u + 1) 
possui um pólo]. Este recurso prescrvará a fórmula para J (x) juntamente com a con- 
tinuidade de J-„ (x) com relação a u, mas a soma deverá agora, em verdade, principiar 
com k = m:t 


na — > k l —m+2k 
J m(x) = 2 1) k'T(k -m+ 1)22k—m * Á 


Mudando a variável do somatório por k = k' + m, obtemos 


G] $ 1 , 
=" A m+k m+2k' 
J m(x) = 2 ( 1) k"T(k' +m+ 1)22k'+m 


No entanto. isso nada mais é do que (— 1)"J (x). Concluímos que, em nossa tentativa 
de preservar a continuidade de J.., (x), perdemos infelizmente a independência linear 
das soluções Ju (x) e J-a (x). ass ai, 

Este comportamento se deve ao fato de que, quando as raízes da equação indicial 
diferem por um inteiro, uma das soluções da equação diferencial de Bessel pode pos- 
suir singularidades logarítmicas (veja a Seção 3.5, Exemplo 4). Com efeito, para o caso 
E =m = inteiro, a segunda solução pode ser procurada (e obtida) sob a forma 


oo oo 
ya(x) = log x Do ext” + DO apx. 
n=0 p=0 
Dependendo da padronização, tais soluções são conhecidas como funções de Bessel 
da segunda espécie. representadas por Ya(x), ou funções de Neumann, representadas 
por Nm (x).t Adiamos o tratamento destas soluções para uma seção posterior; por 
enquanto, acharemos algumas das propriedades das funções J (x). 
Segue-se, da série de Frobenius para Ju(x), que 


Jul) = xf), 


*Se u = 0. então J, (x) será idêntico a J -u (x), € deveremos procurar a segunda solução de outra maneira. 
tFazemos agora u = m, de acordo com nossa convenção sobre letras gregas e latinas. 
* Alguns autores, contudo, usam o símbolo Ym(x) para representar as funções de Neumann. 
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em que f(x) é uma função par analítica, que não se anula na origem. Portanto, J,(0) = 0 


exceto se u = 0, caso em que Jo(0) = 1. 
A derivada de f(x) será 


l 2k—1 


IV É 
TOIT Co] = È CDE ITE + a * 


Substitua k por k + 1 e verifique que 


e poderá ser relacionada com Ju + (x): 


J10), 


ro=-- + 
o que deduz uma fórmula útil: 


d [89] E) 


dx x! 


Semelhantemente, não é difícil verificar que 

d 

dz JO] = XT) w21). 
Combinando estas duas relações, deduzimos as fórmulas de recorrência 


Jax) + Jum) = E) 


aO- Ji) 2O wan 


Fica agora claro que muitas outras relações de recorrência, incluindo a fórmula de 
diferenciação e as operações de elevar e baixar ordem podem ser deduzidas para as 
funções de Bessel.t A relação 


J+ (x) e d Ja(x) 
x è dx 


nos permite deduzir uma fórmula interessante que exprime J,(x) em função de Jdx) 
[ou, em geral, J, (x) em termos de J, - «(x)]. Dividindo a equação acima por x, obtemos 


Ja) 1d [+2], 


x +10 xdxl x 


que mostra o que devemos fazer com J, (x)/x a fim de obter uma razão semelhante de 
ordem imediatamente superior, ou seja Ju + 1(x)/x! + !. Começando com p=0 € 
aplicando esta regra m vezes, obtemos 


In) Lay É 
Ss (- > 5) Dol) ou IQ)=x (- 1 z) Jo(x), 


ESSES a 
1Observe que são váli 
são vál z 
q idas para todos os valores de | e não estão ligadas a nenhum problema de autovalores. o 


mesmo acontece com as soluções eq 
ção de L Be 
da Jação de Legendre, embora as demonstrações da Seçã 
aplicadas somente para | = inteiro (devido ao uso da função gerador a). 
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que significa que o operador diferencial —(1/x)(d/dx) deve ser aplicado m vezes a Jx), 
e o resultado multiplicado por x” para obtermos J x). Observe a semelhança com a 
fórmula de Rodrigues para P(x), onde o operador diferencial mais simples, d/dx, é 
aplicado | vezes. 

Para funções de Bessel de ordem inteira, existe também uma função geradora da 
forma 


+o 
MOR E PIa) (AO) 
m= 0 
Observe que, neste caso, a série da direita não é uma série de Maclaurin, mas sim uma 
série de Laurent emż. A fórmula acima é frequentemente escrita sob a forma (faça t = e") 


+o 


e? senð Z e Talx), 


m=— 


onde a série do lado direito é agora uma série de Fourier (complexa) da função e'” *® °, 

Para discutir as propriedades de ortogonalidade das funções de Bessel, voltaremos 
à separação da equação de Helmholtz em coordenadas cilíndricas (Seção 9.2). Por 
simplicidade, suponha que «(r, 0, z) independe de z. Então, V2p + k%p = 0 separa-se 
em 


dO 
0=0 
do? T ~ 
e 
d ( dR 2 a) = 
a(o a) + (ert r 
Na maioria dos casos, A = -m? (m = 0, 1, 2, ...), de maneira que R(r) satisfaz 


Se as condições de contorno forem impostas sobre R(r), então esta equação 
tornar-se-á uma equação de autovalor com autovalor k? (observe que supusemos m’ já 
determinado). Esta é uma equação do tipo de Sturm-Liouville. Algumas das condições 
físicas mais comuns exigirão que 
a) parar = 0, R(r) seja finita, e 


b) parar = a, R(r) deve satisfazer 
dR 
R(a) = 0 (Dirichlet) e S Pes = 0 (Neumann), 
ou 
AR+ B dR = 0 (condições de contorno intermediárias). 
dr 


r= 


Da discussão da Seção 9.3, segue-se que as condições (a) e (b) garantem a ortogonali- 
dade das funções Rr) (com peso r) no intervalo 0 = r =£ a. RAS 

Em termos de funções de Bessel, as condições de contorno acima implicam que 
somente a solução J (kr) será admissível [N kr) não é finita quando r = 0] e o parâ- 
metro k deve ser obtido de 
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Jm(ka) = 0, 
7 (ka) = 0, onde J4 (x) = (d/d m(x), 


ou 


AJm(ka) + BkJm(ka) = 0. 


Todas as funções de Bessel (de primeira espécie) têm caráter oscilatório e possuem 
uma quantidade infinita de raízes. Represente as raízes não-triviais* de J„{x) por Omn 
(n = 1,2,3, ...). Elas estão listadas nas tabelas de funções de Bessel. Os valores de k 


apropriados às condições de Dirichlet são, então, 
kmn = &mn/4 (m =.0,1,2,...,n = 1,2,3,...). 


Para obter as condições de Neumann, devemos resolver a equação (observe que k +0) 


d 


F- Tn ato E 0. 


As raízes de J/(x) estão também tabeladas. Representando-as por Bmn» obtemos 
kmn = Bmn/4 (m=0,1,2,..0,n=1,2,..)). 


Para as condições de contorno intermediárias, não podemos esperar que as raízes da 
equação 

AJmlka) + BkJn(ka) = O 
estejam, em geral, tabeladas, pois 4 e B são arbitrárias, mas podem ser calculadas, se 


necessário, pela análise numérica. 
Desta maneira, em todos os três casos considerados, obtemos um conjunto infi- 


nito de funções características mutuamente ortogonais 
Rr) = Jmlkmnr) 


e esperamos ser capazes* de desenvolver qualquer função (razoavelmente bem com- 
portada) ftr) por meio da série 


o 


Hr) E 25 anJm(kmnr), 


n=1 


chamada série de Fourier-Bessel de ordem m. Para obter os coeficientes an, podemos 
multiplicar ambos os lados por 7J m(kmnr) e integrar com relação a r de 0 aa; por 
ortogonalidade 


f * NO Jalkman't) dr = ap [i nlkan r)? dr, 
0 
de maneira que 


a = Jo SOV Imlkanr) dr 
So mlknn r)? dr 


*x = 0 é sempre uma raiz de J (x) [exceto quando m = 0, caso em que Jo(0) = 1]. Esta raiz não possui interesse 


no caso das condições de Dirichlet. 
*Por analogia com o caso das séries de Fourier e de Fourier-Legendre. 
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É conveniente calcular, de uma vez por todas, a integral de normalização 


Nw = | “Anna r)? dr. 


Com esta finalidade, recordemo-nos da equação 
df d ? 
C2) - TER = KR 


Substituímos R(r) por J „(kr) e a escrevemos duas vezes, uma com k = kmn, de maneira 
que J mlkmnt') satisfaça as condições de contorno, e a segunda vez para k arbitrário, de 
maneira que Jm(kr) não necessita satisfazer as condições de contorno: 


d| d m? 
aj, E] alà FH m(Kmnr) az —k?nrJm(kmrr), 
a 
dr 
Multiplicamos agora as equações por J m(kr) e por J m(kmnr), respectivamente, subtraí- 
mos e integramos sobre (0, a). Empregando a integração por partes do lado esquerdo, 
obtemos 


EZA = E (kr) = —K2r]m(kr). 


= (k? — kn) f rJm(kmnr)Jmlkr) dr. 
0 0 


d d 
rIm(kr) ar JIm(Kmnr) — rJm(kmnr) dr Jmlkr) 
Suponha agora que as condições de contorno são condições de Dirichlet. Esta 
relação se reduz, então, a 
as (ka )Kkmndm(Kmna) = (k? => kan) f 1Jm(kmnrmLkr) dr. 


que é ainda válida para todo k. Diferenciando esta expressão com relação a k,* obte- 
mos 


aad (Vea Yemndilonna) = 2k f" rJmlknnr)Jn(kr) dr 
0 
+ (kK? — ka) | “Cr km rJ kr) dr. 
0 
Faça agora k — kmn. O último termo se anula e obtemos 


a 2 
T 1ml kmar)? dr = 5i km DP, 


que é a integral de normalização desejada para as condições de Dirichlet. Outras 
condições de contorno podem ser tratadas de maneira semelhante. 

A integral de normalização acima (para as condições de Dirichlet) pode ser posta 
sob forma mais apropriada para cálculos efetivos. [As tabelas das funções de Bessel 


*As funções J (kr) são analíticas com relação ao parâmetro k. 
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em geral não fornecem as derivadas de Jmlx)]. A partir das relações de recorrência 
página 362, segue-se também que? 


AIM) _ E 
a = Jo) 7400) 


(u > 1). 
WD gr) + IO 
Por conseguinte se a é uma raiz de Ju(x), teremos 
Dla) = J,a) = —Jusi(o) 


de maneira que o integral de normalização pode ser escrito como 


a 2 
i TmlKmnr)? dr = o Ein). 
0 


onde kmn é a raiz de J „(ka) = 0. 


Várias funções de Bessel de ordens inteiras estão representadas na Fig. 9.2. 


Exemplo 1. Vibrações livres de uma membrana circular. Já foi mostrado, na Seção 
8.8, que as vibrações livres de uma membrana retangular são descritas pela equação de 


onda 


ou 8u 1 ðu RR 
əx? © ðy? c2 ðt? m 


Funções de Bessel 


Fig. 9.2 Funções de Bessel. 


A dedução é válida para uma membrana de qualquer forma, mas para uma membrana 


circular de enamos usar i 
o e 
V sistema de coordenadas polares, de maneira q 


EE us 
tEstas são as fórmulas de diferenciação para as funções de Bessel 
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Consideraremos uma membrana engastada em seu contorno, de maneira que 
u(r, 0; t) satisfaça a condição de contorno de Dirichlet: 


u(a,0;t) = 0, 


em que a é o raio da membrana. As condições iniciais consistem em especificar os 
deslocamentos transversos e as velocidades, quando t = O: 


ulr, 0:0) = uo(r, 0), SE (r, 0; 0) = Dor; 0). 


Fazemos u = ROT e separamos as variáveis: 


SS = CT, — = MO, 
dt? ? de? ` 
&@R ldR ` 
“o + S+(A+G)R=0 
dr r dr r2 
As funções T(t) são trigonométricas ou exponenciais. Rejeitamos as últimas, baseados 
em considerações físicas, de maneira que À = 0.* Fazemos À = —k? e kc = w. Em vez 
de usarmos funções trigonométricas reais, podemos representar T(t) sob a forma 
Tt) = eme! 


com a convenção de que w pode ser ou positivo ou negativo. Esta forma é muito 
compacta e incorpora tanto cos œw como sen wf. Além disso, o raciocínio usual de 


periodicidade exige que 
`= —m? (m=0,1,2,...), 


conduzindo às funções* 


Om(0) = Am cos MO + Bmsenmo. 


A equação radial será agora 


Sua solução geral serát 


R(r) = Cilm(kr) + CoNm(kr). 


* De qualquer maneira, pode-se mostrar que as condições de contorno não podem ser satisfeitas se À > 0. 
*Parece que não há vantagem em usar a representação complexa etim, pois surgirão, mais tarde, alguns pro- 


blemas notacionais. 5 
tAs funções de Neumann N (x) foram mencionadas na p. 361. 
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Como as funções de Neumann N (x) não são finitas no ponto x = 0, devem ser Fejei. 
tadas (escolhendo C, = 0). A condição de contorno em r = a exige que 


Jnlka) = O (m =0,1,2,...). 


Esta equação determina os autovalores k do problema. Em função dos zeros das fun. 
ções de Bessel, temos 


kmn = Amn/4 (m = 0,1,2,... n = 1,2,3,...). 


As primeiras quatro raízes das cinco primeiras equações de Bessel são dadas na Ta- 
bela 9.1. 

Podemos agora escrever a solução completa de nosso problema sob a forma de 
uma série dupla. Como a solução deve ser real, os coeficientes com e! e eriut 


Tabela 9.1 

n=1 n=2 n=3 n=4 

m=0 2,404 5,520 8,654 11,792 
PE E E a 

m=1 3,832 7,016 10,173 13,323 
PEN a E 

m=2 5,135 8,417 11,620 14,796 
otr mem r O a À Ts e O 

m=3 6,379 9,760 13,017 16,224 

m=4 7,586 11,064 14,373 17,616 


devem ser um o conjugado complexo do outro, e teremos 


fe 2) co 
f . — a 
aro) =D 5 Im (am r) [(Amne ®t" + Anne err!) cos mo 
m=0 n=l a 
[W mnt D pmt 
+ (Bane? À + Bane tema )sen mð], 
onde wmn = Ckmn = Gndcia). Os coeficientes Am € Bm Seguem-se, então, das condi- 


ções iniciais. Faça t = 0. Então, 


uol, 8) = a 2 Jm (an z) [(Amn + Amn) cos mo + (Bmn + Bmn)sen mô]. 


m=0 n=l 


Esta expressão é. evidentemente, uma série de Fourier-Bessel em r, e igualmente uma 
série de Fourier em 6. A fim de determinar A mw, multiplicamos ambos os lados por 


J 4 , 
Im amn q cos m'8 


€ i e à ` - 

RA som relação a r de Qaa, e com relação a 6 de 0 a 27. Devido à ortogona 

em e unçoes trigonométricas, somente sobreviverão, do lado direito, OS termos 
sseno com m = m’, com a constante de normalização 
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x sem £0, 


J” cos? m'9 do = | j 
o 2r ifm =0. 


Além disso, devido à ortogonalidade das funções de Bessel, somente os termos com 
n = nº sobreviverão do lado direito, com a constante de normalização 


f a E ea 
ö m mn q 2 m'-NQmn . 


Por conseguinte, obtemos a expressão 


a 2r 
2 
| Í uolr, 0) cos m8- rJm (ann 5 dr do = TE Umann) (Amn + Amn) 
(sem = 0) 


e uma expressão semelhante com um fator 2 adicional do lado direito, se m = 0. 
Vemos que Amn ainda não está totalmente determinado (somente sua parte real 


segue-se da fórmula acima). Isso não é inesperado, pois não usamos a segunda condi- 
ção inicial. Diferenciando u(r, 0; t) em relação a t e fazendo então t = 0, obtemos 


volr,0) = >, 2 Jn (ann a) iomnl(Amn — Amn) cos me + (Ban — Bmn )senmg). 


m=0 n=l 


Pela mesma técnica anterior, podemos deduzir que 


a 27 2 e 
f | volr, 0) cos mo > rJm (ann a) dr do = iT OmalIm 1 lamn) (Amn — Amn) 
0 (0) 
(sem = 0), 


e semelhantemente para m = 0 (com o fator 2). Os coeficientes A mn podem ser calcu- 
lados e descritos pelas fórmulas 


a 27 : 
f À uot, 0) — eas volr, o)| cos mb * rJm (am z) dr de 
0 (0) Wmn a 


A dE E ES a 
Amn = mam 1(@mn)]? (m Ei 0). 
a 27 k E 
f f [uot 0) — — vor, J rJo (aon A dr do 
AE o J0 Won a (m= 0) 
Bin Zra? leon) > 


em que wmn = Ckmn = &milcla), para todo m. i 

Os coeficientes Bm são calculados de maneira semelhante. E fácil verificar que é 
necessário somente substituir cos m6 por sen n6 na fórmula de A mn (observe que o 
caso m = 0 está agora ausente). 

Talvez sejam convenientes algumas palavras sobre a interpretação física dos re- 
sultados. As frequências 


Wmn = Emn(c/a) (m = 0,1,2,...,n = 1,2,...) 
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são as fregiiências naturais da membrana e cada termo da série dupla representa um 
modo natural de vibração.t Cada frequência possui dois modos correspondentes, um 
com cosmo e o outro sen m8, exibindo degenerescência dupla. As exceções são os casos 
em que m = 0, representando os modos que possuem simetria radial. Eles são não- 
degenerados.* 

Os modos naturais possuem suas configurações características de linhas nodais 
(compare com a Seção 8.8, p. 321). Algumas destas configurações estão esboçadas 
a seguir (Fig. 9.3) e suas fregiiências estão dadas em função da frequência fundamenta] 
wo = 2.40(cla). 

Os modos naturais de vibração formam uma ferramenta muito conveniente para a 
análise de movimento arbitrário de uma membrana. Suponha, por exemplo, que a dis- 
tribuição inicial dos deslocamentos e das velocidades exibe simetria radialS 


uo = uol), vo = Vol). 


Segue-se, então, das fórmulas para A mn € para B mn que somente os termos com m = 0 
estarão presentes na solução, que pode agora ser representada por uma série simples 
(de Fourier-Bessel): 


OQ DORM 


wpı (Fundamental) w= 1,594 w1 w2 =2,136 w1 
À 60º 
CS Ge) cs 0,546 
wz = 2,296 w1 wzi = 2,653 001 wj2= 2,918 og 
22,5º 
) 45º 
0,6104 CNN 
0,6384 
w41=3,156 wy w= 3,501 wo copa = 3,600 w1 
Do ao 
w51 = 3,652 “ol 


Fig. 9.3 


t Muito frequentemente chamado de modo normal de vibração. 


Š A ra AN 
ano mais rigorosamente, as freqüências (autovalores) won São não-degenerados. 
u invariância com relação a rotações, em uma linguagem mais sofisticada. 
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u(r, t) = L Jo (con a) [Aone + Än et], 


n=1 


Em geral, um modo dado estará ausente da série dupla para «u(r, 0; t) desde que as 
distribuições iniciais udr, 6) e vdr, 0) sejam ortogonais ao modo correspondente. Em 
outras palavras, os modos que não estarão presentes no estado de movimento inicial 
(dado por “o © por vo) não serão “excitados”” em nenhum instante posterior. Na lin- 
guagem da física, os modos são “tindependentes entre si”, no sentido em que não há 
troca de energia entre modos individuais. 


Exemplo 2. A superfície lateral de um cilindro de aço muito longo, de raio b = 10 cm é 
mantida a uma temperatura constante u, = 100°C. Inicialmente, o cilindro está à tem- 
peratura uniforme xo = 500°C. Deseja-se calcular a temperatura no centro do cilindro 
e a taxa segundo a qual o cilindro perde calor em cal/cm - s (por unidade de compri- 
mento) no instante + = 4 minutos. 


Solução. Aproxime a solução considerando um cilindro infinito. A temperatura no 
interior será uma função somente de r e de ti, e deverá satisfazer a EDP (em coorde- 


nadas cilíndricas) 
1 ð p?! _ l ðu 
rar a) aa 


sujeita à condição de contorno «(b, t) = u, e à condição inicial u(r, 0) = uo- 
Para o aço, a? = klep = 0,126 cm?/s (veja a Seção 8.4). De acordo com o método 
de separação de variáveis, procuramos soluções da EDP da forma 


u(r, 1) = R(ÐT(t). 
Então 
a (2R) +ArR = 0, A = —q*aT. 


A constante de separação à deveria ser determinada a partir das condições de con- 
torno aplicadas à função R(r). Surge uma complicação devida ao fato de que a condi- 
ção de contorno é não-homogênea. Esperamos poder construir nossa solução na forma 


de uma série 


u(r, t) = 3 ARTA 


(em relação aos valores permissíveis de A), mas ainda não está claro que condição 


deveríamos impor a cada função individual Rx(r). ,. i 
Felizmente, o problema desfaz-se devido ao fato de que u, = constante é também 


uma solução da EDP e podemos escrever 


u(r, t) = u + 2 AR (NDC), 


em emr = b. Isso assegura que toda a série 


exigindo agora que todos os Ry(r) se anul r - a 
) satisfará a condição de contorno 


se anulará em r = b e que a solução u(r, t 


ĦA distribuição inicial de temperaturas possui simetria axial. 
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u(b, t) = us. 


Após termos fixado as condições de contorno, podemos ter esperanças em deter. 
minar os AA, de tal maneira que a condição inicial seja satisfeita e de que o problema 
possa ser resolvido. 


Observação. Uma outra mancira de encarar esta idéia é perceber que podemos deslocar a origem 
da escala de temperaturas sem afetar a validade das equações da condução do calor. Em vez de 
usarmos a escala centigrada, podemos usar uma nova escala com o ''zero”” em 100º centígrados. 
Podemos, então, resolver o problema na nova escala e, ao fim, voltarmos à escala centígrada. 


A equação de T(t), juntamente com a segunda lei da termodinâmica, exige que À 
seja não-negativo. Para À = 0, a equação radial 


R , 1 dR 


ae TR ga AR 0 


possui a solução Ro = Ao + Bo log r, que não é aceitável, pois Bo log r não é finito 
quando r = 0, e Ap não se anula em r — b.* Consequentemente, À > 0.Fazendo 


à = k?, x = kr, e reduzindo a equação radial à equação diferencial de Bessel de ordem 
zero, temos 


1 dy 
x dx 


Z+ ES 


o 


onde y(x) = R(r). A solução relevante é Jdx) INdx) não é é finita quando r = 0], e os 
autovalores seguem-se da condição de Dirichlet 


Jo(kb) CÁ 0, 


fornecendo 


Achando T(t) por meio desta equação, obtemos a série 


ulr, ) = u + > Ando (on 5) e Mona bat 


n=1 


Resta-nos satisfazer a condição inicial 


n=1 


e r 
uo = ui + >, Ando (om r). 
Isso é uma série de Fourier-Bessel (de ordem zero) para a função 


f(W) = uo — u, = const. 


* 
A solução R(r) = constante, que multiplica T(t) = constante, fornece a solução constante da E DP. Já temos 
uma. u = 4, = constante, e não necessitamos de nenhuma outra. 
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Portanto 
b 
2(uo — as) Jo (aon 5) rdr 
pp EE S A 
ý b?[ Caon )]? 
A integral 


b On 
r b? 
Í Jo (con 5) r dr = El, Jo(z)z dz 


pode ser calculada explicitamente. Uma maneira de calculá-la é utilizar a fórmula (veja 
a página 362) 


E bi] = ol). 


Isso fornece imediatamente fado (z)z dz = xJ (x) de maneira que 


— Mto — u) 
E agndi(aon) i 
e a solução será 


E, Jolæonr/b)e -n 
u(r, t) = u, + 2(uo — u j 
no i (o 1) x condi(oon) 


Usando J,(0) = 1, achamos que a temperatura no centro do cilindro é dada por 


æ ganab 
u(O, t) = u + 2uo — u1) = > RAE 


n=1 On 


Esta série converge muito rapidamente para ! grande. As tabelas das funções de Bes- 
sel* fornecem 


Qo 1 Ž 2,40, Qo 2 = 5,52, 


R 


J (2,40) = 0,52, Ji(5,52) = 0,34. 


Evidentemente. a razão dos dois primeiros termos da série fica determinada pelo fator 


2 2 2 
sia |- (eis — aún |), 


O expoente é 


(5,522 — 2,40?) x 0,126 x 4 x 60 75 
102 A 


*Por exemplo, Jahnke e Emde, Tables of Higher Functions. 


374 FÍSICA MATEMÁTICA 


Como e=* = 0,0005, segue-se que o segundo termo pode ser desprezado. Se + = 4 
min. o primeiro termo fornece 


atuar _ 2,402 x 0,126 x 4x 60 4 1.75 
beo 100 ERSE 
de maneira que a temperatura procurada é 


= em 17% e é 
u= 100 + 2 x 400 x z7 x052 2126. 


A taxa de variação do fluxo de calor (por unidade de área e unidade de tempo) em 
um ponto qualquer é dada pela densidade de corrente térmica (veja a p. 302) 


q = —k grad u, 


onde k = condutividade térmica = 0,11 cal/cm : s : °C, no caso do aço. 
No nosso caso, grad u no ponto r = b será normal à superfície, e lgrad u| = ðu/ör. 
Usando Jyx) = —J (x), obtemos, da série para u: 


gl» = EE(to — u1) 5 ena? bt 


n=1 
Multiplicando por 27b, obtemos a perda de calor por unidade de comprimento do 
cilindro: 
O ala 
Q = 4rk(uo — uy) D) eT Cn 


n=1 


É mais uma vez óbvio que somente necessitamos considerar o primeiro termo desta 
série, fornecendo 


Q = 4r X 0,11 X 400 xe 7 =96cal/ cm-s. 


9.8 FUNÇÕES DE LEGENDRE ASSOCIADAS E HARMÔNICAS 
ESFÉRICAS 


A equação de onda 


19? 
Vo Ea 
c2 ðt? 
pode ser separada no sistema de coordenadas esféricas, dando origem às quatro equa- 
ções diferenciais ordinárias seguintes (veja a Seção 9.1): 


dR 
FA (* 2) + (=M? + w)R = 0. 
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Na maioria dos casos práticos, esperamos que a solução varie harmonicamente com o 
tempo. Isso implica que 


T(t) = emtet 


de maneira que À = —wilc? = —k?, Também, se exigirmos periodicidade com relação 
ao ângulo, teremos 


Ai = =m? (m = 0,1,2,...), 


e as funções (p) serão trigonométricas ou exponenciais complexas. A equação para 
(6) torna-se, então, 


d/.. do mê 
dô (seno 48) + (Maseno = E) Q=0. 


Faremos mais uma vez uso da mudança de variáveis usual (veja a Seção 9.2) 
x = cos 8, e transformaremos esta equação em [fazendo y(x) = 0(0)] 


ad 2, dy m? 
ehea] (o ree 


Esta equação é conhecida como equação de Legendre associada. Torna-se uma equa- 
ção de autovalor característico para àz, se exigirmos que a solução seja finita nos 
pontos singularest x = +1. Um método conveniente de investigar as funções caracte- 
rísticas é determinar, em primeiro lugar, seu comportamento nestes pontos. Com este 
fim, transladamos a origem par x = 1 e introduzimos a nova variável independente 


z=1l-—-4x. 


Então, a equação diferencial se transforma em 
dy dy m? = 
aaa Al ar A2 Poar * 
Tente agora uma série de Frobenius 
co 
y)=2> az”. 
k=0 


Em verdade, podemos simplesmente fazer y(z) = z“u(z), onde u(z) é uma função que é 
analítica e não se anula quando z = 0. A substituição fornece as raízes da equação 
indicial, que serão s = +m/2. Para nossas finalidades presentes, podemos considerar 
m um inteiro não-negativo (pois somente m? aparece na equação diferencial). Somente 
a raiz +m/2 será aceitável, e concluímos que nossas funções características devem ser 
da forma 


09 = (1— DPS, 
em que f(x) é uma função analítica, que não se anula quando x = 1. 
A investigação do comportamento de y(x) nas vizinhanças de x = —1 pode ser 


feita por meio da substituiçãoz = 1 + x, e revela que 


*Veja o teorema de Fuchs, na'p. 148. 
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09) = (1 + "809, 


em que g(x) é uma função que é analítica e não se anula quando x = —1. Consegiien. 
temente, a solução aceitável y(x) deve ser da forma 


yx) = (1 — x?) uC), 


em que u(x) deveria ser analítica em todo o plano complexo (excluindo, naturalmente 
o ponto no infinito).1 ' 

A vantagem desta técnica (compare com a Seção 3.6) é que a equação diferencial 
satisfeita por u(x) é mais simples. Ela é 


d 


2 u 
(C=) e 


- Am + xD — Oa + m+ mu = 0 (m > 0). 
Uma série de Frobenius (em torno da origem) 


oo 
u(x) = y, anx? t", 
n=0 


conduz à fórmula de recorrência 


3 onal) +2(m+ n+ t mmt Do 
n+2 (n + D(n + 2) n 
Como no caso da equação de Legendre,* uma análise desta fórmula (Seção 3.5, 


Exemplo 3) mostra que a série para u(x) divergirá em || = 1, a não ser que seja uma 
série finita; isso acontece se 


(n > 0). 


n(n — D+ Um + Dn + do + m(m + D) = 0. 
Resolvendo, achamos 
Ao = —(m + nm + nA+ DD, 


que significa que (1) àz é da forma -I(l + 1), onde | é um inteiro não menor do que m, 
e (2) a série terminará após o termo de ordem (! — m). 

As soluções u(x) são, portanto, polinômios em x. Sua forma explícita pode ser 
obtida por meio da fórmula de recorrência. Verifica-se que são múltiplos das derivadas 
dos polinômios de Legendre P(x). Com efeito, escrevamos a equação diferencial de 
Legendre 


a — xy" —2xy + MIA Dy=0 


e diferenciemo-la m vezes. Um pouco de reflexão mostrará que, em geral, 


dr o ar dry 
dan PSC = x qem Mm 


tIsso segue-se do fato de à i i i nte, 
que y(x) não pode t: ra = sivelmel 
quando x = œ), y(x) e ter outras singularidades, exceto quando x = +1 (e, pos 


*A equação de Legendre é, naturalmente i z : atamente 
quando m = 0. , um caso especial da equação de Legendre associada, €x 
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m—l m—2 
— m(m — Demo» 


Ltd — xg) = NTE ml 
dk Je] = (1 — x) a — Qi a 


de maneira que a equação se torna [fazendo y" = g, y' = f] 


_ a [xy d”yN' 
a A(G -2+ oe (E) 


+E + 1) — 2m — m(m — DJ (52) = 0. 


No entanto, isso é exatamente a equação para u(x). Portanto, 
"PÇ 
dem 


onde C é uma constante arbitrária.* É costume padronizar as soluções escolhendo C = l. 
Isso conduz às funções características da equação associada de Legendre sob a forma 


u(x) = C 


Poa- osma, 


que são conhecidas como as funções associadas de Legendre (de primeira espécie). 
Empregando a fórmula de Rodrigues para A (x), obtemos a fórmula de Rodrigues cor- 


respondente para P?’ (x): 


E m/2 l+m 


Observações 
1. Sem é ímpar, então P” possui pontos de ramificação em x = +1, e a escolha usual da 


raiz quadrada positiva, quando [x] < 1, implica que os pontos de ramificação são tomados entre 
-we-leentre+le+o.t 

2. Mesmo que a fórmula de Rodrigues t 
não-negativos de m, ela fornece uma função, 
verdade, muitos autores definem as funções 


= a `~ Ly"? do” 
PO = am dem 


enha sido deduzida para ser usada para valores 
mesmo se m é negativo, desde que |m| < l. Em 


o -1} (m>%m<D. 


Estas funções são, contudo, múltiplos das funções P7"; ou seja, pode-se deduzir a fórmula 


e 1 
Pī” œ) = D" ` 7 m PG) (m| <D. 


ı negativo são úteis para definir harmônicas esféricas (veja 


Funções de Legendre associadas com 7 
s. Alguns autores não as usam, enquanto que outros as 


a continuação), mas não indispensávei 
definem arbitrariamente, por exemplo, como 


proporcional a drQ,(x)ldx”, pois a última não é analítica em x = +1. 
a não muito comuns), em que à região de interesse é ld > 1, em vez de 


outro ramo é obtido, trocando (1 — x?)™? por (x? — 1)™? na fórmula de 


*Evidentemente, u(x) não pode ser 
+Há alguns problemas de física (embor; 
|| < 1, como no nosso caso. Então, um ra 
Rodrigues e usando ainda a raiz quadrada positiva. 
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pr” = (-1)P? ou Pr™= PT. 


A não ser que haja menção explícita em contrário, suporemos que no símbolo Px), m é não. 
negativo. 


A fórmula 


m d”P (x) 
Po = a aA a OsmD 


permite a dedução rápida de muitas das propriedades dos P". Na Seção 9.5 (p. 348), 
tínhamos as seguintes relações entre os polinômios de Legendre: 


(21 + DxP: = (I + 1)Pi+1 + IPi—ı. (D 

Também (p. 349), 
IP, + Pi = xPt, (11) 
Pha = (L+ 1P: + xPi. i) 


Diferenciando (1) m vezes e multiplicando por (1 — x?y"2, obtemos 
CI+ DxPE + QI+4 DmvT — PT = (+ DPE + Pra. (1) 


Diferenciando (ID) e (III) (n — 1) vezes e multiplicando por (1 — x?)"??, teremos 


d-m+ DvI— x PIT! + PL, = xP, 2) 
Pra = (+ mv 1 — PT + xP. 68) 


Eliminando VI = x” fo de (1) e de (2), obtemos a relação de recorrência pura 
(para /): 


d—m+ DPL — I+ DxPr+ d+ m)Pi = 0. (4) 


Uma outra relação de recorrência pura (para m) pode também ser deduzida. Lembre- 
se da equação diferencial para u(x) = drP jdx”: 


(1 — x)u” — Um + Dx + Ud + D) — m(m + Du = 0. 


Substituímos m por m — 1 e multiplicamos por (1 — x?)™!? para obtermos 


VI = x PYH! — 2mxPr + (0+ m- mt 1)vi = x? PT! = 0. (5) 
Diferenciamos 
PY = a = x?” (d"/dx™)P, 
e multiplicamos por (1 — x’): 
(1 2 dp? VI — x? m+1 
=x) = Vl — x2 PT — mxPY (6) 


De (5) e (6), 
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PY m 
a- x?) T = mxP? — (l+ ml- m+ DvI — x2 pro 


(7) 

De (7) e (2), 
(1 — xy EE = (+ mP — IxPr (8) 

De (8) e (4), 
(l -ai d+ DxPY — (1— m ++ Pir (9) 


Funções de Legendre associadas com o mesmo índice m, mas com índices | distin- 
tos, são ortogonais entre si, pois são funções características de um problema de 
Sturm-Liouville: 


+1 
f , PPPE ds =0 (I). 
A integral de normalização pode ser deduzida como segue: Integrando por partes, 


obtemos 
+1 +1 
m 2 = — y2” d”P, d”P, 
9 [Pt GO] dx a (1— x°) Rr dx 


1 


+1 
o d”—P, d 2m d”Pı 
= ah í dymi ala -= x°) “dm dx. 


Observe que 


= se Pi) = o PROA: Aa je OA om dºPr 
ja x)" qa] (= x)" oar 2mx(l — x en: 


4 

dx 
Em seguida, lembre-se de que a função dr -1Pldx" 7 ' = um - (x) deve satisfazer a 
equação diferencial 


a — Qui — 2mMxun— + UU + 1) — (m — Dmum— = 0. 


Multiplique por (1 — x2)" — 1, e deduza que 
aR — x?) det] (— x?) oF — 2mx(l — x ETI 


2\m— 
) dx" 


[i 


a HA — x um — 2mxtm—] 
= —(1 — x TUU + 1) — mem — Dltm— 


m—l 
“a PCA ma mA D) 


Isso demonstra a fórmula de redução 


[É tretas = 04 mkt= m+D JE ter Cor dx. 
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Aplique esta fórmula m vezes, para obter 


+1 +41 
f [PPOP dx = GEZ | PUO as, 


de maneira que (veja p. 352) 


+1 
moyda 2 Q+) 
f rro dx = y E 


O maior uso das funções associadas de Legendre é no desenvolvimento de funções 
definidas na superfície de uma esfera. Para ver isso, voltemos à nossa equação de 


onda original. 
Para cada freqüência* fixa w = kc corresponde um modo 


grlt, t) = yele, 
onde y(r) satisfaz a equação de Helmholtz (veja a Seção 9.1) 
Vyr + k’°pr = 0. 
Em vez de pormos Y, = ROD, separemos a parte radial por meio de 


Plr, 0, $) = R(r) Y(o, $). 


Isto conduz a 


d( 248R 2,2 = 

str E +(Kr + R= 0, 

I1 ð 9Y 1 92Y 

sen 6 do (seno 5) + sentô 942 pd 


O autovalor À será determinado pela segunda equação [Y(9, &) deve ser finito para 
0<=9=<reparaO=s q = 2r], e teremos funções características YM 6, &) correspondentes a 
estes autovalores. Então, toda a função y(r) poderá ser descrita por uma superposição do 


tipo 
y(t) = 2 GC Ra(r) PACO, $). 


Observação. A ''soma” em relação a À deve ser considerada simbólica, pois ainda não explora- 
mos a natureza do espectro de A: se é contínuo ou discreto, se há ou não degenerescências. 


Para determinarmos os valores permissíveis de A, completamos a separação de 
variáveis, fazendo Y(0, &) = O(0)P(&). Isso conduz às equações 


d do A do 
4 (en 040) + (—sen oa + ig) O = 0. g Me O, 


do dê 
que já resolvemos. Sabemos que o espectro de À; é discreto, e consta de 
M=-mâm =0,1,2,.. .), e as funções características podem ser definidas como segue. 
Param = 0, 


*Pode ser uma frequência característica determinada a partir da equação radial. 
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do(g) = 1, 


e param +0 
cos my, 


Pm(4) = | 


sen mg. 


Estas funções são ortogonais entre si e suas integrais de normalização são 


2r 2r 2r 
2 
I [Dol do = 2r, [ cos? mg dọ = f sen? mé do = r. 
0 0 . 
e termos estas funções características normalizadas de modo a 
as de maneira que todas as 
dição define as funções 


É agora convenient 
terem norma 1, multiplicando-as por constantes apropriad 
integrais de normalização sejam iguais à unidade. Esta con 
normalizadas 


1 
(i) = ——— = 0 j 
= =o 
aP (g) = E mg 
j (m = 0), 


SL (4) = seame 
T 


s símbolos (+) e (—) nos lembram que estas funções são pares ou ímpares com 


onde o 
— &. No que concerne às funções O, sabemos que o espectro 


relação à mudança & 
de À é também discreto, com 


estro (=0,1,2,3,..-)} 


mas que para um m dado, devemos ter | = m. As soluções da equação em O são as 
funções de Legendre associadas Pp'(cos 6). É conveniente normalizá-las para também 
terem norma um, definindo 


2 14d — Ea 
O7 (cos 0) = Htl ar?! (cos 6), 
de maneira que 


T +1 
|: [07 (cos 0)]? sen0 do = 2+1 E I [PT dx = 1. 


Deveria agora estar claro que à equação dos autovalores 


1 ð aY 1 aY o 
senô (sene r) + sento 042 IRS ES 


possui os autovalores 


y= -+19 U=0,1,2..3 
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que são, contudo, degenerados (exceto se | = 0), pois para cada valor fixo de | temos 
várias funções características, ou seja 


Oi(cos )Po($), | 
Ol(cos MG) e Bi(cos ST (9), 
Bi(cos OPL (6) e Bicos A$ ($), 


e assim, sucessivamente, até 
Oilcos A) e Ol(cos JP ($). 


Assim, cada valor de | corresponde a (2! + 1) funções características distintas, e assim 
exibe uma degenerescência de ordem (U+ D. 

Definimos agora as soluções fundamentais da E DP (sujeita às condições de con- 
torno apropriadas) 


1 ð aY 1 92Y 
— — — — DY=0 
sen 6 2 (seno z) T sento 3$? + 1) 


por meio das fórmulas 


l 
Yio(9, &) = nt Pi(cos 6) (m = 0), 


YHo, 6) = OT(cos mn ($) 
= A lan ab fan m)! Picos 8) cos my 
2r (tm) (m £ 0) 
y(0, 6) = OT(cos Obr ($) 


o drLd>-m pm 
a ee TF mi E my PY (cos 9)sen my 


Estas soluções podem ser chamadas de harmônicas esféricas (na definição clássica*). 
Segue-se que a série de y(r) do tipo 


yilt) = D, CRM) ACO, $) 
X 
deveria. em realidade, ser da forma 


s lL 
O= Z E (cu Yiol0, 6) + D [CIP Yim (0, 6) + Cim Yim (, oy) l 
Ei m=1 


Suponha que r seja fixo; então y(r) torna-se uma função somente de ġ e 0 e estamos 
lidando com uma expressão do tipo 


2 l 
fo, &) = A. [Mio ri, $) + A [ARO VÍ (O, &) + Aim Yim (0, o) 


*Em ição à Res Pare MaRe A 
desprezados € RS erinisao em mecanica. goania das harmônicas esféricas, em que cos mg e sen mé Sê 
stituídos por e'™® e e-tms, e, então, é feita a definição apropriada (Veja a Seção 14.6). 
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Este desenvolvimento em série é válido para uma função arbitrária f(O, &),? sujeita a 


condições usuais semelhantes às exigidas para as séries de Fourier, séries de 
Fourier-Legendre, séries de Fourier-Bessel e outras.* Os coeficientes do desenvolvi- 
mento são obtidos multiplicando f(9, &) pela harmônica esférica correspondente e pelo 


fator sen 6, e integrando em relação aos ângulos: 


T 2r 
Aw = J f KO. 6) Fio, d)seno dade (m = 0), 


AP = S [T RO DVP, esen do do (m > O) 


Observação. O fator sen 0, exigido para a ortogonalidade das funções PF tem a seguinte inter- 


pretação geométrica. Um ângulo sólido elementar é definido por 
dQ = dS/r?, 
onde dS é um elemento de área de uma esfera de raio r. No sistema esférico, 


dS = r dô rsenô dy, 


de maneira que 
dQ =sen 9 do dy 


ritas 


e as integrais mostradas acima podem ser consideradas integrais sobre O ângulo sólido e esc 


simbolicamente como 
Ae Í KOYA (m= 0), 


AR = Í, Mr (m #0). 


9.9 FUNÇÕES ESFÉRICAS DE BESSEL 


Continuemos a investigação das EDP de onda e de Helmholtz no sistema de coorde- 
nadas esféricas. De acordo com os resultados da Seção 9,8, a equação radial deve ter 


o aspecto 


a(R) + -IIADR=0 (l= 0,1,2.) 


Se fizermos a substituição x = kr [y(x) = R(r)], esta equação se reduzirá a 


2 
xX 


d'y dy p2 E 
PTE + 2x Jx T pe? — (I+ Dl = 0. 


ção diferencial são conhecidas como funções esféricas de Bes- 
de Neumann, de ordem l, representadas respectivamente por 


destes nomes é que uma substituição 


y) = u)v x 


As soluções desta equa 
sel e funções esféricas 
ji(x) e nı(x)*. A razão 


ão definida na superfície de uma esfera 


tÉ evidente que f(8, &) pode ser considerada como uma funç 


($ = longitude, 9 = colatitude). 
*Veja, por exemplo, Webster, PDE of Mathematical Physics. 
+Veja a Seção 3.5, Exemplo 1, para uma solução de Frobenius no caso ESti 
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reduz nossa equação à forma 


d? ld [+ 3) 
+ Hfi- CER] = 0 U=0,1,2,..), 


dx? © x dx 


que é reconhecida como a equação diferencial de Bessel de ordem / + 1/2. Segue-se 
que as soluções da equação diferencial original podem ser escritas na forma 


Ji+1/2(x) J-1—112(x) 
= C ZHY L c, aan), 
yx) 1 VE +C A 


e se a função esférica de Bessel jı (x) for definida como sendo uma solução finita 
quando x = 0, segue-se que deve ser um múltiplo de J; + 1x) Vx. O fator de propor- 
cionalidade é geralmente escolhido como sendo 7/2 (para a razão disso, veja 
abaixo), de maneira que 


jx) = V'm/2x Ji r2(X). 


A relação de j, (x) com as funções de Bessel nos permite expressar jı (x) em termos de 
jdx). Da fórmula (veja a p. 362) 


Jun) = —x d [e], 


dx| x” 


segue-se que, se fizermos u = |! + 1/2 e dividirmos por x! + *2, então 


Japa) _ _ 1 d |J], ja 1 d| jiw], 
xlt3/2 x dx| xl+!12 


x!+1 x dx 


Principiando com ! = 0 e aplicando ! vezes esta fórmula, obtemos* 


l 
jx) = x! (- 1 a) Jx) U=1,2,3,..). 


Esta fórmula define, de maneira única, todas as funções jı, uma vez escolhida a função 
jo. Nossa equação, quando / = 0, é 


dy 2 dy 
dx? © x ds T5 


Resolvendo esta equação, pelo método de Frobenius ou por um outro método, acha- 
mos que as funções sen x/x e cos x/x estão entre as soluções. E costume definir 


jo(X) = sen x/x, 


e a comparação com Jx) mostra que 


jo) = Vr/2x Ji12(x), 


o que explica o fator 7/2 mencionado antes. 


*Compare com uma fórmula semelhante para J m(x) na p. 362. 
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As funções esféricas de Neumann n(x) são geradas semelhantemente a partir de 
ndx), por meio de 


1 l 
n(x) = x’ (- x A no(x) (I = l, 2, 3, . > 
e é costume definir 


no(x) = — cos x/x = — Vr/2x Joya(x). 


As primeiras funções j, (x) e nı (x) são: 


jo(x) = “DX, 
X 
ho) = EF a, 
Ja(x) = (5 — H senx — = cos x, 
J300) = (5 — 5) senx — (5 — n cos x, 
e 2a 
mo) = — A SEA, 
na(x) = — G — 5) cos x — Žsenx, 
n(x) = — É — £) cos x — (5 — H senz. 


Observação. As funções esféricas de Neumann estão relacionadas com as funções de Neumann 
definidas na Seção 9.10 por meio da fórmula nyx) = Vrf?x N, + 1dx).* 


Exemplo 1. Ondas sonoras são geradas no interior de uma cavidade esférica de raio a. 
Desejamos investigar as configurações das ondas estacionárias no interior da cavidade 


e suas frequências. 


Solução. O problema pode ser formulado em termos de potencial de velocidade (veja a 
Seção 8.9), que deve satisfazer a equação de onda? 


2, 19% 
"eat 


Ee = as 
*Não é difícil verificar que N, + ı{x) é proporcional a J- -,4x). No entanto, isso é verdade somente se |! é um 
inteiro (veja a nota de rodapé da p. 393). p z à g 

tSuporemos que a fonte sonora é retirada no instante £ = 0 e que o ar na cavidade vibra livremente. 
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sujeita à condição de contorno 


dp 


or 
T=0 


Estamos procurando soluções da forma 
plt, t) = Walr)e a! (w = ko), 
de maneira que W, (r) deve satisfazer 


Vpt ka= e Ml =o 
Dos resultados da Seção 9.9, segue-se que (p. 382) 


o l 
y(r) = D Ril) fcio Yro(9, A + E CRP YERDE, 0) + Clm Yim (0, O] 


m=0 


onde as funções Y;m são harmônicas esféricas e as funções R, (r) devem satisfazer a 
equação diferencial 


df dR 2.2 X = 
aq, RI) + [kèr -K+ DR=0 (U=0,1,2,..0). 
A solução geral desta equação será 


Rr) = Aij(kr) + Binilkr). 


Como a função n, (kr) não é finita, quando r = 0, ela deve ser desprezada fazendo B, = 0. 
Os valores permissíveis de k são determinados a partir da condição de contorno, que 
agora se reduz a 


d = 
TEA mo = O 


As raízes de (dldx) Ji (x) podem ser encontradas em tabelas. Por exemplo, as raízes de 
(dida) jı (ra) são dadas na Tabela 9.2 (n refere-se à n-ésima raiz). Os valores corres- 
pondentes de k para nosso problema são, então, dados por 


MAIn 


kin = 
i a 


e as freqüências correspondentes são dadas por 


CTa&In 
a 


Win = 


O modo com a mais baixa freguência é quando | = 1, n = 1.* Ele possui degeneres- 
cência tripla 


2 a 
*O caso l = 0, n = 1 conduz a «fr, t) = constante, que pode ser mantido na solução, mas não corresponde 
nenhuma onda sonora física (lembre-se de que y = -grad (). 
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Tabela 9.2 
i n Qin 
0 | 0,0000 
1 1 0,6626 
2 1 1,0638 
0 2 1,4303 
3 1 1,4369 


com distribuições angulares 


F 3 
Yio = ER a YP = g sent cos ġo YP = [è senoseng 


e a função radial ji(kıw). O próximo modo será com! = 2, n = l; ele possui uma 
degenerescência de quinta ordem (Foo, VS, YG, Y% e Y e a função radial jkr). 
Há, então, um modo não-degenerado (! = Oen = 2, com jokoz), etc. 

A solução completa do problema é dada pelo desenvolvimento (alguns dos deta- 
lhes são omitidos por brevidade) 


e(r, t) = 2 2 2 jukr) Yim(0, OA a + Cime): 
n l m 


Os coeficientes C „ım (em verdade, Cno Cit Cim, etc.) poderiam ser determina- 
dos a partir das condições iniciais, que deveriam especificar a distribuição inicial do 
potencial de velocidade y(r, 0) e sua derivada em relação ao tempo dp/ar(r, 0) (que é 
proporcional à mudança fracional em densidade). 


Exemplo 2. Uma esfera sólida de raio b possui uma distribuição inicial de temperatura 


u = udr), e sua superfície se resfria segundo a lei do resfriamento de Newton (por 
convecção) 


= +h(u-u),,=0 (h = const), 


em que u, é a temperatura do meio circundante. Descjamos determinar a temperatura 
no interior da esfera. 


Solução. A distribuição de temperatura u(r, 0, $, t) satisfaz a equação de condução do 
calor 


?Veja, por exemplo, Carslaw e Jaeger, Conduction of Heat in Solids, Seção 1.9. 
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Como u deve possuir* simetria esférica em qualquer instante, temos u = u(r, 9. A 
separação de variáveis u = RT no sistema esférico fornece 


dT 2 l df 2dR 
= — ES = AR =0. 
dt Ta Pa dr ii 

Por considerações físicas, à não pode ser negativo. Se À = 0, então tanto T(t) quanto 
R(r) são cõnstantes (R deve ser finito emr = 0). Se à > 0, então 


T(t) = ETR R(r) = jolkr) =sen kr/kr (k = VA). 


Os valores permissíveis de k devem ser determinados a partir das condições de con- 
torno. Temos aqui um pequeno problema, que surge devido ao fato de que a condição 
de contorno é não-homogênea; esta condição, em verdade, é 


ð 
E + hu = hu, = const. 


No entanto, de nossa experiência com o Exemplo 2, Seção 9.7, podemos atacar esta 
dificuldade mudando a escala de temperaturas, fazendo u — u, = v (nova temperatura), 
utilizando o fato de que a nova variável v satisfará a mesma EDP e a condição de 


contorno homogênea 
Ou 
a t+ hu, = 0. 


Por conseguinte, exigimos que cada função característica jdkr) satisfaça a condição de 
contorno para v. Temos 


d. k) = d (senk) _ _senkr , kcoskr, 
gr ddr) = ke kr? kr 


A condição de contorno fornece 


senkb |, cos kb senkb _ 
ne to» tt —* 


No caso geral, isto é, quando Ab + 1, esta equação pode ser reescrita sob a forma 
tg kb/kb = 1/(1 — hb) 


e deve ser resolvida numericamente. O caso especial hb = 1 pode ser tratado explici- 
tamente. Ele implica que cos kb = 0 e, portanto, k = n7/2b, onde n = 1, 3, 5, -> 

A natureza do espectro no caso geral é facilmente mostrada pela solução gráfica 
da equação dos autovalores. Façamos kb = x, 1/(1 — hb) = a, e esbocemos as curvas | 
y =tgxey = ax. As interseções destas curvas (Fig. 9.4)t 


* Aceitaremos este fato como verdadeiro. Veja também a p. 617. 
tSupusemos que a < 0. 
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Fig. 9.4 


fornecerão as raízes desejadas (é necessário considerar somente as raízes positivas). 
Por esta construção gráfica, fica claro que há um e somente um autovalor no intervalo 
entre n7/2b e (n/2 + 1)X(r/b), em quen = 1,3, 5, .. Também, as derivadas de ordem 
superior parecem ser quase iguais a (n/2 + D(m/b), n = ímpar, dadas pela fórmula 
assintótica 


kn (n/2 + D(r/b) quando-n> % (n = inteiro ímpar). 


A solução de nosso problema se escreve, agora, na forma de uma série 


oo 
senkar —a?k? 
or, D = È ASR ato 
n=1 nf 


Para determinar os coeficientes A É, usamos a condição inicial, que fornece 


n=1 


co kn co g 
uo(r) — uy = 2L An K F T= 2L Anjolknr). 
n=l n 


Da equação diferencial satisfeita por jdkw), segue-se que estas funções são ortogonais 
no intervalo (0, b) com peso r2. Por conseguinte, podemos multiplicar ambos os lados 


por r3dkmt) e integrar sobre (0, b) com O resultado 
b b A 
Ji o) — in? jolknr) dr = Am J, PUn? dr. 


A integral de normalização pode ser deduzida pelas técnicas padrões, por exemplo, a 
partir da equação diferencial, como na Seção 9.7 (para as funções de Bessel). Neste 
caso particular é, talvez, mais simples utilizar as funções trigonométricas 


: É 2 Sen? km? 1 f 2k rd 
. 2 m = — 
l rUolknr)}? dr al r Er dr E sen mr dr 
lr eaa) 1 
a Re = — [2kmb — mb). 
- k2 [5 4km Jo E Kamsen did) 
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Isso fornece os coeficientes A, e a solução será da forma 


co 
u(r, D = m + D An SEK patrão 


n=1 kn ? 


onde 


b 
A, = Mk Jo [uo(r) — uil? jo(knr) dr 
2kab — sen2k,b ` 


9.10 FUNÇÕES DE NEUMANN 


Considere as vibrações livres de uma membrana da forma de um anel circular (a =r <b), 
engastada ao longo de todo o seu contorno. O deslocamento u(r, 0; t) deve satisfazer a 


EDP 
19 („ðu pl ul o?u 
r or ðr r2 902 c? dt? 


e as condições de contorno 
u(a, 0; t) = 0, u(b, 0; 1) = 0, 


em que a é o raio interno e b o raio externo da membrana. O tratamento do problema 
pelo método da separação de variáveis segue estreitamente O Exemplo 1, Seção 9.7 
(membrana circular). Um modo característico dado por 


uslr, 0; t) = eT OOR) 
tem que possuir o fator © da forma 
O(0) = Am cosmo + Basen mo (m =0,1,2,...) 
e o fator R da forma 
R(F) = Cilnlkr) + CoNn(kr) (k = w/c), 


em que Jm € Nm são as funções de Bessel e de Neumann* de ordem m. Como o ponto 
r = 0, em que Nm possui uma singularidade, não está sobre a membrana, não há ne- 
nhuma razão para rejeitar a função de Neumann. Em verdade, necessitamos realmente 
do termo que contém Nm, pois temos que satisfazer as duas condições de contorno: 


Cilnlka) + CoNn(ka) = 0, 
Cilm(kb) + CoNm(kb) = O 
e isso seria, em geral, impossível, se C, = 0. 


Exercício: Demonstre esta afirmação. 


Nosso problema exige, portanto, o estudo das funções de Neumann ou, mais g€- 


ralmente, o estudo das soluções da equação diferencial de Bessel 


*Veja a p. 362. 
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dy 1 dy m? 
dx? 1g+(1-2)v=0 (m = 0,1,2, ...), 


que são linearmente independentes de J m(x). 

Em nosso estudo da equação diferencial de Bessel, na Seção 9.7, limitamo-nos às 
funções ja (x) €J-u (x), que são linearmente independentes desde que q não seja inteiro. 
Se u = m é um inteiro, temos 


Jml) = (= 1)"Jm(x) 


e devemos procurar a segunda solução sob a forma* 


yE) = lgx E ext + DS apt”, 
n=0 p=0 


Na Seção 3.5, Exemplo 5, destacamos um caso especial (m = 0) de um tal cálculo. 
Mostramos que a série 


oo 
L ceaxt t” 


n=0 
deve ser um múltiplo de Jdx). Fazendo-a igual a J(x), determinamos a segunda série 


Dat = oa) = 52-54 + a — 
p=0 


e definimos a função de Bessel de segunda espécie de ordem zero por 
Yo(x) = log xJo(x) — v(x). 

Esta não é a única escolha para a segunda solução. Uma função 
309) = Ci Yox) + Cadol), 


com C, + 0 satisfaria a equação diferencial e seria linearmente independente de J dx). 
A experiência mostrou que é bem conveniente escolher a segunda solução como sendo 


No) = (7/9009) + (Y — log 20x), 


conhecida por função de Neumann de ordem zero. O número y é a constante de 
Euler-Mascheroni (p. 143). Uma vez definida Ndx), podemos gerar funções de Neu- 
mann de ordem superior a partir dela. Com efeito, podemos definir N (x) pela mesma 
fórmula (do tipo da de Rodrigues), que foi usada para gerar as funções esféricas de 
Neumann (Seção 9.9): 


Podemos, agora, verificar que as funções N m satisfazem a equação diferencial de Bes- 
sel de ordem m e são linearmente independentes das funções J m(x). 


“Veja a Seção 3.5, Exemplo 4. 
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Exercício. Mostre que a função Nx) satisfaz a equação de Bessel de ordem m (Sugestão: De. 
duza, em primeiro lugar, as relações de recorrência da p. 394.) 


As vantagens das funções Nm sobre outras soluções possíveis para a equação de 
Bessel originam-se das considerações de seu comportamento assintótico, OU seja, sua 
forma aproximada para valores grandes de x. 

Observando as primeiras funções esféricas de Bessel j, (x) (veja a p. 385), podemos 
verificar que, para valores de x grandes, estas funções se comportam como 


+sen x/x ou +cos x/x 
(pois os outros termos contêm potências superiores negativas de x). Como 
IO) = v m/2x Ju 2(X), 
segue-se que as funções J; + (x) se comportam assintoticamente como 


2 senx 2 cosx 

dad is rá ER 

T yx T yx 
Verificamos se as funções de Bessel de outras ordens possuem propriedades semelhan- 
tes. Para isso, façamos y = u(x)/ Vx na equação diferencial de Bessel, e obteremos a 


equação para u(x): 
du Ki 
aa — 4 ])u=0. 
dx2 + (1 x2 


Assim, o termo com a primeira derivada foi eliminado (veja Seção 3.6) e vemos que, se 
x for suficientemente grande (u é fixo), então o termo (u? — 1/4)/x? poderá ser negli- 
genciado quando comparado com um, e a equação para i poderá ser aproximada por 


ou 


du/dx2 +u=o0, 


donde se segue que u(x) deverá comportar-se como uma combinação linear de sen x e 
de cos x, ou, O que é o mesmo, como cos (x + 8). A fase define uma solução particular 
da equação de Bessel. Uma análise rigorosa (omitida aqui) mostra que as funções J, (x)€ 
J.u (x) possuem as seguintes formas assintóticas:* 


2 1 
Jx) — VÊ cos (< F o — z) + 0 (==) (x = real), 


em que O( 1xº2) significa uma quantidade menor do que C/x3'2, onde C é uma constante 
positiva (veja nota de rodapé da página 355).* 

A fórmula assintótica mostra que a diferença de fase ô entre J, (x) e J -u (X)é igual à 
Tu. e que quando m —> m (m inteiro), esta diferença se reduz a um múltiplo de T, 
tornando suas formas assintóticas iguais a menos de um fator +1. Isso reflete a relação 
Sox) = (= DJ a(x) (p. 391). z 
"a A análise da forma assintótica sugere uma idéia natural de construir uma solução 

equação diferencial de Bessel, que se comporte assintoticamente como 


x E a did 
Cautela: Esta fórmula não é, em geral, válida, se x for complexo. 


*Em outras palavras. substitui 2 A 
H stituindo Jud x) por sua forma assi Ótica ch a 
an p intótica, © K o que A 
constante C, em verdade, não é mai ica, cometemos um erro menor do q 
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Em 
N2sen (x — z — à) (para x real). 


Como sen (x — 1/2 — 7/4) é linearmente independente de cos (x — mu/2 — 7/4) para 
todos os valores de u, esta solução deveria estar livre da dificuldade que tivemos com 
J -u (x), quando p é um inteiro. Além disso, esta solução terá uma relação assintótica fixa 


com Ju (x), estando sempre 90º fora de fase com ela. A solução desejada é construída 
como segue 


sen(t— a) = Acos (t — a) + Bcos (t + a), 
e exigimos que A e B possam depender de «, mas não de t, obtendo 
A = cot 2a, B =-cossec 2a. 
Fazemos 
t=x— n/4 e a=rt/2 
e concluímos que, se a função de Neumann N, (x) for definida port 
. N (x) = cot urJ,(x) -cossecurJ (x) — (u É inteiro), 


segue-se, então, que 


e que N, (x) é linearmente independente de J, (x), pelo menos se p não for um inteiro. Se 
u for um inteiro, a fórmula acima para Nu(x) se tornará indeterminada. O procedi- 
mento lógico é, então, definir N (x) por 


cos mudo) — J-u(x) 


Nao) = lim Nx) = lim Re 


“Sm HSM 


Calculando o limite pela regra de L'Hóôpital, obtemos 


Diferenciando a série de Frobenius de J, (x) e de Ju (x) com relação a u, podemos 
obter a série de Frobenius de Nm(x). O cálculo é rotineiro (embora um pouco maçante) 


e fornece* 


+Observe que se p for um meio-inteiro (4 = l + 1/2), então 
1+1 
Nipi) = (21) J—i-172(%). 


*A constante de Euler-Mascheroni y surge da diferenciação de I/T(n + a + 1). A derivada logarítmica da função 


gama é 


PO 1 $ (4). 
y) = T@S T È Gtr) 
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l x a | 1A —n—1} —m+2n 
Nmn(X) = 1h log 3 + 2y — 2 1] Jml x) — = 2 (mao (5) +2 
o 1& (— 1” [ n 1 1 TOMIE 
ra (n+ mn! È (t+ z) 2 


Por meio desta expressão, vemos que N (x) possui um ponto de ramificação na origem 
(devido à presença de log x), e que, para pequenos valores de x, comporta-se como 


25 l 


Nax) ~ — Tim — 1) x” (x => 0). 


A exceção é a função Ndx), que não possui potências negativas de x, e que, para 
valores pequenos de x, comporta-se como 


No(x) ~ 2 log x (x — 0). 


É também rotineiro verificar que as funções Nm, como definidas acima, satisfazem a 
fórmula do tipo de Rodrigues citada anteriormente, de maneira que ambas as soluções 


são equivalentes. i 
As funções de Neumann satisfazem várias relações de recorrência, como, por 


exemplo, t 


Nai) + N = ENO), 


Nusi(X) = E Nil) = INO) ; 


Na = E No) + O, 
N, 
AAN = Mm) EDNO = — De, 


Algumas das integrais indefinidas mais importantes serão 


2 
J [Nox dx = 5 NA? + IMN), 
fimose dx = X iNe + Nm 100) Nm— 0) (m =Æ 0), 
f ros dx = xNi(x), fno dx = — N(x). 


das na Fig. 9-5. 


As três funções de Neumann de menores ordens (inteiras) estão ilustra à E 
ual digressamo 


Voltemos agora ao problema da membrana em forma de anel, do q 


tEstas são exatamente as mesmas que as fórmulas de recorrência para as funções Ju (x)- 
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0,4 


Funções de Neumann 


Fig. 9.5 Funções de Neumann. 


para estudar as funções de Neumann. As fregiências características œ = kc são de- 
terminadas pelas condições de contorno, que exigem que 


Cilulka) + CoNnlka) = 0, Ciln(kb) + CoNm(kb) = 0. 


Estas equações possuem uma solução não triviais C, e Cz, somente se o determinante do 
sistema se anula: 


Jnlka)Nm(kb) — Jn(kb)Nn(ka) = 0. 


As raízes positivas desta equação transcendente determinam os autovalores. Como 
esperado, há um número infinito de tais raízes, e estas podem ser numeradas por 
meio dos inteiros n = 1,2, 3, . . ., fornecendo uma dupla infinidade de autovalores 
Kmatm=0,1,2,...,n=1,2,3,...). A partir das equações de C, e Cz, segue-se que 


C: Jm(ka) | Jm(kb) 


Ci Nulka) — Nm(kb). 


de maneira que as funções características radiais podem ser escolhidas, por exemplo, 
como sendo 


Ran(r) = N m(kmna)Jm(kmnr) E Jm(kmna)Nm(kmnr). 
Estas funções não estão normalizadas, mas são ortogonais (baseadas na teoria geral de 


Sturm-Liouville). O movimento arbitrário da membrana anular pode ser representado 
sob a forma de uma série dos modos característicos: 


u(r, 0; t) = 3 3 Rantr) EA a cos mô + BmnSenmo) + CC, 


m=0 n=l 
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onde CC significa complexo conjugado. Os coeficientes (complexos) A mn € Bm, pod 
ser obtidos por um método semelhante ao usado para o caso da membrana E 
(Seção 9.7). ar 


9.11 FUNÇÕES DE BESSEL MODIFICADAS 


Exemplo: Considere um cilindro sólido circular de raio b e comprimento L. As base 
do cilindro são mantidas à temperatura zero, enquanto que sua superfície lateral : 
mantida a uma temperatura constante (e positiva) 4. Desejamos achar a distribuição de 
temperaturas em estado constante no interior do cilindro. 


Solução. A equação usual da condução do calor 


1 ðu 


V?u = —— 
á a2 ðt 


simplifica-se agora com a exigência de que a temperatura seja independente do tem- 
po*, e reduz-se assim à equação de Laplace Vºu = 0. Usando coordenadas cilíndricas, 
podemos formular o problema da função u(r, 8, z) por meio das seguintes condições: 


1 ð f ðu 1 ðu ðu 
lif, ratio O, 
u(b, 0, z) = 41, u(r, 0, 0) =: u(r, 8, L) = 0, 
u(r, 0, 2) tem período 27 em relação a 0. 


Separando as variáveis (u = RQz), obtemos 


dZ dO 
de = AZ, “do? =, AO, 


d/ dR de] 
E — *|1R=0. 
dr (- i) T E ++ 
Da maneira usual, podemos concluir que 
`A = —n2r?/L? (n=1,2,3,...) 


Ao = —m? (m = 0,1,2,3,...). 


*Na prática, isso acontece ili à a mpo sufi- 
: ` se o cilindro fica exposto às condi as durante um te 
cientemente grande. p s condições de contorno dad 
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Esta equação difere da equação de Bessel de ordem m, 
dy 1d m 
Ta = l- — =0 
dx? Tx dx + E db 
somente devido ao sinal de um termo. Em verdade, se tivéssemos feito a substituição 
complexa nar/L = iz, teriamos obtido verdadeiramente a equação diferencial de 


Bessel em z [(x) = w(z)] 


2 2 
a t+(1-T)v-o 


dz? " z dz 
Segue-se imediatamente que as soluções de nossa equação para y(x) são 
Imlix) e Nm(ix). 
Como se apresentam, estas funções nem sempre são reais. A fim de corrigir isso, é 


costume definir a função de Bessel modificada de primeira espécie,* por meio da fór- 
mula 


LO) = Edi. 


Esta função é sempre real (mesmo se p não é um inteiro). A série de potências para 
Ju (x) (p. 360) !fomece imediatamente a série de potências para J „ (x): 


co l h 
= etk 
1,00) 2 kr(u + k + 1)20+2 


As funções 1, (x) possuem sua própria tabela de fórmulas de recorrência, as mais impor- 
tantes das quais são 


a) — hne) = EI), 


dt, 
hot) = — Eno) + ZO, 


hot) = ERa) + ŽO, 


Ele O = x), E ES) s sao, 


A forma assintótica (veja a p. 392) será 


real). 


S" 1 
I(x) ~ NT € +o (a) (x 


A segunda solução de nossa equação diferencial não é finita na origem. Como no 
caso das funções de Neumann, é desejável, para muitas finalidades, ter uma solução 


sa ação um 
“Alguns autores us ã imaginári i ; 

T am o termo função de Bessel de argumento imaginário para I, e K, (veja a seguir). O no 
funções de Bessel hiperbólica é também usadado frequentemente. i guir) me 
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que se comporte assintoticamente como eZ/N'x. A escolha mais comum é à função de 
Bessel, modificada de segunda espécie, definida por* 


T I(x) E I(x) 


K(x) = 7 SET (u + inteiro), 


Se u é um inteiro, então o processo usual de limite será empregado (veja a P. 394) 
fornecendo 


(IT | 3a) 9100) 
Km(x) S 2 | du = ðu Eno 


Usando a série de potência para lu (x), podemos obter a série de Frobenius para 
K X): 


Ka (x) = (= DH [ioež -È 1] Im(x) 


k=1 


1a! a(m>n— 1) G) 
t32 CD n! 2 


CUS È ( E ms) PM (m = 0) 


+a Lumen 2 
e 
K(x) = — log 5 To(%). 
| Ko K, lo L 


Funções de Bessel modificadas 


t + |x 
l 2 3 


Fig. 9.6 Funções de Bessel modificadas. 


“Lu (x) está definida por PJ u(ix). Se u = m (inteiro), então 1. (x) = Im (x). 
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As fórmulas de recorrênciá para as funções K, diferem ligeiramente daquelas para as 
funções Ju: 


Kel) — Kuna) = — E KO), 


dK, 
Kusi(X) = E Kœ) = dK), 
K, 
Ka = -EKO — OD, 


AKON = =K) 


dx| x! xe 


a [80] = — Eal, 


A forma assintótica é 
K(x) ~ 72x e + 0(1/xº). 
As funções Im € Km de ordens mais baixas estão esboçadas na Fig. 9.6. 


Voltando ao nosso problema da condução de calor através de um cilindro, pode- 
mos representar as funções radiais* sob a forma 


Rmn = Amnln A + BmnKm (=) (m = 0, l, 2, siine te = l, 2, 3, “5 ). 


Como as funções Km não são finitas em r = 0, elas devem ser abandonadas. Além 
disso, como a condição de contorno u(b, 0, z) = u, = constante possui simetria axial, é 
claro que a solução será também axialmente simétrica, o que significa que somente as 
funções características relativas a m = 0 intervirão na solução.* Então, 


Oo(9) = const, Z,(z) = sen“ 2 


- nTZ n 
‘u(r, 0,2) =D Ansen ho ka . 


n=1 


Os coeficientes A, são obtidos usando a condição de contorno, que fornece 


m= > Ansen “T To (A) 


n=1 


representando a série de senos de Fourier para a função u, = constante. Portanto, 


*Observe que 2 equação radial não é uma equação de autovalor. As constantes de separação já se acham 


determinadas. 
+ Esta observação nos poupa o trabalho de escrever uma série dupla em m e n, de usar a condição de contorno, 


integrar s em relação a 0, e concluir, ao fim, igualmente que a Am = 0, a não ser quem = 0. 
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L é 
Anlo (7) E aJ ma e E in, 
0 


L L L (0) (n = par), 
e 
4 & 1 I(nmr/L)sen(nmz/L), 
ur) = dn Totb/L) 
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PROBLEMAS 


1. Considere o seguinte problema de Sturm-Liouville: 


2 
d y(x) + ayx) =0 (0<x<bD), 


dx? 
ary(a) + a2y' (a) = 0, 
biy(b) + b2y'(b) = 0, 
com três casos distintos: 
a=-b=0 axo  bz%#0, D 
az= bz=0, a1#0, bixo, (D 
O axo  bi#0, brx0. (UI) 


a) Sem determinar explicitamente os autovalores e as funções características, demonstre, 


detalhadamente, a ortogonalidade das funções características não-degeneradas, em cada 
um dos três casos. 


b) o caso III, determine a forma das funções características e mostre que os autovalores 
evem ser soluções da seguinte equação transcendente: 


tg (b og VA = (biaz = bza DVA 
aıbı + az2b2) 
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Sugestão: Escreva a solução sob a forma Ay (x) + Byx), aplique as condições de con- 
torno e imponha a condição de que uma solução não-trivial deve existir para as constantes 
A eB.) 

2. Considere o seguinte conjunto de funções: 


Nuasen(nmx/a) (n = 2,4,6,...), 


L3; Siri): 


Formule o problema de Sturm-Liouville para o qual estas funções servem como funções 
características. Determine as constantes de normalização N„. Desenvolva uma função f(x) de 
sua escolha em uma série 


Pn(x) = i 


Nn cos (nmx/a) (n 


SO) = D exe. 


n=1 


w 


. Algumas integrais que envolvem os polinômios de Legendre podem ser obtidas a partir de 
várias fórmulas de recorrência. Por exemplo: 
a) Integre a relação (a) da p. 349 para mostrar que 


1 
f Peo ax = È= q>, 


t+1 Ed 
b) Deduza a relação P/,, — Př- =(21 + DP, integre e mostre que 
i (0) ( 
Poi(O) — Pr(0) 
P dx = > 1). 
f (x) dx T 0> 1) 
c) Demonstre a equivalência destes dois resultados e mostre explicitamente que 
1 (l= 0), 
f 0 U=2,4,6,..), 
Px) dx = 
paa Ta U= 1! 


— — n (U=1,3,5,...). 
D ENN, ) 
2 ` 2 j 
d) Você pode mostrar que isso é também equivalente à forma dada na p. 358? 
4. Usando um método conveniente (por exemplo, integrando a fórmula de recorrência da p. 
348), calcule a integral E xP/x) dx. Usando este resultado, mostre que o desenvolvimento de 
Fourier-Legendre da função fix) = || será 


k=- È ent BAND pq 


1=2,4,6,... 2! (+) | (EP) ] 
2 ` 2 ` 


5. As integrais 


C. 
Biblioteca Sl 
Comunitária — 


1 
= A XPl)dx (m2) 


ocorrem em muitas aplicações dos polinômios de Legendre. 
a) Multiplique a fórmula (b) da p. 349 por x” e, integrando por partes, deduza a relação 
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Im-1.141 = sf (m 2 1,1 > 0). 


b) Efetue operações semelhantes com a fórmula de recorrência (p. 348) e use o resultado 


acima para mostrar que 


res e 
t= m+i+l 


c) Calcule as integrais Imo € Im: por meio de integração elementar, e use a fórmula acima para 


deduzir o resultado 
mim — De: (m — 1+ 2) 


1 
sil x”P (x) dx = m+I+Dm+AI— Dm 1+3) 
(m > l,l > 2). 


d) O produto 1:3:5-7:::(Qn — D(2n + 1) é frequentemente representado por (2n + 1)!!. 
Usando esta notação, mostre que 


o m! (m-1+D! 
= m-f D! Mm+IAD! ma biz). 


Imi 


6. O conjunto de polinômios U (x) é definido pela função geradora 


1 o a 
G(x, t) = I DR = x! U(x). 


Deduza a relação de recorrência entre Un + » Un € Un - 1; distingua cuidadosamente os 
seguintes casos 


(I) n> 2, AD n=1, e (TD n = 0. 


7. No problema precedente, mostre que Udx) = 1. Usando a fórmula de recorrência, escreva os 
seis primeiros polinômios (n < 5). Mostre, para todos os valores de n, que 


Vl) =n+1, Ua(—1) = (—1)"(n + 1), 
0 (n ímpar), 

U, (0) = 

(0) (—1)"/? (n par). 


8. Resolva o problema tratado na Secção 9.6, supondo pedido o potencial cletrostático fora da 
esfera. Mostre que um problema semelhante pode ser resolvido se a função g(a, 6) (P- 353) 
for uma função arbitrária de 0. 

9. Usando a série complexa de Fourier da p. 363, ache a seguinte representação integral para as 
funções de Bessel de ordem inteira 


O 


-=F 


Como J„{x) é uma função real, conclua também que 


12. 
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r 


1ı f7 1 
Ino) = E / cos (xsen 8) cos mô do + z f sen (x senf) sen mô do. 


Além disso, mostre que J „{x) é par ou ímpar, segundo m par ou ímpar, e, a partir deste fato, 
deduza finalmente que 


1 r 
if cos (xsen ĝ)cos mô do (m = par), 


JmX) = 


l r 
a sen (x sen 6)senmô do (m = ímpar). 


. A integral de normalização para a série de Fourier-Bessel, com condições de Dirichlet, foi 


encontrada nas páginas 364-365. Obtenha uma integral semelhante para as condições de 
Neumann e mostre que, no desenvolvimento 


fm) = S bed ( m) (m > 1), 


n=l a 
em que Bmn é a n-ésima raiz de Jj/x), os coeficientes b, são dados por 


2 Jo Hr)rJnBmn(r/a)] dr 
a[l — (m2/820) Bm)? 


bn = (m > 1). 


. Observe que surge uma dificuldade na fórmula do problema precedente, quando m = 0, pois 


uma das raízes deJ'dx) é x = 0. 
a) Mostre que, no caso k = 0 e qu = 0, a equação radial original (p. 359) 


2 2 
CR LAR, (E Ran 


dr? r dr r2 


admite uma solução não-trivial, satisfazendo as condições de Neumann. Ache esta solu- 
ção. 3 
b) Mostre que a solução achada em (a) é ortogonal, com peso r a todas as funções de Bessel 


JolBodrla)) com Bon + 0. x » 
c) Adicionando esta solução ao conjunto JolBor(r/a)] e supondo que este conjunto aumentado 
é completo, formule, com detalhes, a técnica do desenvolvimento de Fourier-Bessel para 


este caso. 
Um cilindro muito comprido (infinito) e de raio b possui uma distribuição inicial de tempera- 


turas com simetria radial: u(r, 0; 0) = udr). Supondo que a superfície lateral do cilindro esteja 
isolada, mostre que 


b 
so r = 2 a?t/b? 
u(r, t) = | uo(r)r dr + x CaJo (go z) ePi ; 


onde 


13. Investigue a propagação de ondas sonoras ao longo de 


ET Vo(Bo 2 


s dos Problemas 10 e 11 acima.) 
um tubo cilíndrico de raio b (este 


problema é análogo ao do Exemplo da Seção 8.9). Em particular, 


[Sugestão: Consulte os desenvolvimento 
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a) mostre que a onda plana sempre se propaga. 
b) mostre que a frequência de corte para o modo seguinte é 


w = q11C/b, 


onde a, = 3,832... é a menor raiz não-trivial de J (x). 


. Mostre que uma solução geral da equação de Laplace VZp = 0 em coordenadas esféricas, 


válida dentro da esfera r < a, pode ser representada sob a forma 
o l l 
elr,0,ġ) = 2 2L (Aim cos mg + Bimsen mg)r Pi(cos 0). 
1=0 m=0 


a) Supondo que a condição de contorno g(a, 0, &) = f0, $) foi dada, escreva fórmulas para 
Aim € Bim, prestando atenção especial ao caso m = 0. 
b) Qual a solução análoga de Vºp = 0, válida fora da esfera? 


. Uma esfera seca e porosa de raio a está imersa em um líquido que se difunde no interior da 


esfera, segundo a EDP achada na Seção 8.4. A taxa segundo a qual o líquido penetra na 
superfície da esfera (a densidade de corrente) é igual a Co — C), onde C é a concentração do 
líquido no interior da esfera, junto à superfície da mesma, Co é à concentração de saturação, e 
a é uma constante. Mostre que a concentração C é dada por 


2Coa <A senguna —u2Dt 
C(r, t) = Co — DD — z  SeNunr "e , 
Dr n=l Hn 


onde pn são as raízes da equação pa cot pa = 1 — aalD. 
16. Ache a série de potências para as funções esféricas de Bessel 


o 14+2k 


é k 
HO) = p2 (CD) EA + D 


=0 


onde (2n + D!!=1:3:5:7::: Qa- DE + 1). Sugestão: Se fôssemos usar a série 
de potência de Jı + 1x), você deveria então deduzir a fórmula conveniente 


V'm(2n — DU! 


T(n + 3) = 7 


(n =0,1,2,..), 


usando Nx + 1) = xI(x) n vezes.) 


. As funções esféricas de Bessel aparecem como os coeficientes de Fourier-Legendre de etft, isto 


e 


[e] 


E = D PLH DJEP). 


1=0 


Demonstre esta relação, calculando a integral 


+1 itr 
f e“ P(x) dx 


como segue: 


a ter qui Aa a . ; 
) Desenvolva et em uma série de potências e mostre que as integrais 


+ a 
f | PIO dx 
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se anulam, a não ser quem = | e a não ser que m e | sejam ambos, ao mesmo tempo, pares 
ou ímpares. o 

b) Use o resultado do Problema 5 acima para calcular as integrais e relacione a série de 
potências em € assim obtida, com a dada para jı (£) no problema precedente. 


18. As duas metades de um cilindro condutor infinito de raio a são mantidas nos potenciais +V 


e —V, respectivamente (Fig. 9.7). Compare com o Exemplo na Seção 8.7. 


Fig. 9.7 


19. 


a) Ataque o problema por meio da separação de variáveis. Que tipo de raciocínio de simetria 
pode ser imediatamente aplicado? Discuta o tipo do espectro de autovalores e deduza a 
partir dele o método de solução. 

b) Resolva o problema e mostre que 


00 

2V Jo(kr) senkz 

e(r, z) = A Jolkr) senkz y 
m Jo lolka) k 

A superfície lateral de um cilindro de comprimento L e raio b é mantida à temperatura u, 

constante; suas bases esfriam-se segundo a lei de Newton 5 


a + A(u — uo) = 0 (sobre as bases), 
n 


em que u, é a temperatura do meio ambiente, e ðu/ðn é o gradiente normal externo. Deseja- 

mos achar a temperatura, em estado constante, no interior do cilindro. 

a) Mostre por que pode ser conveniente efetuar uma certa mudança na escala de temperatu- 
ras, e escolha as bases do cilindro como situadas em z = +L/2 (em vez de z = 0e z = L). 

b) Formule o problema e mostre que 


= senYa Iol2Ynr/L)  2Ynz 
ulr, z) = 2(u1 — uo) 2 Yn + senYa cosY, To(27,b/L) eos L 


3 


onde y, são as raízes de tg y = hL/2y. 


10 


Espaços Lineares de Dimensão Finita 


10.1 OSCILAÇÕES DE SISTEMAS COM DOIS GRAUS DE LIBERDADE 


O movimento retilíneo de uma massa m presa a uma mola de constante k é governada 
pela equação diferencial 


2 
dx +ox=0 (w? = k/m). 


Se a massa for solta com condições iniciais não triviais, ou seja, se x(0) e X(0) não 
forem simultaneamente nulos, efetuará oscilações harmônicas com freqüência angular 


w dada por 


x = Acos wt + Bsen wt (A, B = constantes reais) 


ou, alternativamente, por 


x= Ce (C = constante complexa) 


estado do sistema pode ser descrito por uma única função 
x = x(t) 
representando a coordenada da massa m. 


Movimentos oscilatórios semelhantes podem ser também observados em sis 
com vários graus de liberdade. Estudemos alguns exemplos. 


temas 


Exemplo 1. Duas massas estaticamente acopladas io des- 

Considere duas massas m, e ma ligadas por molas e movendo-se com atrito E 
prezível (Fig. 10.1). As posições instantâneas das duas massas são representadas P 
Xı € xa, € suas posições de equilíbrio por x, € x2. É conveniente representar O m 
mento em função dos deslocamentos 
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u(t) = x(t) — x10 u(t) = x(t) — x20. 


Duas forças horizontais atuam sobre m, (Fig. 10.2). São dadas por 


Fi = kıe;, Fio = ke, 


Fig. 10.1 


Fig. 10.2 


em que e, e e são os alongamentos das molas correspondentes. Evidentemente, 
e, =u, €e = U, —u,. À força resultante na direção x é, portanto, 


Fio — Fm = k(uz — us) — ku, 
e a equação do movimento, F = ma, será 

mail + (kı + ku, — ku, = 0. 
Semelhantemente, para a segunda massa, 

müz + (ka + kJuz — ku, = 0. 


Estamos agora lidando com um sistema com dois graus de liberdade. O estado do 
sistema (sua configuração) fica descnto .por duas funções u(t) e udt), que satisfazem 
um sistema de equações diferenciais acopladas. 

A experiência indica que este sistema é capaz de executar oscilações harmônicas 
Pia certas frequências características. Portanto, procuraremos uma solução sob a 
orma* 


*A teoria geral das equações diferenciais acopladas garantiria a existência de tais soluções em nosso caso, mas 
omitiremos esta análise aqui. 
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u(t) = Vje it, u(t) = Upe 't (U,, U2 = constantes complexas), 
Substituindo no sistema e cancelando o fator e-t, chegamos ao sistema de duas equa- 
ções lineares homogêneas: 

[-mw? + (kı + JU, — kU> = 0, 
[-mow? + (ka + k)]U2 — kU, = 0. 


Para obtermos uma solução não trivial, exigimos que o determinante do sistema se 
anule: ' 


- (kı + k) — mw? —k 


et 
—k (ka + k) — mw? 


A fim de facilitar as manipulações algébricas, considere o caso cspecial em que 
m=mo=mek,=k=k Temos, então, 


2k — mw? —k 
det = 0. 
—k 2k — my? 


As raízes desta equação são 
w ="k/m, wu =V3vVk/m. 


Estas são as fregiiências características do sistema. As massas podem vibrar (em mo- 
vimento harmônico simples) somente com estas frequências e em nenhuma outra. 
A fim de acharmos explicitamente o movimento do sistema, substituímos os valo- 


res permissíveis de w nas equações de U, e de U,. Desta maneira obtemos 

UV = U (w = wi) ou U= —U, (w= wə) 
Um dos coeficientes permanece indeterminado, pois as equações são homogêneas. 
Fisicamente, isso significa que o sistema pode vibrar com amplitude arbitrária para 
qualquer uma das fregiiências características. As relações entre U, e U, são essen- 


cialmente as relações de fase entre as massas vibrantes. A primeira fregiiência dá 
origem à solução 


uPA) = Cet, UM) = Cree, 


Qualquer que seja o valor da constante complexa C,, as duas massas vibrarão em fase 
(com diferença de fase nula). Para ver isso claramente, escreva 


Cı = Age (41, 41 = real). 
Então, as soluções reais são 


uP) = Arcos (ot — 6), uP) = A1 cos (ot — bi). 
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Semelhantemente, para a segunda freqiiência, 
uP = Coe te, UP) = — Coe tua 
ut) = Az cos (wat — 4), 
u(t) = — As cos (wat — 42) = As cos (wot — p2 + T). 


, ou, com C3 = Age? 


Neste caso, as massas vibrarão com uma diferença de fase de 180º. 
Cada uma das duas soluções, representadas por pares de funções (w,, u2) é cha- 


mada de modo característico de vibração ou modo normal de vibração.* O sistema 
pode também ter uma solução que é uma superposição dos dois modos normais: 


u(t) = A cos (vit — 41) + Ascos (wat — do), 
u(t) 


Aı cos (wt -= $) = Ás cos (wot Ti &2). 
Que isso é realmente uma solução fica evidente pela homogeneidade do sistema de 
equações diferenciais acopladas. Não é demasiadamente difícil verificar que a forma 


acima representa a solução geral do problema. Um movimento afbitrário das massas 
pode ser caracterizado por quatro condições iniciais: 


ui(O),  ùúı(0),  u2(0),  ù2(0). 
A partir destes quatro valores, podemos obter os quatro parâmetros A,, A», $, € da. 


Exemplo 2. Pêndulos acoplados 


Fig. 10.3 


Considere dois pêndulos com hastes leves (de peso desprezível), de comprimento 
L e de massas iguais a m, ligadas por uma mola (Fig. 10.3). Coordenadas convenientes 
para descrever a configuração do sistema são os ângulos 9, e 8,. A equação do movi- 
mento de cada pêndulo é 


em que 7 é o momento de inércia (1 = mL?), e N é o momento em torno do ponto de 
suspensão. Se os deslocamentos angulares 0, e 8, forem pequenos e fizermos as 


*Análogos aos modos de vibração de uma corda vibrante (p. 296). A corda pode ser considerada como um 
número infinito de partículas que vibrarão todas com a mesma fregiiência em um modo normal. 
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aproximações usuais 
send <= 9, cos6=1 
então, 


N, = —mgL6, + kL%(0, — 01), Nz = —mgL6> + kL*(0, — 05), 


o que conduz ao sistema de equações diferenciais acopladas 
mLô, = —(mg + kL)ðı + kLôs, mLô, = —(mg + kL)d, + kLo.. 


É instrutivo deduzir diretamente estas equações por meio de um método mais 
sofisticado, usando as equações Lagrangianas do movimento.* Se q{i = 1,23. seas ht) 
são as coordenadas generalizadas que descrevem a configuração de um sistema (com n 
graus de liberdade), então seu movimento é dado por n equações 


d [ðL ôL nEn 
6-2-0 (i = 1,2,3,..., n), 


em que £ é o Lagrangiano do sistema. Para sistemas conservativos, o Lagrangiano 
pode ser considerado como a diferença entre as energias cinéticas e potenciais: 


£=T-—V. 
Em nosso exemplo (n = 2), as coordenadas generalizadas podem ser escolhidas como 
0, e 8,. A energia cinética é, então, 
T = 40? + 402 = Eml?6; + ImL6s, 
e a energia potencial é 


V= mgL 0? + mer 02 + É iro» — en. 


Os dois primeiros termos representam as energias potenciais gravitacionais das duas 
massas (em relação à terra) e o terceiro termo representa a energia potencial elástica 


da mola. 
Usando álgebra elementar, a expressão acima pode ser transformada para obter- 


mos sua forma convencional 
V = 4{(mgL + kL?02 + (mgL + kL?)63 — JALO). 


Este é um exemplo das chamadas formas quadráticas. Uma forma quadrática geral em 
n variáveis q; é uma expressão do tipo 


n n 
2 2 Aijțifj, 
Sigel 


ca contiver 


em que os a; são coeficientes independentes de q;. Se uma forma quadráti 
hum ‘termo 


somente termos em quadrados dos q;, ou seja, agi, 42243 etc., mas nen 


* Veja, por exemplo, Goldstein, Classical Mechanics, Capítulo 1. 
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cruzado como a,:4:42, então é chamada diagonal.t 

Observe que a energia cinética T é também representada por uma forma quadrá- 
tica nas variáveis ô, e Ô, e é diagonal. A energia potencial V não é uma forma diagonal 
devido à presença do termo -kL?6,0,. Este termo é responsável pelo acoplamento 
.entre os pêndulos, pois se estivesse ausente, o sistema resultante (veja abaixo) se 
reduziria a duas equações diferenciais independentes. Temos, assim, o caso do cha- 
mado acoplamento estático, em que o acoplamento aparece em V, mas não em T. 

Deduzamos as equações do movimento. Temos 


əL ƏT 3 2X ƏT 

— = — = mb, = = 2 
að, ` að Do ai od, Lda 
ddr a mAh 2 2 
981 Es 901 = —(mgL + kL )81 + kL 02, 
ðe VL 2 2 
gos T 3; T — (mgL + kLº)6a + kLº0.. 


Substituindo nas equações Lagrangianas, obtemos as equações do movimento (após 
cancelar L) da mesma forma que antes: 


mLô, + (mg + kL, — kLôp = 0, 
mL, + (mg + kL)}ðə — kL6, = O. 
Não é difícil localizar o efeito do termo cruzado que aparece na forma quadrática de V 
sobre o acoplamento das duas equações diferenciais. 
Como no exemplo precedente, procuramos as soluções harmônicas simples 
81 = Ore, 02 = Qe"! 
que conduzem a um sistema algébrico linear 2 x 2: 
[mg + kL) — mLw’]O, — kLO, = 0, 
[mg + kL) — mLw?]0, — kLO, = 0. 


Como antes, o determinante deve anular-se, 


(mg + kL) — mLw*? —kL 


det ğ 
—kL (mg + kL) — mLw 


fornecendo as freqüências características 
w = Vg/L, w2 = Vl + 2kL/mg V g/L. 
As relações de fase correspondentes são 


©, = 0, (w= wi) ou 0O,=-O (w= wə). 


tOs coeficientes ay podem ser dispostos em uma matriz. Formas quadráticas diagonais correspondem a matri- 


zes diagonais (ver p. 444). 


412 FÍSICA MATEMÁTICA 


Os dois modos normais estão ilustrados na Fig. 10.4. Vemos que, no primeiro modo, a 
mola nunca sofre alongamentos e ambos os pêndulos se movem como se estivessem 
livres. No segundo modo, a mola sofre a deformação máxima (para uma amplitude de 


vibrações dada). 


FAVA VAVAVAVAVAVÁ 


Primeiro modo (menor w) Segundo modo (maior w) 


Fig. 10.4 


vido a condições iniciais arbitrárias) 
ição dos dois modos característicos. 
dos dois modos, devemos escolher 
o inicial nulo, e velocidade 


Mais uma vez, um movimento arbitrário (de 
dos pêndulos pode ser representado pela superpos 
A fim de fazer os pêndulos moverem-se em um 
condições iniciais apropriadas (por exemplo, deslocament 
iniciais iguais e opostas “'excitarão”” somente O segundo modo). 


10.2 COORDENADAS NORMAIS E TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


Dizer que um sistema de pêndulos está acoplado é dizer que O movimento de um 
deles, em geral, influenciará o movimento do outro. Isso está refletido na formulação 
matemática: A equação diferencial satisfeita por 0, depende de 9, e vice-versa. Ou, em 
um nível mais sofisticado, a expressão quadrática para a energia potencial contém 
termos cruzados. 

Embora seja verdade que se um dos pêndulos começar a mover-se, O outro come- 
çará igualmente a mover-se, esta propriedade de acoplamento não se verifica para OS 
modos normais. Podemos “excitar” um modo normal sem afetar o outro. Somos, 
assim. conduzidos à afirmativa de que os modos normais não estão acoplados um ao 
outro. Não é difícil achar uma formulação matemática desta noção. Escrevamos à 
afirmativa de que um movimento arbitrário de pêndulos acoplados pode ser represen- 
tado como a superposição de dois modos normais de vibração. A notação complexa é 


particularmente simples: 


01 = Age + Be '“!, ba z Ae T": = Be” 'v2t, 
onde A e B são constantes complexas (representando os quatro parâmetros que podem 
ser determinados a partir das condições iniciais). 
Adicionando e subtraindo estas equações, obtemos 


24e it = 04 +02,  2BeT™ = 04 — 02. 
Quando o sistema vibra no primeiro modo normal, então B = 0 ou 6, — 6, = 0 em 
todos os instantes f (Figura 10.4); ao mesmo tempo, a quantidade 6, + 0, exibe varia- 
ções harmônicas no tempo. Para o segundo modo normal, 8, + 0, = 0 para todos os t. 
. Parece, então, que as variações da quantidade Y, = 0, + 0z são independentes de 
variações da quantidade W, = 0, — 02. Isso sugere que tentemos fazer uma mudança de 
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coordenadas generalizadas e escrever as equações do movimento em termos de y, e de 
Wz. Temos 


01 = Yi + yo), 02 = Wi — Y2). 
Substituímos nas equações do movimento: 
imL(Ja + 2) + (mng + kLXY1 + V2) — $kL(yı — Wo) = 0, 
amL(ğı — vo) + (mg + kL, — yo) — SkLy + yo) = 0. 
Adicionando e subtraindo, obtemos 
mLj + mgyı = 0,  mLy> + (mg + 2kL)ypo = 0. 


Vemos que as equações-do movimento estão desacopladas, e que é trivial calcular as 
frequências características 


MSV dev 


As coordenadas generalizadas y, e > são chamadas de coordenadas normais. Se 
tivéssemos sabido como selecioná-las desde o início (e escrito o Lagrangiano, usan- 
do-as), então a solução do problema teria sido muito simplificada. 

. Embora não seja, em geral, possível adivinhar imediatamente as coordenadas 
normais, não é necessário resolver as equações diferenciais do movimento: Com 
efeito, voltemos à expressão da energia potencial dos pêndulos acoplados: 


V = 4(mgL + kl)? + 4(mgL + kL?)63 — kL20,65. 


Consideremos um plano em que 6, e 8, são coordenadas cartesianas.* Então, a cha- 
mada curva equipotencial V = constante é uma elipse com centro na origem: 


A0F + 2B0102 + C02 = D, 


emque A = C = į4(mgL + kL’), B = —4ł4kL?, D = V = const. Os eixos da 
elipse não coincidem com os eixos 6, e 0», mas sabemos, pela geometria analítica 
elementar, que uma rotação dos eixos coordenados de um ângulo a (Fig. 10.5), 


yı = OA + AB = 6, cosa + 0,sena, 
Y2 = MB = CD — AD = 8,cosa — bysena, 
levará a elipse à forma canônica (Fig. 10.6) 


Hoi] 


a? b2 
em que a e b são os semi-eixos da elipse. Com efeito, temos 


01 = yı cosa — yasena, 0> = Yysena + ya cosa. 


*Um tal plano pode ser chamado de espaço das configurações do nosso sistema. 
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Yı =0A+ 4B=0, cosa+8 sena 
y= MB=CD-— AD =9, cos a—0 sena 
Fig. 10.5 


Ya 


E sh 


Fig. 10.6 


Substituindo na equação da elipse e exigindo que o termo cruzado contendo Yao se 
anule, obtemos 


tg 2a = 2B/(A — 0). 


Em nosso caso, A = C, fornecendo tg 2a = +œ, e œ = +45º. A escolha a = +45° 
fornece* 


bi = (1//Dy — yo), 62 = (1//Dlya + yo), 
definindo, assim, as coordenadas normais 
Yai = (1/0201 +05), Ya =(1//X-b + 05). 
Substituindo isso na expressão para V, obtemos 
V = ImgLyi + KmgL + 2kL?y2. 
Diagonalizamos, portanto, a expressão quadrática para V. A transformação linear (de 


0.. 02 para Wi Ya) que diagonaliza V é uma rotação no plano (abstrato), em que as coor- 
denadas generalizadas 0, e 6, são tratadas como coordenadas cartesianas. 


*A escolha a = —45º fornece as mesmas coordenadas normais, designadas diferentemente. 
tAs mesmas da p. 412, exceto para o fator 1/V2, o qual é irrelevante. 


ESPAÇOS LINEARES DE DIMENSÃO FINITA 415 


Como mencionado previamente, as equações do movimento estão desacopladas, 
desde que o Lagrangiano se apresente em forma quadrática diagonal. A energia ciné- 
tica T era diagonal em termos de ô, e ô,, mas deve ser agora escrita em termos de 1) € 
ý. Felizmente, T permanece diagonal após a transformação e será 


T = mD’ Ji + ml. 


É fácil verificar que as equações Lagrangianas do movimento em termos de y, € yz são 
desacopladas e serão 


5 " 2k 
ğı +y =0, po (E+ By = 
(como já foi dado). 


Observação. Embora a introdução de coordenadas normais desacople formalmente o sistema de 
equações diferenciais, ela não muda sua natureza, que ainda é de pêndulos acoplados. As coor- 
denadas normais não separam o sistema em duas partes físicas, que não se influenciam mutua- 
mente; o que se desacoplam são somente certas configurações do sistema, que parecem ser bem 
abstratas. 

E, no entanto, interessante observar que podemos distinguir os dois modos normais em ter- 
mos físicos, se concentrarmos nossa atenção não mais sobre os pêndulos, mas sobre a mola que 
os liga. No primeiro modo normal (frequência mais baixa), a mola sofre movimentos de transla- 
ção e não se deforma. No segundo modo, ela sofre deformação pura, com seu centro de gravi- 
dade permanecendo em repouso. 


Continuaremos agora a fim de explorar mais propriedades das oscilações caracte- 
rísticas de sistemas com vários graus de liberdade. 


Exemplo 1. O pêndulo duplo 

Considere um pêndulo de comprimento L, e massa m, livre para mover-se em 
torno da extremidade de um outro pêndulo de comprimento L, e massa m,, suspenso 
no ponto O (Fig. 10.7). As equações dos movimentos das massas m, € Mg serão com- 
plicadas pela presença de restrições; por exemplo, a massa m, deve mover-se de ma- 
neira a conservar-se à distância L, da massa m, (cuja posição é variável). 

Trabalharemos com as técnicas das equações Lagrangianas. Para acharmos a 
energia potencial, observe que se o pêndulo superior for deslocado de um ângulo 6,, a 
massa m, será erguida de uma quantidade L, — L, cos 6,, contribuindo com o termo 
migL (1 — cos 6) para a energia potencial. Ao mesmo tempo, se 6, = 0, a massa mz 
será erguida da mesma quantidade, contribuindo com o termo m.gL (1 — cos 8)). 

O deslocamento adicional do pêndulo inferior de um ângulo 6, contribuirá, eviden- 
temente, com um termo mogL>(1 — cos 65). A energia potencial total é, então, 


= (mı + mo)gLi(l — cos 81) + məgLə(l — cos 85). 


A energia cinética é, naturalmente, T = (m,/2)03 + (m,/2)v3, mas devemos 
escrevê-la em função de nossas coordenadas generalizadas e de suas derivadas. Con- 
sidere um deslocamento infinitesimal do pêndulo duplo, caracterizado pelos incremen- 
tos d0, e d0, nas coordenadas generalizadas (Fig. 10.8). A massa do pêndulo superior 
move-se de A para A' e sofre um deslocamento ds, = L, d9,. Portanto, 


2 ds, do? = 128 
vı - (4 = La Liði. 


A massa do pêndulo inferior move-se de B para B” e este deslocamento ds, = BB" 
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Des x 
pode ser visualizado como segu l 
1. Todo o sistema sofre um incremento d8,, com o ponto A indo de A para A' e 5 


ponto B indo para B’. Evidentemente, 


BB' = AM! = L, doa. 


Fig. 10.7 


Fig. 10.8 


2. O pêndulo inferior é ainda movimentado de um ângulo d9,, fazendo com que O 
ponto B’ mova-se até B”, com B'B” = L, db,. 
O deslocamento total BB”' da segunda massa é, então, dado pelo teorema do co-seno: 
(BB”)? = (BB')? + (B'B”)? = 2(BB')(B' B’) cos (82 — 01). 
Dividindo por (dt)2, obtemos 
vz = LÀ? + L262 + 2L,L, cos (83 = 01) ĝ2. 


A energia cinética total é, então, 


T= ¿(mı + mo)L262 + lmoL302 + moLiLs cos (85 e 01)0105- 
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Construindo o Lagrangiano. adotaremos as aproximações usuais, válidas para pe- 
quenas oscilações: 


| — cos 0, = 40, | — cos 6, = 163, cos (8, — 6) = 1. 
Além disso, devido à sua simplicidade, trataremos do caso especial em que 


my = mo = am, Li=s L= L. 
O Lagrangiano é 


Es 2 2, ER 
£ = mL” + ImL?65 + mL?6,0, — mgLoj — ImgLo3. 


Observe que o termo acoplador origina-se agora da expressão da energia cinética, e 
não da expressão da energia potencial. É o chamado acoplamento dinâmico. E 
As equações Lagrangianas do movimento são 


e representam um sistema de equações diferenciais acopladas.* Neste ponto, é inte- 
ressante perguntar se é possível diagonalizar a forma quadrática da energia cinética por 
meio de uma transformação linear. Isso é, de fato, possível. Por exemplo, a escolha 
das novas variáveis 


4 = 01, do = 0i +02 


resultará em T = 4mL?(ġ} + 42). que é diagonal. No entanto, a energia potencial no 
novo sistema será 


2 2 
V = ImglL361 + $2 — 24142), 
que significa que agora o sistema está acoplado estaticamente, e não dinamicamente. 
Por este exemplo, vemos que o desacoplamento do sistema de equações diferen- 
ciais não é tão simples como no problema dos pêndulos acoplados. Aprendemos tam- 


bém que não há diferenças fundamentais entre o acoplamento estático e o dinâmico. 
Para achar as frequências características, procuramos soluções da forma 


0i = Ore“, b2 e OpeT to, 


O sistema diferencial fornece 


O (g/L — 2w?) — wO = 0, —w20, + (g/L — w')O, = 0 


de maneira que 


2g/L — 2w? —w 


det T 
j —o2 0 gL—w? 


* Podemos resolver as equações para achar 6, € ô,. mas não há nenhuma vantagem em fazer isso. 
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Resolvendo, obtemos 
w=VQ+NVDEL w=VQ-vg/L. 


A raiz w, conduz à relação O, = —O,V2, enquanto que a raiz œw fornece O, = 9,V7 
Podemos introduzir coordenadas normais, usando o método empregado antes. À 


solução geral do problema será 
dj = AeT™ 4 Betis 0g = —Av2e tu + BVZ eT ™z, 


onde A e B especificam quanto de cada modo normal está presente na solução, Destas 
equações segue-se que 


24Vdecint = 0,2 — ba, 2Bv2e it = 0V2 + 02. 


As relações entre 6, e 8,, que aparecem à direita, são características das configuraçõ 

1€ 02,q pai ` ções 
que pertencem aos modos normais correspondentes. Podemos, portanto, introduzir as 
novas coordenadas* 


Yı = 04V2 — 85, Y2 = bı V2 + 05; 
então 


b, = (1/2/0Wr + Y2) 82 = (1/Dy + yo). 


` Esta transformação diagonaliza o Lagrangiano: 


L= 1 n A 


2 2., 
3 + mL? Re va — mgLyi — mgLýàj : 


Neste exemplo, tivemos sucesso em diagonalizar a forma quadrática T sem per- 
turbar a forma diagonal para V já existente. Em outras palavras, efetuamos a diagona- 
lização simultânea de duas formas quadráticas. Ao contrário do exemplo anterior, no 
entanto, a transformação diagonalizadora (das coordenadas 6 para as coordenadas 1) 


não é uma rotação. 


Exemplo 2. O problema de duas massas estaticamente acopladas, resolvido na Seção 
10.1, pode ser facilmente estendido ao caso de N massas, como mostra a Fig. 10.9 (por 
conveniência, todas as massas e molas foram escolhidas iguais). 


k k k k k k 
MM Me À 
E Rn, 

E 
N massas 
Fig. 10.9 
deia de 


Há dois tipos comuns de condições impostas às extremidades de uma tal cader os 
massas. Podemos supor que a primeira e a última mola estão fixas a suportes GO 
(como na Seção 10.1). Alternativamente, podemos identificar a primeira e à U 


` 


* Múltiplos escalares ky, € kapı também funcionariam. 
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mola, formando assim um anel.t Ambos os problemas são usados como protótipos no 


estudo de vibrações de reticulados cristalinos.= 
Analisaremos agora o segundo tipo de estrutura com três massas, que podem ser 


imaginadas movendo-se em um sulco circular e sem atrito, como mostra a Fig. 10.10. 
Em função dos deslocamentos x,, x», x3 (a partir de certa configuração de equilíbrio), 


pode-se mostrar facilmente que as equações do movimento serão 
.. 2 
X = wo(xa — 2x, + x3), 
e. 2 
Xa = wo(xa — 2x2 + xı), 
2 
wo(x — 2x3 + x2), 


X3 


Fig. 10.10 


em que w; = k/m. Procuramos soluções da forma 
xk = Xe io! (k = 1,2,3). 


Substituindo isso nas equações do movimento e exigindo uma solução não trivial para 
Xk, obtemos 


det 


ia e e 
?Podemos supor que o anel será circular. Aqui, estamos estudando somente as vibrações longitudinais. 


“Veja, por exemplo, Kittel, Introduction to Solid State Phisics, p. 60 e seguintes. 
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que se reduz a z? — 2z — 2 = 0, onde z = 2 — w'/wd. As raízes desta equação são 


Z7 = 2, 
amak Raiz dupla 
Z3 = —1, 


correspondentes a 
w = 0, wo = W3 = wv 3. 


A primeira raiz (freqüência nula) não é realmente uma oscilação. Podemos, formal- 
mente, resolver a equação para obtermos os X,, encontrando 


Xi = X = X; = const = Á, 


que conduz a xı = X2 = X3 = A. Isso é claramente uma solução. No entanto, esta não é 
a solução não oscilatória mais geral possível. È óbvio que as funções 


x(t) = A + Bi, x(t) = A + Bt, 
xslt) = A+ Bt (A,B = const) 


satisfazem as equações do movimento.* Elas representam um movimento de transla- 
çãot de todas as três massas. Se B = 0, temos simplesmente um equilíbrio estático. 
A raiz dupla w = wa V3 nos fornece vibrações genuínas. À primeira vista, poderia 
parecer que temos somente um modo normal de vibração. Em verdade, há dois mo- 
dos. ambos com a freqüência w = woV'3. Para ver isso, escreva às equações algébricas 


para as amplitudes X, Xe Xs 
(2 — w/w) Xi — X% — X; = 0, 
— X, + (2 — w°/w0)X2 — X3 = 0, 
— Xi — Xg + 2 — o?/w0)X = 0. 


ll 


Se w? = 3w3, todas as três equações se reduzem a uma única: 


Xı+X%:+%:=0. 


Há duas soluções linearmente independentes para esta equação, por exemplo: 


Primeira solução: Xı = —X3 X, = 0. 
Segunda solução: X, = 0, Xa = — X3. 


ar destas duas 


Qualquer outra solução pode ser escrita como uma combinação line 
ondentes à fre- 


soluções, que podem ser consideradas como os modos normais corresp 


qüência característica w3. Obviamente, a escolha acima foi arbitrária e dois o 
dem ser considerados como modo 


modos quaisquer linearmente independentes po 


= x á rar 
+A forma x, = Xe- fornece uma solução a dois parâmetros somente se w + 0. Se w = 0, devemos proc 
outras formas para xt). 

+Esta nomenclatura pode parecer falsa, pois as massas não se moverão ao | 
consideramos movimento em uma dimensão, e o conceito de um caminho curvo não faz 


0. 
ongo de uma reta. No entanto» 
sentido aqui. 
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normais. Temos agora o caso de degenerescência (dupla) da frequência característica 
w = w V3 (compare com um fenômeno semelhante na Seção 8.8). 

Cada modo normal nos dá uma solução com duas constantes arbitrárias.= Junta- 
mente com a “solução de translação”, isso fornece seis constantes arbitrárias, sufi- 


cientes para a descrição do movimento de três massas com condições iniciais arbitrá- 
rias. 


10.3 ESPAÇOS VETORIAIS, BASES, COORDENADAS 


rio de dimensões, caracterizado pelo número de elementos linearmente independentes 
(também chamados de vetores*) do espaço. Por exemplo, as soluções do problema dos 
pêndulos acoplados formam um espaço vetorial de dimensão dois. 

i Propriedades semelhantes são encontradas nas soluções de outros sistemas homo- 
gêneos como, por exemplo, uma equação diferencial de segunda ordem (espaço veto- 
rial de dimensão dois) ou de uma equação diferencial parcial (espaço vetorial de di- 
mensaão infinita). Resumiremos rapidamente algumas das propriedades dos espaços ve- 
toriais mais importantes para as aplicações físicas. 

Um espaço vetorial pode ser caracterizado por dez propriedades satisfeitas por 
seus elementos (vetores):1 
1. Vetores podem ser adicionados e sua soma é também um vetor: 


x+y=2z (x, y, z são vetores).. 
2. A adição é comutativa: 
x+ty=y+x 
3. A adição é associativa: 
«+y+tz=x+(y+ 2). 


4. Há um vetor zero 0 tal que 


x + 0 =x, para todos os vetores x. 


5. Para cada vetor x há um vetor negativo y, tal que x + y = 0. 


ades 1, 3, 4 e 5 traduzem o fato de que um espaço vetorial é um grupo 


"ação. ropried > 9 
E E E o de vetores.t A propriedade 2 exprime O fato de que este grupo é 


com a operação de adiçã 
comutativo (ou Abeliano). 


“Lembre-se de que as constantes Xx são complexas e que as soluções físicas são dadas por 


Re (Xe ~i“) = Re X, cos wt — Im X, sen wt 


que envolvem duas constantes, Re X, e Im Xx. 


i aço 
*O nome vetor é devido à semelhança com quantidades que se comportam como flechas no plano ou no espaç 


físico. ; l 

letras em negrito (por exemplo, x). 
il almente os vetores abstratos por dé 
Dm consulte qualquer texto de álgebra avançada, por exemplo, Birkhoff e McLane, A 
Survey of Modern Algebra, Capítulo 6. 


e 
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6. Vetores podem ser multiplicados por escalares, o resultado sendo também um ve. 
tor. Se x é um vetor, então ax é também um vetor (a = escalar). 


o. Os escalares serão números reais ou complexos introduzindo, portanto, espaços 


Observaçã 
lexos. Geralmente, os escalares podem ser elementos de um corpo qual 


vetoriais reais ou comp 
quer.$ 


7. A multiplicação por escalares é associativa: 
a(bx) = (ab)x (a, b = escalares). 
8. Primeira lei distributiva: 
(a + b)x = ax + bx. 
9. Segunda lei distributiva: 
a(x + y) = ax + ay. 


10. Invariância sob a multiplicação pela identidade* 


Observação. É agora possível deduzir, como conseqiiências destes dez postulados, propriedades 
usuais dos espaços vetoriais, tais como 


a)0:-x =0 
ou 
b)sex + y = 0,então y = (—1)- x, etc. 


Os espaços vetoriais usados na física possuem também certas propriedades rela- 
cionadas à noção de produto interno (análoga à noção de produto escalar, ou produto 
interno de vetores no espaço físico real, ou em um planot). No entanto, pode ser 
instrutivo considerar, em primeiro lugar, algumas das propriedades básicas dos espa- 
ços vetoriais, que independem da definição de um produto interno. 

Uma combinação linear de um número finito de vetores é uma expressão 


n 
ax tax, + tax = ax; 


vi=1 


€m que a, a, ..., ay são escalares arbitrários. Uma combinação linear pode ser sem- 
pre feita igual ao vetor 0, escolhendo todos os coeficientes a; nulos (dizemos que 08 di 


formam um conjunto trivial). Para alguns conjuntos de n vetores, esta seria a única 
maneira de formar uma combinação linear nula. Um tal conjunto de vetores é chamado 


linearmente independente. Para alguns conjuntos de n vetores, pode existir um con- 


8Birkhoff e McLane, Capítulo 2. 

*Esta propriedade pode parecer óbvia. No entanto, não devemos esquecer que estamos descrevendo um ad 
paço veronai completamente abstrato, e devemos, portanto, postular suas propriedades; não podemos SPa 
que se venficam automaticamente. A propriedade 10 não pode i s nove primeiras, 
maneira que deve ser postulada. EER i dd SES SUN P 


tVeja, no entanto, a nota de rodapé da página 12. 


ESPAÇOS LINEARES DE DIMENSÃO FINITA 423 


junto não trivial de a; (isto é, pelo menos um dos a; não é nulo). Um tal conjunto de 
vetores é linearmente dependente. 


Exemplo. As soluções da equação diferencial de Bessel de ordem p formam um espaço 
vetorial. O conjunto formado pelas duas soluções J (x) e J.u(x) será linearmente inde- 
pendente, desde que u não seja um inteiro. Se u = m for um inteiro, então o conjunto 
será linearmente dependente pois 


Im) + (DHT mio) = 0 


[um conjunto não trivial de coeficientes: 1 e (—1)”+']. Por outro lado, o conjunto for- 
mado pelas soluções J (x) e N (x) é sempre linearmente independente. O conjunto das 
três soluções J (x), J-u(x) e Nx) será sempre linearmente dependente. Em verdade, 
três soluções quaisquer (não triviais) da equação diferencial de Bessel deverão ser 
linearmente dependentes. 


com as condições de fronteira 
u(0) = u(L) = 0 


forma um espaço vetorial. É de dimensão infinita, pois, em particular, as funções 


mx mret 
uP (x, t) = sen—— cos 
L L 
m=1,2,3,... 
(—) mx mret 
um (x, t) = sen -z nT 


são vetores deste espaço e um número finito qualquer delas é linearmente indepen- 
dente. Por enquanto, concentraremos nossa atenção sobre os espaços de dimensão 
finita.* 

Considere um conjunto arbitrário finito de n vetores x,, X2, ..., Xn em um espaço 
de dimensão N. Necessariamente não são linearmente independentes. Considere todas 
as combinações lineares destes vetores, ou seja, os vetores da forma 


n 
yS 2 GiXi. 
i=1 


*0 estudo dos espaços de dimensão infinita fica muito complicado por problemas de convergência de 
combinações lineares infinitas”. 
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Podemos mostrar facilmente que os vetores y formam um espaço vetorial. Este espa 

não é necessariamente todo o espaço de dimensão N. Em verdade, sen < N, o a 
dos vetores y desta forma não poderia ser de dimensão N. No entanto, mesmo duk 
n = N, o espaço dos vetores y não é necessariamente todo o espaço de dimensão Ņ 
pois os vetores x, podem ser linearmente dependentes. No entanto, todos os vetores 
são elementos do espaço original de dimensão N. Assim, dizemos que o espaço o 
vetores y é um subespaço de nosso espaço de dimensão N. Dizemos que o conjunto 


dos vetores x; é um conjunto de geradores para este subespaço. 


Exercício. Mostre que os vetores y (dados acima) formam um espaço vetorial. 


Seja m o número máximo de vetores linearmente independentes entre os x;. En- 
tão, o subespaço dos vetores y possui dimensão m (o que se verifica facilmente). Se 
m <N, o subespaço é um subespaço próprio.* Sem =N, O subespaço coincide com 
todo o espaço de dimensão N. 

Em geral, se um conjunto de n vetores X,, Xz, --.» Xu contém somente m vetores 
linearmente independentes (m < n), então podemos descartar n — m vetores, de ma- 
neira que o conjunto resultante (linearmente independente) gere o subespaço (ou todo 


o espaço de dimensão N). 
Dizemos que um conjunto de m vetores linearmente independentes forma uma 


base para o subespaço (de dimensão m) gerado por este conjunto. Sem = N, teremos, 
então, uma base para todo o espaço de dimensão N.t 


Exemplo 1. Se introduzirmos um sistema de coordenadas no espaço físico tridimensio- 
nal, então os vetores unitários i, j e k, ao longo dos eixos dos x, dos y e dos z formarão 
uma base. Uma outra base pode ser escolhida como 


m=iti u=i-j u=i+j+k. 


Que este conjunto é realmente uma base para todo o espaço segue-se do fato de que 
u,, Uz € u; são linearmente independentes e que há três vetores no conjunto. Qualquer 
vetor r = xi + yj + zk pode ser escrito como uma combinação linear 


3 
r= > qui. 


i=1 


Exercício. Demonstre esta afirmativa. 
Exemplo 2. Considere o plano (que passa pela origem) 
2x — 3y + 72 = 0. 


i — k obviamente pertencem a este plano. Todas 
as combinações lineares de u, e de uz também pertencerão ao plano. Podemos dizer 
que o plano forma um subespaço dimensional (de dimensão dois) para o qual os veto- 


res u, e u, (que são linearmente independentes) formam uma base. 
Suponha que o conjunto (e, e», . . ., en) forme uma base para o espaço de dimen- 


. 2. 7 
Os vetores u, =i + 3 j, W2 = 7 


todos os dez postulados, como é possível demonstrar, 


e dependente e o subespaço gerado 


*O conjunto que consiste de somente um vetor 0 satisfaz 
e é, portanto, um espaço vetorial. Observe, no entanto, que 0 é linearment 


por ele deve ser considerado impróprio. 
+Pode-se definir uma base para um espaço vetorial infinito, exigindo-se que cada vetor seja representado 


uma combinação linear infinita (em geral) dos vetores da base. 


por 
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são N. Por definição, qualquer vetor x pode ser representado por 


N 
X = > Xii. 
i=1 


Evidentemente, o conjunto dos escalares {xr Xp o Xu) É único, pois se 


N 
x= > xie; 


i=1 


é verdade, então, subtraindo, obtemos 


N 
0= J, (x; — xies. 


i=1 


Como os e; são linearmente independentes, segue-se que x; — x'; = 0 para todoi, o que 
demonstra a propriedade desejada. 

O conjunto de N escalares lx, X2 -- ., xy} é chamado de coordenadas do vetor x 
com relação à base fer, e», -. -» ex). Este conjunto é ordenado e é, por vezes, chamado 
de N-upla. Uma vez especificada a base, ele caracteriza completamente o vetor x, € 
pode ser chamado de representação de x com relação à base dada. Na maior parte dos 
casos, os vetores são especificados por suas coordenadas. 

É costume e conveniente dispor a N-upla das coordenadas de um vetor de ma- 


neira horizontal: 


xT = E X2 X3 X4 ce. XN 


freqüentemente chamada de vetor linha, ou de maneira vertical 


chamada de vetor coluna.* Não vale a pena frisar que o vetor linha xT e o vetor linha x 
representam o mesmo objeto, ou seja, o vetor abstrato x. Mais do que isso, uma 
N-upla inteiramente distinta (quer sob forma de linha ou de coluna) pode representar o 
mesmo x. Isso ocorre se mudarmos de base (veja a Seção 10.5). 


*A notação x e x" será explicada mais tarde. 
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10.4 OPERADORES LINEARES, MATRIZES, INVERSAS 


Da mesma maneira que um escalar y pode depender de um escalar x e escrevemos 
y = fix), um vetor y pode depender de um vetor x e escrevemos 


y = g(x). 


O símbolo F representa um operador no espaço vetorial. Diz-se que transforma o 
vetor x em um outro vetor y (por meio de um processo especificado). Os operadores 
mais importantes são, talvez, os operadores lineares, definidos como segue: Se G é um 
operador linear*, então Rs 


Q(ax) = «Q(x), 
a(x + y) = (x) + G(y) 


(a = escalar). 


base em um certo vetor a;; ou seja, temos 


Q(e;) = as. 


Ora, o vetor a; pode ser representado por suas coordenadas em relação à base 
{er e», +. ex}: 


N 
ai= J aje; (i= 1,2,3,..., N). 


j=1 


Vemos que o operador G envolve N? números a;;, que podem ser dispostos em uma 
matriz N X N. É costume usar o primeiro índice (j) para designar as linhas, e o se- 
gundo (i) para designar as colunast, de maneira que temos o quadro 


am Go dig cc. Alii e. GN 
a21 dgo A23 +... do; +... Gon 
A = 431 ago >.. Agi +». a3N 
dil di2 kai dii ... AN 
AN1 AN2 >œ.. AN; +++ ANN 
k= m) 


vetor a; = G(e;) 


*Compare com a p. 189. 
tComo já tinha sido enunciado na p. 6 para matrizes 3 x 3. 
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Da mesma maneira que a N-upla x = (x,) é uma representação de um vetor abs- 
trato x em relação a uma base escolhida, a matriz A = {ax} é chamada de representa- 
ção do operador abstrato G em relação à mesma base. Os números a, são, então, OS 
elementos da matriz de A. 

Com a ajuda da matriz A, podemos obter as coordenadas de y =G(x) a partir das 
coordenadas de x, como segue:* 

Pelas propriedades de linearidade 


y=G=G (2 xie) = > xai 
i ï 
Usando a definição de a;, obtemos 
y = 2 X; 2 ajie; = 2D (> ajixi) ej. 
i 3 j t 


Pela unicidade do conjunto de coordenadas, temos 


pe Lea 2h): 
t 
Explicitamente, 
Yi = ajıXı + ajaxo + aj3Xx3 + eo + ajNXN. 


A expressão do lado direito assemelha-se ao produto escalar de dois vetores no espaço 
físico de dimensão três. Em virtude disso, introduzimos a definição de produto escalar 
de duas N-uplas (a, as, -.., ax) € (Br Bo, -< - Ba), 


> aibi- 


t 


Podemos, portanto, dizer que y; é dado pelo produto escalar da j-ésima linha da matriz 


A pelo conjunto das coordenadas do vetor x. 


itos livros, os termos produto escalar e produto interno são usados indiferen- 
temente. Como já mencionamos na Seção 1.5, preferimos fazer uma distinção entre os dois ter- 
mos, e o produto escalar significará uma operação algébrica entre duas N-uplas (e não entre dois 
vetores), completamente independente da natureza das bases envolvidas. Por outro lado, o pro- 
duto interno de dois vetores no espaço físico de três dimensões é definido pela fórmula 


Observação. Em mu 


(a - b) = [al - |b| - cos (a, b) 


a;) e (be by b;), somente se O sistema de coorde- 


e é igual ao produto escalar dos ternos (ax, 4y ), SC , T 
rem vetores unitários). Uma situação semelhante 


nadas for ortogonal (e os vetores da base fo 
ocorre no espaço de dimensão N (veja p. 444). 

É costume dispor (X, Xo --- Xn) em uma coluna x € (Yı Ya «ess yx) em uma 
coluna y. Teremos, então, a convenção usual para a multiplicação de matrizes por 
vetores 


y = Áx, 


sempre que for claro que Q opera sobre x. 


*De agora em diante, escreveremos Q, x em vez de Q (9, 
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postulando que* o elemento da j-ésima linha de y é obtido fazendo o produto escalar 
da j-ésima linha de A pela coluna x. A fórmula y = Ax, que envolve representações 
específicas de ydexede Q, reflete convenientemente à relação abstrata y = Gx, 
Há uma alternativa (também usada se conveniente): Disponha as coordenadas de 
x e de y em linhas, e chame-as de x” e de y”. Troque agora as posições de a; coma, 
isto é, reflita a matriz A em torno de sua diagonal principal, a diagonal formada por 
am. as -Anye À NOVA matriz, representada porA”éa transpostat de A; represente 
seus elementos poraZa- Por definição, amn = A nm para doism en quaisquer. Podemos, 


então, escrever 
T 
yj = 2 GisXi 
E 


simbolicamente representado por 
yT = x"TAT ; 


e descrito pela regra seguinte: Para obter a j-ésima componente de yT, “faça” o pro- 


duto escalar da linha x” com a j-ésima coluna de A”. 


mais geral, uma matriz é um quadro retangular de M x N elementos, 
duto PQ de duas matrizes P e Q, (nesta ordem), é 


da j-ésima coluna de PQ, faça o 


Observação. Pela teoria 
dispostos em M linhas e N colunas. O pro 
definido como segue: Para obter o elemento da i-ésima linha e 
produto escalar da ;-ésima linha de P pelaj-ésima coluna de Q. Esta regra, aplicada às matrizes 3 
x 3, já foi citada na Seção 1.4. À multiplicação de matrizes por vetores, dada por y = Ax ou por 
y7 = xTAT é, então, somente um caso especial da multiplicação de matrizes dada acima (y e x são 
considerados matrizes com N linhas e uma coluna, enquanto que yT ex” são matrizes com uma 


linha e N colunas). 


Suponha agora que desejamos aplicar dois operadores lineares, G.€ D, em sucessão 


y= QX e z = Dy. 


uto” 30 =Da(nesta ordem), que designará a 


Definimos um novo operador sc pelo “prod 
=pGx.Se Q e D forem lineares, o mesmo 


transformação composta de x em zZ: Z =x 
acontecerá com JC. 


Exercício. Demonstre a validade desta última afirmativa. 


Assim, deve possuir uma representação matricial H (com relação à mesma base 
que forneceu as matrizes A e D para Qe D). Suponha que desejamos construir H a 
partir de A e D. Por definição, 


Yi = Daijxjp = D du: 
j E 


de maneira que 


Ze = D 2 ij dkiXj. 
T DiI 
Defina a matriz H por seus elementos 


hkj de L dkidij. 


*Como na p. 9. 
tVeja a p. 11. 
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Então, Zk = Xfiwyc;, como desejado. 
Vemos que o elemento na k-ésima linha e na j-ésima coluna de H é obtido, fa- 


zendo o produto escalar da k-ésima linha de D pela j-ésima coluna de A. Simbolica- 
mente, isso é escrito como Eea ÇA 


H = DA, 


ou, pela regra citada antes, a matriz H é o produto das matrizes D e A (nesta ordem!). 
Evidentemente, podemos escrever, de maneira consistente, 


z = Hx = DAx = Dy. 


Se desejarmos representar os vetores x, y e z em notação de linhas, procedamos 
como segue. Transpomos as matrizes A, D e H, de maneira que af; = ay, etc. Vamos, 
então, escrever 


Es T JT T 
Ze = }, 2 aji dix ou Zk = D, hjkšj 
i j j 
com 
T T 7 
hjk = 2o Gji dik- 
` t 


Em forma simbólica, zT = xH", onde HT = ATDT. Observe a ordem invertida das 
matrizes transpostas, que formam o produto. Este resultado demonstra a regra de 
como devemos transpor o produto de duas matrizes. As equações y = Ax € yT = xTAT 
obedecem a esta regra. 


Dbservaçã À As matrizes, em geral, não comutam, ou seja, em geral, DA + AD. Em outras 
palavras, ` 


» ai; dj X L dija jk. 
j j 


Esta afirmativa pode ser verificada através. de exemplos. Sua origem é o fato de que transforma- 
“ções lineares (ou operadores) não comutam. (As matrizes seguem fielmente as transformações 
lineares.) 


N 


(1) —90° em torno de x 


(1) 90º em tomo de z 


(2) —90º em tomo de x (2) 90º em torno de z 


Resultado final: vetor ‘no plano xz Resultado final: vetor no plano yz 


Fig. 10.11 
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Exemplo. O operador G está definido no espaço físico de dimensão três pela condicã 
de fazer todos os vetores girarem de 90º em torno do eixo dos z. (Pela regra da o 
direita, tomamos a direção da rotação como sendo a direção positiva do eixo dos à, 
Semelhantemente, D faz os vetores girarem de —90º em torno do eixo dos x. í 

Na Fig. 10.11, os operadores G e Dsão aplicados sucessivamente ao vetor q, uma 
vez na ordem '*em primeiro lugarG,e depois D,” e, em seguida, na ordem contrária, É 
evidente que os resultados finais são distintos. 


[Observação 2)Uma característica muito importante de uma matriz é seu determinante. Na teoria 
dos determinantes, demonstra-se que o produto dos determinantes da matriz (ay) e da matriz 
(bu) é igual ao determinante da matriz (cy), onde os elementos cy podem ser calculados por 
qualquer uma das quatro fórmulas a seguir:* 


1. cj= bo aikbkjs 2. cj = bD Aikbjks 
E E 


Z akibjk. 
k 


[| 


3. cij = Do aribrj 4. ci; 
k 


Na linguagem da álgebra matricial, a primeira destas afirmativas é equivalente a 
det (4B) = det A det B. 
As outras três afirmativas provêm da propriedade dos determinantes 
det AT = det A. 


l E o A R giga $ A EO 
[Observação 3; Não somente podemos multiplicar matrizes, mas somá-las e multiplicá-las por 
escalares de acordo com as duas regras seguintes: 


Se 
Fa Cid, D = (di, A= {aii}, 


então . 
F=A+D=D+A significa fj= dij + aij, 


enquanto que aA é a matriz, cujos elementos são aa. Deve-se observar que 


det (44) = a" det A. (para matrizes N x N) 


Há uma matriz O com todos os elementos iguais a zero e uma matriz unidade da forma 


r 
0 0 E 0 

0 
I=| 0 01 : 
1 0 
0 0 1 


r a á seus 
* As quatro matrizes compostas dos elementos cy São, em geral, diferentes em todos os quatro casos, mas 


determinantes são iguais. 
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Os elementos de / podem ser convenientemente descritos pelo chamado símbolo delta de Kro- 


necker, 8y, definido por 


E 0 (sei =x j), 
“ol Gei=pd, 


de maneira que 1 = {ôy}. Assim, IA = AI = A e OA = AO = O para todas as matrizes A. 
Cautela: AB = O não implica que 4 ou B seja a matriz zero. 


A relação linear y = Qx pode ser descrita de várias maneiras, tais como 
a) y está linearmente relacionado com x, 
b) x é transformado em y, 
c) x é aplicado em y, etc. 

Qualquer que seja a afirmativa, a re 
afirmativa algébrica 


lação y = Gx é formalmente descrita pela 


p= Day (i= 1,2,3,..., N) 
j É 


com relação a uma certa base. 


Exemplo 1. Seja y = L o momento angular de um corpo rígido que gira em torno de um 
ponto e x = œw sua velocidade angular*; então 


Ls = how + Leyoy + Irz0z, 


Ly = lyzws + Iyywy + Iy, 
= Los + lzyy + Tz2Wz: 


p 
| 


Podemos dizer que a matriz de inércia It representa um operador linear e transforma 
œ em L (usamos, aqui, índices x, y, z em vez de 1, 2,3). Observe que, de um ponto de 


vista físico, w e L são vetores totalmente diferentes. 


a o vetor posição no instante t de uma partícula que gira 
¿n com velocidade angular w. Suponha que x seja sua 
e no). Pela Fig. 10.12, podemos ver que y e x estão 


Exemplo 2. Suponha que y sej 
em torno da origem no plano 
posição inicial (coordenadas éo 
relacionados de maneira linear. 

Trace uma reta fazendo um ângu 
P, Q, S e T como segue. Observe que 


lo ot com o eixo dos é e construa os pontos M’, 


OM’ = OT = ġo, NM' = MT = no. 


Também, 


1 


tocos wt — no senwt, 
tosenwt + no COS wt. 


Et) = OP = OQ — SM! 
n(t) = NP = M'Q + NS 


Podemos dizer que existe um operador de rotação, (linear) dependendo de + como 
parâmetro, que faz girar o vetor x, transformando-o em y. No sistema de coordenadas 


l) 
1 


Mechanics, Capítulo 5, p. 145. 


*Veja, por exemplo, Goldstein, Classical 
riz identidade malgrado o mesmo símbolo 7. 


tEla não deveria ser confundida com a mat 
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Fig. 10.12 


ën (uma base fixa), o operador & é representado pela matriz 


coswt  —senwt 


sen wt cos wí 


de maneira que y = Rx, em que y ex são vetores colunas formados por (at), nt) e 
{čo No), respectivamente. 

Observe que, em um sentido físico, x e y não são vetores de espécies diferentes. 
Ambos representam o mesmo conccito físico, um vetor posição. No entanto, devido à 
diferença de tempo envolvida, seria incorreto considerar x e y O mesmo vetor. 

Portanto, neste caso, como no caso precedente, encaramos à equação 


yi = L aijXj 
3 


como transformando um vetor em um outro, uma vez fixada uma base. Usaremos esta 
observação mais tarde, quando considerarmos as mudanças de bases em um espaço 


vetorial. ; 
Considere, agora, o problema de determinar x na relação y = x, quando y! 


conhecido. Devemos resolver as equações 


Yi = Das GELIN) 


. a RS nado ` x p : os 
para determinar as incógnitas x. Isso é sempre possível? A resposta € fornecida pel 


três teoremas seguintes da teoria das equações algébricas lineares.* 


*Veja, por exemplo, Murdoch, Linear Algebra for Undergraduates, Teoremas 2.2, 2.6 € 2.8. 
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orema 1. i a a a oaair as 
Te Um sistema de N equações não-homogêneas a N incógnitas tem uma 


solução se e somente se o vetor c J dum ING 
j oluna y é uma com inear dos vetores 
colunas da matriz A. y binação linea 


Teorema 2. Um sistema de N equações não-homogêneas a N incógnitas tem uma 
solução única se e somente se det A + 0. 


Teorema 3. Uma matriz A possui determinante zero (tais matrizes são chamadas 


de singulares) se e somente se suas colunas (ou, analogamente, suas linhas) são 
linearmente dependentes. 


Com a ajuda destes três teoremas, distinguimos agora dois casos. 
CASO 1. O conjunto dos vetores a; =Qe; é linearmente independente. 


As colunas de A são linearmente independentes e det A + 0. Há uma solução 
única para nossas equações com y um vetor arbitrário. Podemos, portanto, escrever 


x = Gy, 


em que G é um operador (definido de maneira única em todo o espaço vetorial). Do 
fato de que x existe e é único, mostra-se que deve ser um operador linear (por 
exemplo, multiplique as equações para x, por a para demonstrar a primeira proprie- 
dade da p. 426, etc.). Portanto, 


Xm =D bm (m= 1,2,3,..., N) 


ou, simbolicamente, x = By, onde B é uma certa matriz. Aplique, agora, ao vetor x, 
em primeiro lugar, o operador Q, e, depois, o operador G para obter 


x = GGx. 


Em linguagem matricial, x = BAx. Como B é única, BA é também única. Assim, 
BA tem que ser a matriz identidade 1 (e o operadorga será o operador identidade) com 
os elementos dados pelo símbolo delta de Kronecker ô;;. E costume representar B pelo 
símbolo A! e chamá-lo de inversa da matriz A. Os elementos b;; de A-!* devem satis- 
fazer 


ba Dijdjk = dik. 
j 


Os operadores G e & podem ser aplicados em ordem contrária, fornecendo 
y = QGY, ou y= 4Bp. 


Assim, AB = I também se verifica, de maneira que A = B”!. Em notação explícita, 


2 AjkDki = Oji 
k 


*O símbolo a; ! deveria ser evitado devida à confusão com os Inversos dos ay. 
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Os elementos b;; de B podem ser achados, por exemplo, pela regra de Cramert 


bus det Aji 
ii” detA 


em que A; é o cofator de a;; [ou seja, o determinante da matriz (N-Dx(N-] 
obtido omitindo-se em A a i-ésima linha e a j-ésima coluna, multiplicado por (— 1+. 


Observação. Os elementos by não necessitam ser achados pela regra de Cramer. Na prática 
, 
usa-se raramente a regra de Cramer. 


CASO 2. O conjunto dos vetores a; =Ge; é linearmente dependente. 


O sistema yj = Ë ayty terá uma solução se e somente se y for uma combinação 
linear dos a;. Além do mais, uma tal solução será única. Em resumo, o operador B não 
pode ser definido, e a matriz A não possui uma inversa. Observe que a não existência 
da inversa é caracterizada pelo fato de que o det A = 0. 

Evidentemente, eis o que acontece: O operador Q transforma todos os vetores em 
um subespaço gerado pelos a;. Este será um subespaço próprio, possuindo dimensão 
menor do que N. Portanto, se y é dado fora deste subespaço, a afirmativa y =Gx é 
autocontraditória, e isso se reflete no fato de que nossas equações não possuem solu- 
ção. Se y pertence ao subespaço, a solução existe mas não é única. A fim de especifi- 
car, neste último caso, uma solução particular, devemos impor certas restrições sobre 
x. Por exemplo, se exigirmos que x também esteja no subespaço gerado pelos a,, 
pode-se, então, mostrar que é possível uma solução única.* 


10.5 MUDANÇAS DE BASES 


Um vetor x dado pode ser representado por dois conjuntos distintos de coordenadas, 
com relação a bases diferentes: 


x= 2 Xie  xX= PD xigi;. 
t i 


Chamaremos o conjunto dos vetores e; a base E e-o conjunto de vetores g; a base G.O 
problema é como obter a n-upla x’ a partir da n-upla x, se ambas as bases forem dadas. 
Evidentemente, cada vetor g; pode ser escrito em função dos vetores e; 


&i = da 851€;» 
3 


onde os números g; são dispostos em uma matriz G, de tal maneira que suas colunas 
são as representações dos vetores g; com relação à base E. Reciprocamente, 


e;= 2 lijßis 
definindo uma matriz T análoga. Não é difícil mostrar que 


GT = TG = I. 


tVeja, por exemplo, Birkhoff e MacLane, p. 306. 


A ga 
Te está ilustrado por um exemplo muito simples em duas dimensões, dado na p. 14, embora 
m pouco diferente (veja a Seção 10.5). No entanto, a álgebra é a mesma. 


em um 
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Exercício. Dê os detalhes que demonstram esta afirmativa. 


Escreva agora 
x= 2 Xje; = 2 X DO tugi = D gi D tix 
j j ï E j 
Pela unicidade das coordenadas, 
rA 
Xi = 2 fijXjs 
J 


ou seja, em notação matricial, x' = Tx (ou x'” = xTT7). A matriz T é chamada de matriz 
de transformação da base E para a base G. Suas colunas são as N-uplas da base E com 


relação à base G. A matriz T é a inversa da matriz G, que define a “nova” base G a 
partir da base E “velha”. 


Observação. As relações y = Ax e x' = Tx são formalmente as mesmas, mas lhes damos signifi- 


cados diferentes. No primeiro caso, y e x pertencem a vetores diferentes; no segundo caso, x' e x 
pertencem ao mesmo vetor. 


. A semelhança formal destas operações pode ser ilustrada pelo seguinte exemplo: se permi- 
tirmos que um vetor x gire no plano £n de um ângulo q (veja a p. 431), suas coordenadas mudarão 
de (čo, No) para (É, n) de acordo com* 


E 
n 


h 


Ło cos é — noseng, 
oseng + mo cos ọ. 


No entanto, suponha que um vetor permanece fixo, enquanto que o sistema de 
coordenadas gira de um ângulo —&. As coordenadas (£o, no) se transformarão em (£o, 
no). E fácil mostrar que 


to = focoso — nosend, no = oseng + nocosg. 
Observe que a matriz envolvida em ambas as operações é exatamente a mesma, 
mas interpretamos diferentemente os resultados.1 


Exemplo. Suponha que a base G no espaço de dimensão 2 x 2 seja definida a partir de 
uma base E pelas equações g; = 2e, + 3eo, g8: = 4e, — 5e, ou 


2 4 
p , 82 = 
81 3 —5 , 
A matriz G é 
2 4 
G= 
3 —5 


como usualmente, positivo para O movimento no sentido anti-horário. 
o deixará de notar que as duas interpretações são possíveis, pois estamos nos fi- 
s. De outra maneira, os termos “gira” ou ‘permanece fixo” não teriam 


*O ângulo de rotação será, 
+ Um observador atento nã 
xando aos eixos iniciais, supostos fixo 
sentido. 
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Sua matriz inversa T pode ser achada, resolvendo-se as equações vetoriais acima para 


achar e, € €,:* 


3 
e = 381 + 2582, 


2 ama: gd: 
e, = 7181 1182: 


Obtemos agora a matriz T, dispondo as coordenadas dos vetores e; em colunas: 
Seja x um vetor dado por 
—1 
xXx = 
2 
com relação à base E e por 
xi 
x = 
x2 
com relação à base G; então 
r 2 pia E 2 
X1 22 11 l | 22 
A PRO RR E a E 
X2 22 II 2 | 25 


Combinamos agora as idéias de operadores lineares e de mudanças de bases. 
Sejam y e x dois vetores distintos relacionados por meio de um operador linear: 
y = Gx. 

Com relação a uma certa base E, x e y são dados por suas N-uplas x e y, enquanto 
que Q é dado por sua matriz A e temos 


y = Ax ou Yi = DD aijXj. 
j 
Suponha que desejamos mudar da base E para a base G. Os vetores x e y serão 
dados por n-uplas completamente diferentes, x' e y'. Prevemos que Q será represen- 


tado por uma matriz diferente, A’, e desejamos encontrar esta matriz. Sabemos que 


y = Ty e x = Tx 


* . . . . 1 q) 

A matriz T pode ser escrita quase que imediatamente pela regra de Cramer. Para matrizes de dimensões 
maiores, é muito mais simples resolver as equações por outros métodos (por exemplo, pela regra de Gauss) € 
achar a matriz T como acima. 


FRETE amei Ts 
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de maneira que x = T~’ x". Então 


y = Ax = ATTIx e y = Ty = TAT 'x'. 


Nossa conclusão é que A' = TAT”! = GT'AG. 

Esta relação entre A’ e A é chamada de transformação de semelhança. Permite- 
nos achar a nova matriz que representa um operador @ quando mudamos de base. 

Podemos agora apreciar a diferença entre a relação linear e a mudança de bases, 
ambas redutíveis à multiplicação de matrizes por vetores. Suponha que mudamos a 
base E pela base G. Então, x' = Tx. Esta é uma relação linear entre duas N-uplas, mas 
não entre dois vetores (o vetor permanece o mesmo, ou seja, x). 

Suponha que desejamos agora saber que efeito uma mudança de base (uma outra 
mudança, naturalmente) terá sobre esta equação. Substituamos a base G por uma base 


F, de maneira que 


f= È fig, ou g= if: 
I t 


(ou seja F = S7' e vice-versa). Seja 


à Ga 5 xfi 
E 


a nova representação de x (com relação à base F). Partindo de 


x = 5 X8; 
4 


obtemos 
x= PHP sji = of: (2 saxi) 
j i i J 
de maneira que 


x) = 2 SijX’is o x! = SX. 
J 


= STx. Em outras palavras, a matriz T não sofre nenhuma 


O resultado final é x” at 
mas é simplesmente multiplicada pela matriz S à es- 


transformação de semelhança, 

querda. 

10.6 PRODUTO INTERNO, ORT OGONALIDADE, OPR. DORES 
UNITÁRIOS 

na física quase que invariavelmente po: suem uma pro- 


duto interno. Um produto interno* é um escalar (x, y), 
e satisfazendo as propriedades dadas at aixo. Elas são 


Os espaços vetoriais usados 
priedade conhecida como pro 
formado a partir de dois vetores 
um pouco diferentes para espaços reais ou complexos. 


*Embora o termo produto escalar seja muito comum, preferimos usar o termo produto interro. Veja a observa- 


ção da p. 427. 
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ESPAÇOS REAIS ESPAÇOS COMPLEXOS 
1. O produto interno possui 


1. O produto interno 
simetria hermitiana: 


é simétrico: 
(x, y) = (y, X). (x, y) = (y, X) 
2. O produto interno é linear 2. (O mesmo para OS espaços reais.) 
em relação ao segundo fator: 


(x, y + z) = (x, y) + (x, Z), 
(x, ay) = a(x, y). 
s verificar que, para espaços 


Observação importante: Usando a propriedade 1, podemo A 
imeiro fator, ou seja 


reais, o produto interno é também linear em relação ao pr 


(x + y, z) = (4,2) + (y, 2), 
(ax, y) = a(x, y). 


|) 


1 


Uma verificação semelhante para espaços complexos mostra què a primeira linha 
acima ainda se verifica, mas que a segunda deve ser substituída por (ax, y) = àlx, y). 
Diz-se, geralmente, que O produto interno em um espaço complexo é antilinear 


em relação ao primeiro fator. 


nterno como sendo linear em relação 
do. O conteúdo da teoria não se 
tentemente mantida. 


Observação: Alguns autores definem o produto i 
ao primeiro fator e antilinear em relação ao segun 
altera com qualquer uma das convenções, desde que seja consis 
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3. O produto interno produz 3. (Vale a mesma propriedade dos 
uma “norma positiva defi- espaços reais.) 
nida””: 
(x, x) = 0, 


onde (x, x) = 0 se e só se 
x=0. 


(Observação: ||x|l = x; x) é geralmente chamado de norma* do vetor x.) 


Observação. A última propriedade pode ser omitida em alguns espaços vetoriais usados na física 
Na cp o espaço de Minkowski, da relatividade especial). Algumas modificações são tam- 
ém usadas. 


Se um espaço vetorial tiver dimensão finita, pode-se sempre dar um produto in- 
terno sobre o mesmo. No entanto, isso pode ser feito de muitas maneiras. 
Por analogia com a definição do produto interno no espaço físico tridimensional, 


O termo norma é também usado com um significado diferente na literatura matemática, e não está relacionado 


com o produto interno. 
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podemos definir o produto interno no espaço abstrato real de dimensão n pela expres- 
são 


ay) = Di 


t 
em que x, e y, são as coordenadas x € de y com relação a uma base especificada. Este 
procedimento pode ser mais fundamentado se definirmos os produtos internos entre OS 
vetores da base por 
(e; e;) = ôij- 


Então, pelas propriedades de linearidade (para espaços reais) 
(2 Xi€i, 2 iej) 
E J 
2 Zu xiyj(ei ej) = È » X:); 01; = 2 Xiyi 
s J i j t 


(x,y) 


Se adotarmos a mesma definição para o espaço complexo de dimensão n, então deve- 


mos usar a antilinearidade no primeiro fator e obteremos 
(x,y) = (2 Xi do vei) = Ð D Xyiles ej) = È Fiyi 
i j i : i 


O produto interno, obtido desta maneira, evidentemente satisfaz também a proprie- 
dade 3. 


Observação. Com esta definição, a regra para formar o produto interno pode ser formulada como 


segue. 
1. No espaço real (x, y) é obtido fazendo o produto escalar de x e y. Usando a linguagem da 
multiplicação matricial, 


(x,y) = xy = 7x. 


2. No espaço complexo, devemos tomar O conjugado complexo da primeira n-upla antes de efe- 
tuar o produto escalar. Escrevendo (x7) = x+}, teremos (x, y) = xty = (pts). 


Se o produto intemo de dois vetores, reais ou complexos, for nulo, eles são cha- 
mados de ortogonais 


(x,y) =0 implica “x Ly”. 
Um vetor (real ou complexo) é chamado de vetor unitário se sua norma 
Ixi = 46650) 
é igual à identidade. Em virtude destes conceitos. a condição imposta sobre a base E, 


(e; ej) = dj 
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fica que todos os vetores da base são unitários e mutuamente ortogonais. Uma tal 
base é chamada de base ortogonal.* Há muitas bases distintas ortogonais em qualquer 
espaço vetorial (de dimensão maior do que um). Além de supormos que a base E seja 
ortogonal, suponha que o mesmo acontece com outra base, G, por exemplo: 


signi 


(gi 8) = dij- 


= 5,y'g, então (para espaço complexo) 


(x, y) = D EA yi- 


Sex=Lx'g; ey 


-i ERA 
Para espaços reais, isso reduz-se a (x, y) = Bi Xii- 


Suponha que efetuamos uma transformação da base E para a base G. Então, 


8: = 2 Bji€j- 
J 
Portanto 


(gi, 8+) = (2 Bji€j» 2 gue!) = 2 > grigulej, es). 


J l 
Se a base E é ortogonal, então 


(gg) = DD 2 Bygikôj = 2 BjiBjk- 
J J 


Se a base G é também ortogonal, então 
(Ei 8e) = D, Brgjk = du 
j 


Esta equação é interpretada pela afirmativa de que as colunas da matriz G são 


mutuamente ortogonais. 
Para obter uma equação matricial convencional, escreva gji = g5 e 


T T t 
Zn = (25) = gij 


definindo, desta maneira, a matriz Gt obtida a partir da matriz G, transpondo-a € 
tomando o conjugado complexo (a ordem em que estas operações são efetuadas é 
irrelevante). A matriz Gt é chamada de adjunta hermitiana (conjugada hermitiana, OU 
simplesmente adjunta) da matriz G. As equações explícitas 


DD Erg = dis 
J 
que relacionam os elementos da matriz G, podem, então, ser escritas na forma matri- 


cial simbólica 
| a 
GG Ta I, la Z G 


— DA 


+ y $ E 3 = 

N contexto, o termo tortogonal’’ supõe tacitamente que os vetores da base estão normalizados, i.e., são 
etores unitários. Alguns autores usam o termo ‘*ortonormal”’, que é, em realidade, mais preciso. 

$No sentido de que seu produto escalar é zero (ou um). 
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acarretando que Gt = G"!. As matrizes que satisfazem esta relação são chamadas 
unitárias. Nos espaços reais, temos Gt = G” e a afirmativa acima reduz-se a G7G = I, 
o que acarreta que G7 = G"!, Tais matrizes são chamadas ortogonais.* 


Observação. As linhas de uma matriz unitária (ou ortogonal) são também mutuamente ortogo- 


nais. Com efeito, considere x 


» BB = Siks 
J 


que representa o processo de tomar o produto escalar das linhas. Reescrevamos isso como 
ty Tr t 
fi = 2 (gg = DO grigi 
j j 


A matriz F com elementos fix satisfaz, portanto, a relação F = GGt. No entanto, sabemos que se 
GiG = 1, então GGt = I igualmente, de maneira que F = 1, ou seja, fix = ix. Isso significa que 


2; EB; e Ôik» 
j 


o que representa a ortogonalidade das linhas. 


Podemos, agora, enunciar que a matriz de transformação T (que aparece em 
x! = Tx), de uma base ortogonal para uma outra, deve ser unitária (ou ortogonal). Com 
efeito, se G for unitária (ortogonal), o mesmo acontecerá com T = G”!. Levando em 
conta a semelhança das equações y = Ax ex’ = Tx (Seção 10.5), poderemos formular e 
demonstrar os seguintes fatos sobre os operadores lineares G. 


Definição. Um operador Qé chamado de unitário (ortogonal) se preserva os produ- 
tos internos. 


Teorema. Se a matriz A representa um operador unitário @ em relação a uma base 
ortogonal, então A é uma matriz unitária (ou ortogonal) e vice-versa. 


Demonstração. Sejam os vetores x, 8, y =Qx,em = QE representados por x, É, y em 
com relação à base E. Então, 


(x, £) = 2 Fiti e l (y, n) =s L yn 


Também, 
y= Z airXąķ de maneira que Jy = 2 A kXk 
7 E 


Juntamente com 


nj = 2 ajii. 


Então, 


(y, n) = x 2 rt (X aziaj) . 


+O termo ortogonal é mais preciso (veja nota de rodapé da p. 440). 
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Se A é unitária, a expressão entre parênteses é Ôx, e O teorema segue-se. Reciproca 
mente, como os xy € OS & são escalares arbitrários, podemos deduzir que Ê 


> Traj = di, 
j 


e a demonstração está concluída. 
10.7 A MÉTRICA. ORTOGONALIDADE GENERALIZADA 


Por vezes, o produto interno está definido de maneira que torna uma base E dada 
não-ortogonal. Isso significa que os produtos internos dos vetores da base não formam 
uma matriz unitária, mas uma outra matriz M com os elementos 


(e; e) = Mi. 


Devido à simetria hermitiana do produto interno, os elementos m;; de M devem satis- 
fazer a relação 


Mij = Mji. 


Em outras palavras, M = Mt. Tais matrizes são chamadas de hermitianas ou auto- 
adjuntas. Para os espaços reais, a matriz M deve satisfazer M = MT”. Tais matrizes são 
chamadas de simétricas. A matriz M é, por vezes, chamada de métrica* do espaço 
vetorial (em relação à base dada E). 

Uma vez definida a matriz M, podemos calcular o produto interno de dois vetores 
quaisquer, como segue 


(x,y) = (2 Xei D, viej) =), 2 Xry;(e; e;) 
DX rmy 


Nesta análise, ainda não usamos, até agora, o Postulado 3 para o produto interno. Se 
aplicarmos este postulado, então deveremos ter 


œx) = $ 2 Xrmijxj È 0, 
7] 


onde o sinal de igualdade implica que x; = O para todo i. Em notação matricial, esta 
afirmativa é traduzida por 


x*ÞMx>2 0,  (x'Mx = 0 implica x = 0). 
As matrizes hermitianas (ou simétricas reais), que possuem esta propriedade, são 
chamadas de positivo-definidas. 
Consideremos agora mais uma vez uma mudança de base (transformação de coo” 
denadas). Estamos interessados em saber como mudará a métrica. É instrutivo deduzir 
o resultado por álgebra matricial, mostrando as vantagens da notação matricial. 


$ i áti cem a. F . . eréncia 
Na literatura matemática, o termo “métrica” é usado para um conceito um pouco diferente, sem refi 


explícita ao produto interno. 
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Em primeiro lugar, observe que o produto interno pode ser escrito sob a forma 
(x, y) = x'My. 


Seja a nova base dada, como usualmente, pela matriz G (suas colunas são agora veto- 
res base). Então, as novas coordenadas de x e de y são dadas por 


x = Tx, y = Ty, 
onde T = G”!. Multiplicando estas equações por G à esquerda: 
GxX =x Gy =y. 


Transponha, agora, a primeira equação e tome seu conjugado complexo (em outras 
palavras, tome o adjunto hermitiano da primeira equação)* 


xiGt = xt. 
Substitua estes resultados em xtMy e obtenha 
(x,y) = xiG'MGy. 
Segue-se que, com relação à nova base, a métrica será dada pela matriz 
M' = G'MG. 


Dizemos que a matriz M sofreu uma transformação de congruência. Observe a dife- 
rença entre a transformação de congruência e a transformação de semelhança (p. 437) 
A' = TAT = G™'AG, que rege a transformação da matriz de um operador linear Qem 
um caso análogo. Observe também que os dois tipos de transformação coincidem, se 
G for uma matriz unitária (ou matriz ortogonal no caso do espaço real). 


Observação 1. Os resultados da Seção 10.6 surgem como um caso especial da fórmula 
M' = GIMG. Se a base original for ortogonal, então M = I e M’ = G1G. Se G for unitária, então 
M' = I igualmente (e vice-versa). Isso significa que a nova base é também ortogonal. 


Observação 2. Para espaços reais, podemos simplesmente substituir todos os hermitianos adjun- 
tos por transpostas (ou mesmo deixar intactas as fórmulas e usar a propriedade A = A para 


qualquer matriz real A). 


O problema dos operadores lineares Q, que preservam produtos internos, é tam- 
bém facilmente resolvido. Suponha que 


(£, n) = (ax, Gy) = (x, y). 


Na notação usual, E = Ax, n = Ay, € 
(E, n) = ¿"Mn = XAÍMA). 


Se isso deve ser igual a (x, y) = xtMy para todos os x € y, é necessário e suficiente que 


AMA = M, 


+O adjunto hermitiano do produto de duas matrizes é dado por (AB)t = BtAt, como se segue imediatamente de 
uma regra semelhante para (AB)” (veja a p. 429). 
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que é a condição desejada sobre A. Se a base for ortogonal, então M = ], e isso se 
reduz ao resultado que A deve ser unitária: AiA = 1. 

Aplicamos o termo ortogonalidade, tanto aos espaços abstratos quanto a várias 
n-uplas, como às linhas ou às colunas de uma matriz. É costume dizer que duas 
n-uplas (Xo Xo Xay co Xn) € (Yb Yo Ys == Yn não importando sua natureza ou 
significado, são ortogonais se, no espaço real, seu produto escalar se anula: 


x) + X2)2 + X3y3 eo + XnYn = 0, 
ou, no espaço complexo, 
Xi + Xay + ya +: + = 0. 


No que concerne aos dois vetores abstratos, eles são ortogonais se (x, y) = 0. E isso 
equivale a dizer que suas n-uplas são ortogonais, somente se a base envolvida é uma 
base ortogonal. De outra maneira, as n-uplas satisfariam 


Xımııyı + XiMmi2y2 + ... = 2 2 Xr MijYi = 0. 
i j 


Diz-se, algumas vezes, que as n-uplas x e y são agora ortogonais em um sentido gene- 
ralizado. ou ortogonais com relação à matriz M. Os vetores abstratos (x e y) são, 
naturalmente, apenas ortogonais.* 


10.8 PROBLEMAS DE VALORES CARACTERÍSTICOS. 
DIAGONALIZAÇÃO 


Em física, a relação linear mais simples entre dois vetores x e y é aquela em que y é um 
múltiplo escalar de x, por exemplo, D = €E, em eletrostática. A relação linear geral 


y= Gx 


é mais complicada. No entanto, podem existir vetores especiais para os quais esta 


relação se reduz à relação simples y = Ax (A = escalar). ao 
Por exemplo, suponha que, em algumas representações, a matriz A de Q seja dia- 
gonal, significando que as; + 0 somente se i = j. Então, para os vetores da base e;, 


temos 


Ge; = a; = 2 aji€i = Giiêi. 
j 


Em outras palavras, o operador Q simplesmente multiplica o vetor e, pela constante di 
Observe que esta constante é, em geral, diferente para vetores diferentes e; da base. 
Se a matriz A não é diagonal, o problema se reduz a achar certas N-uplas que 


satisfaçam 
Ax = Ax. 


Estas N-uplas são, geralmente, chamadas autovetores de A.* Supõe-se, tacitamente, 


” já foram aplicados a funções (p. 157 e p- 343). 


+Os termos *'ortogonal” e “ortogonal no sentido generalizado 57 e p. 345). 
ão, e serão mais amplamente discutidas 


Estas definições possuem analogia estreita com o material desta seç 
Capítulo 11. 

*Em verdade, são “auto N-uplas” de A. Correspondem a vetores (abstratos) x, que são 
dor (abstrato) Q- 


autovetores do opera- 
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que um vetor característico não deveria ser trivial (o vetor zero). A equação matricial 
Ax = Ax corresponde a um conjunto de equações algébricas 


2 AijXj = AX; (1 ED Ira N), 
i 


ou 


E (aij — Nx; = 0. 


1 


Escritas mais explicitamente, estas são N equações homogêneas em N incógnitas: 


(aii — Mx F aixo + cc +awx =Q, 
a21X1 + (a22 — NX2 + +: + aənxy = 0, 


ax1X1 + Rs + (axx — Nxx = 0. 


A condição necessária e suficiente para que estas equações possuam uma solução 
não trivial é que o determinante da matriz dos coeficientes se anule. Esta matriz pode 
ser escrita como 4 — M (I = matriz identidade), de maneira que 


det (A — M) = 0, 


que é conhecida como equação característica (ou equação secular). É uma equação 
algébrica de grau N em À (que é a incógnita) e possui N raízes (ou menos). (Algumas 
das raízes podem ser múltiplas; também, mesmo para uma matriz real A, algumas das 
raízes podem ser complexas.) Estas raízes são chamadas autovalorest (raízes caracte- 
rísticas ou raízes latentes) da matriz A. Observe que um múltiplo escalar de um auto- 


vetor é também um autovetor. 
Como mencionado antes, é trivial achar os autovalores e os autovetores de uma 


matriz diagonal. Os autovalores são simplesmente os elementos diagonais a; € Os au- 
tovetores são vetores da base. Por conseguinte, seria vantajoso efetuar uma mudança 
de coordenadas (isto é, mudança de base), de tal maneira que a matriz transformada A’ 
seja diaganal. Como estamos lidando com uma relação linear fixa entre dois vetores 
(àx é proporcional a x), a matriz A deve mudar de acordo com a transformação de 


semelhança (p. 437) 
A’! = TAT! = GTIAG. 


são chamadas semelhantes. Matrizes semelhantes possuem os 


As matrizes A’ e À ll atr 1 
Com efeito, a equação característica de A’ será* 


mesmos autovalores. 


det (GT! AG — G7'MG) 
= det [GTA — AG] = det G7? . det (A — M): det G = 0. 


l) 


det (G71AG — M) 


No entanto, det G~’ det G = det G'G = 1. Vemos que a equação característica é a 
mesma para A e A'; portanto, A e A' devem possuir os mesmos autovalores. 


+Os autovetores são também chamados de vetores característicos. Veja o rodapé da p. 296 e observe a seme- 
lhança formal entre a equação matricial Ax = ax e a equação diferencial (d?/dx?) X = AX, que pode ser encon- 
trada na p. 296. 


“É fácil verificar que as matrizes N x N obedecem à lei distributiva empregada aqui. 
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Se A' é diagonal, então seus elementos a’ i são OS autovalores de A. O problema é 
a matriz G, que diagonaliza A. Como sabemos que os vetores da base são os autoveto- 
res de uma matriz diagonal, segue-se que G deve ter colunas iguais aos autovetores de 
A (pois estes são as N-uplas dos novos vetores da base). Por conseguinte, necessita- 
mos de N autovetores linearmente independentes da matriz A para podermos 
diagonalizá-la. Esta afirmativa fornece a pista para O sucesso ou O fracasso do pro- 
cesso de diagonalização: A matriz A pode possuir menos de N autovetores linear- 


mente independentes. C : 
Descreveremos alguns casos importantes nos quais à diagonalização è possível. 


Teorema 1. Se uma matriz A possui m autovalores diferentes, então possui m 
autovetores linearmente independentes (pelo menos um para cada autovalor). 


Demonstração. Suponha O contrário, ou seja, que há somenten <m autovetores li- 
nearmente independentes, xD, xP, +... x9,+ que correspondem aos autovalores (dis- 
tintos) Ap A» -+ Àn. O autovetor x" + D, que correspondente a An + 1, deve formar 


uma combinação linear (não trivial) com eles, 
n+41 E 
S ax? = 0, 


i=1 


com pelo menos um dos a; não nulo. 


Multiplique esta equação à esquerda pela matriz A e use Ax? = Ax’, para obter 


n+l , 
2L ax = 0. 
yss] 
Multiplique também por An + ı (em vez de A) e subtraia: 
n . 
Z ad: = ORE aii = 0. 


1=1 


Observe que x!” + » foi eliminado desta equação. Ora, todos os x*? são linearmente 
independentes; portanto, 


am — Ma) =0 (todoi = n). 


Como A; £ An + 1, Segue-se que a; = 00 = 12,3, xe): No entanto, a equação 
original será, então, An + w” + P = 0, o que implica que an + ı = O. Isso contradiz a 
hipótese de que x” + D é linearmente dependente de xD, x2, ..., x”, em outras 


palavras, n < m é impossível, e concluímos que n = m. 


Corolário. Se todas as raízes da equação característica são distintas, então há N 
_autovetores linearmente independentes. 


Observação. Se à for complexo, então Os autovalores que lhe correspondem são, geralmente, 
complexos. Neste caso, a matriz não é diagonalizável no contexto do espaço real, mesmo se tem 
N autovetores linearmente independentes. 


emo que aqui autovetor significa auto n-uplas. Na equação que se segue, estão dispostas em colunas. o 
zero à direita é uma coluna zero (todos os elementos são nulos). 
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Muitos problemas físicos envolvem os autovalores e os autovetores de matrizes 
reais simétricas (no espaço real) ou matrizes hermitianas (no caso complexo), e OS 
teoremas seguintes são de importância fundamental. 


Teorema 2. Os autovalores de uma matriz hermitiana (ou simétrica real) são todos 
reais. 


Demonstração. Seja A hermitiana e seja Ax = Ax. Tome os conjugados complexos e€ 
. transponha: 


WA =) x. 


(Observe que À, sendo um escalar, não é afetado pela operação de transpor). Multipli- 
que a primeira equação por xt à esquerda: 


xtAx = Mix. 


Multiplique a segunda equação por x à direita, e use At = A, e subtraia o resultado da 
equação precedente: 


A ix = 0. 


Como xtx + 0, segue-se que À = A, ou seja, À é real. Para matrizes reais simétri- 
cas, a demonstração é análoga, pois uma matriz real simétrica é um caso especial de 
uma matriz hermitiana. 


Teorema 3. Se dois autovalores de uma matriz hermitiana (ou simétrica real) são 
diferentes, então os autovetores correspondentes são ortogonais. 


Demonstração. Sejam Ax” = AxP e Ax? = Mx”. Multiplique a primeira equação por 
xt à esquerda: 

xDD = x Pt, 
Tome o conjugado hermitiano da segunda equação e multiplique-o por x!” à direita; 
use At = A (e àz = ào): 


xPtAx P eS Aor Ptr, 
Subtraia, obtendo (A, — Ax'2ix'” = 0. Como A, É àz, segue-se que 


xD = 0. 


Para matrizes simétricas reais, a demonstração é a mesma. Observe que os autoveto- 
que a ortogonalidade usada aqui refere-se a 


res são necessariamente reais. Observe 
a) 


N-uplas, o que se reflete no produto escalar x”tx 


Observação. A técnica envolvida nesta demonstração é análoga à técnica empregada 
nas Seções 4.4 (p. 157) e 9.3 (p. 342), pois os problemas são basicamente os mesmos.* 


*Observe que os operadores diferenciais usados nas Seções 4.4 e 9.3 eram operadores hermitianos (p. 345). 


Veja também a Seção 11.1. 
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Teorema 4. Processo de Gram nv ' 
tes, podemos construir, à partir deles, um conjunto de n vetores ortonormais, qy 


seja, n vetores mutuamente ortogonais € unitários. 


Demonstração. Sejam os vetores dados X1, X2, «+: Xn: Defina 
u ži 
1 = 
lixa | 


como sendo o primeiro vetor unitário. Defina agora 
u = x2 — (x2" u;)u;. 
Tomando o produto interno do vetor u; com u,, deduzimos que ele é ortogonal a u,, 
(us, u1) = (x2, 1) — X2, u1 )(u1, U1) = 0, 


pois (u,, u,) = 1. 
Em seguida, normalizamos u; definindo 25 


"2 = Tull 


Este será nosso segundo vetor unitário. E ortogonal a u,, por isso acontece com uz. 
Continuamos com este processo definindo 


k—1 
u% = xX — 2 (Xk, uu; 
j=1 


Observe que nunca teremos o problema de u = 0, pois isso contradiria a inde- 
pendência linear dos vetores Xi. O processo termina somente após termos esgotado 
todos os vetores x;. 


Teorema 5. Uma matriz hermitiana pode ser diagonalizada (por transformações de 
semelhança!) por meio de uma matriz unitária. Uma matriz. real simétrica pode 
ser diagonalizada por meio de uma matriz ortogonal real. 


Demonstração. Suponha que é =($,, 2, ..., Ex) representa um autovetor de uma 
matriz hermitiana A. Sem perda de generalidade, podemos supor que seja um vetor 
unitário (pode sempre ser normalizado). Escolhamos no espaço outros (N—1) vetores 
quaisquer, os quais, adicionados a é, formem um conjunto linearmente independente. 
Por meio do processo de Gram-Schmidt, podemos construir uma base ortonormal con- 
tendo £ como primeiro vetor. Construamos uma matriz U,, cujas colunas são iguais à 
estes vetores da base. Então, U, é unitária e Uj ' = Ui. Formando a matriz AU 
vemos que a primeira coluna de AU, será Aé, pois é é um autovetor de 4, e à € o 
autovalor correspondente. Formemos, agora, a matriz U’ = U,t. As linhas de 


+Que é também uma transformação de congruência (veja p. 443) e é comumente chamada de transformação 


unitária. 
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Ur! = U;t são ortogonais a É (com exceção da primeira linha, que é igual a ë). Portanto, a 
primeira coluna de UT'AU, será da forma 


Ora, a matriz Uj 'AU, é hermitiana, pois 
(UT 4U t = UlAMUT!! = UT!AU,. 


Deve, portanto, ser da forma 


A! 
(hermitiana) 


onde a submatriz A' é hermitiana. O fator decisivo é o aparecimento de zeros na 
primeira linha. 

Considere a matriz A' (N — 1) x (N — 1). Todos os seus autovalores são eviden- 
temente autovalores de A (isso é facilmente verificável). Seja n = nz, nas -> na), O 
autovetor normalizado, que corresponde ao autovalor À, (que pode ou não ser igual a 
A). Construa (pelo processo de Gram-Schmidt) (N — 2) vetores adicionais no subes- 
paço de dimensão (N — 1) ortogonal a m. Estenda estes vetores a todo o espaço de 
dimensão N, pondo suas primeiras componentes como sendo zero, e construa uma 


matriz unitária: 


U2 


(unitária) 


Se formarmos agora a matriz Uz (Ui 1AU Uz, veremos facilmente que terá a 
forma 
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A 0 0 0 
0 A2 0 0 
0 0 A” 

: (hermitiana) 


onde a submatriz A’’ será mais uma vez hermitiana. 
Repita este processo até que toda a matriz esteja diagonalizada, ou seja, até que a 
matriz 


Um Ur ss UJ UŢ'AU, U2... Uy- Uy 


seja diagonal. Defina U = U,U: ... Un-iUx. Evidentemente, U é unitária se todos os 
U; forem unitários. Por conseguinte, a matriz UT'AU é diagonal e o teorema está 
demonstrado. Para as matrizes simétricas reais, a demonstração é semelhante. 


Observação. Desta construção, segue-se que toda matriz hermitiana (ou simétrica real) possuirá 
N autovetores linearmente independentes, mesmo que alguns dos autovalores possam ser múlti- 
plos (caso de degenerescência). Autovetores, que correspondem a um autovalor com degeneres- 
cência, não necessitam ser ortogonais. No entanto, há /n dentre eles (linearmente independentes) 
no caso de degenerescência de ordem m, e qualquer combinação linear destes será ainda um 
autovetor correspondente ao mesmo autovalor. Então, pelo processo de Gram-Schmidt, pode- 
mos achar um conjunto de autovetores mutuamente ortogonais. Isso foi, de fato, feito na demons- 
tração do teorema. 


Exemplo. Vimos que o problema dos pêndulos acoplados da Seção 10.1 reduz-se à 
solução de um sistema algébrico: 


(g/L + k/m)O, — (k/m)O, = w0), 
—(k/m)®ı + (g/L + k/mO, = w03 


(equações da p. 411, divididas por mL por questão de conveniência). Isso é um pro- 
blema de autovalores para a matriz 


(g/L + k/m) —k/m 
—k/m (g/L + k/m) 


Os autovalores À são obtidos da equação característica 


det (4 — M) = 0 
e são 


`i = g/L, Aa = g/L + 2(k/m). 


z ; PNE” PEN to- 
Estes valores são, obviamente, os quadrados das freqüências características. Os au 


vetores podem ser obtidos, substituindo A, e A, no sistema algébrico. Se À = ^r 
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sistema reduz-se a uma única equação 
(k/mO, — (k/m)O, = 0. 


A solução normalizada pode ser representada por um vetor coluna 


Rs 
v2 
1 


v2 


Semelhantemente, se À = Az, o autovetor normalizado é 


A” = G"'AG, em que G é uma matriz ortogonal, cujas colunas são os autovetores de 
A. Como os autovalores são distintos, os autovetores são automaticamente ortogonais 


A matriz À é real simétrica e pode ser diagonalizada pela transformação de semelhança 


e 


Como G é ortogonal, segue-se que G”! = GT. Vemos, neste caso, que G é igualmente 
G. Verifica-se, facilmente, que 


simétrica, de maneira que 67! = 


Uma transformação de semelhança efetuada sobre uma matriz pode ser associada 
gom uma transformação linear de coordenadas em um espaço vetorial. Em nosso pro- 
nsforma tá relacionando as velhas coordenadas O,, O, a certas 


blema, esta transformação es 
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“novas” coordenadas Y, bz por meio da matriz T ou de sua inversa G (em nosso caso, 
elas são idênticas). Por exemplo, a transformação 


o 811 &12 Yi 
O, g21 822 Vo 


está explicitamente escrita como 
© = (10 + Fo) 02 =(1//DM — Vo). 


Isso corresponde à transformação para coordenadas normais, discutida na Seção 10.2 
(p. 414). 


10.9 DIAGONALIZAÇÃO SIMULTÂNEA 


O problema dos autovalores para os pêndulos acoplados (Seções 10.1 e 10.8) pode ser 
atacado do ponto de vista de diagonalização do Lagrangiano. Com efeito, as equações 
do movimento provêm do Lagrangiano 


E k k 
£ = ml? (o + 63) -I(E + 8) + (+5) 63 — 2 E aea). 


m m 


O Lagrangiano consiste na diferença entre as duas formas quadráticas (p. 410), uma 
nas variáveis 0, e 0, e a outra nas variáveis 0, e 0». 
Uma forma quadrática (real), (nas variáveis q;) 


n n 
2 X GijQili 


i=l j=1 


fica completamente definida pela matriz de seus coeficientes a;. Esta matriz é essen- 
cialmente uma matriz simétrica, pois o termo que contém o produto qg; (i + j) pode 
ser sempre dividido em duas partes iguais, uma representada por a;44; e a outra por 
aygg:. Por exemplo, a energia potencial do Lagrangiano acima pode ser escrita como 


k k k k 
V = Im? [(E + s 07 — Em 010» — — 0204 + (E e 5) A E 


m m 


a qual (com exceção do fator mL?) dá origem à matriz real simétrica 


(g/L + k/m) —k/m 
—k/m (g/L + k/m) 


essencialmente esta matriz que é diagonalizada por meio de uma transição para 


coo . ` . - Eq hs à 
rdenadas normais. A diagonalização é efetuada por meio de uma transformação 
que envolve a matriz ortogonal G: 
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01 Ya 


ou 0= Gy. 


9» Y2 


A parte de energia cinética do Lagrangiano é uma forma quadrática em ô, e 8», corres- 
pondendo a um múltiplo da matriz identidade (o fator será 4nL?). A transformação 
(obrigatória) das derivadas . 


ôi 


ô2 


não destrói sua forma diagonal.* Vemos que todo o Lagrangiano é diagonalizado pela 
transformação linear 6 = Gy. Com efeito, se usarmos K e V para representar as matri- 
zes que correspondem às formas quadráticas para a energia cinética e potencial, então, 
em linguagem matricial, 


£ = TK — 07V9, 


em que K = (mL?) e V = (mL?)A. Após a transformação, o Lagrangiano será ex- 
presso sob a forma 


£ = ġTGTKGY — 4"GTVGŅ. 


Ora, K' = GKG e V' = G'VG são matrizes diagonais, a afirmativa segue-se então. 
Observe que, deste ponto de vista, as matrizes K e V sofrem uma transformação de 
congruência e não uma transformação de semelhança (veja a p. 443). A distinção, no 
entanto, perde-se, visto que G é uma matriz ortogonal e G” = Gr. 

Consideremos agora o problema semelhante para o pêndulo duplo descrito na 
Seção 10.2. O Lagrangiano será (p. 416) 


£ = mb? [os + 65 + 20192) — (286: Sr E) 


e equações desacopladas para o movimento, devemos 
a transformação lineart 


0 = Gy. 


- Se desejarmos um sistema d 
diagonalizar este Lagrangiano por um 


acontece com qualquer múltiplo de 7. Temos 
GTG = 1, de maneira que a energia cinética 


*A matriz identidade / comuta com qualquer matriz e o mesmo 
G'cIG = cIGTG, onde c é constante. Além disso, em nosso caso, 
permanece inalterada. áti j ō i 
tUma transformação linear preserva a forma quadrática do Lagrangiano, que Produz nes quações do moyi: 
mento do tipo desejável. 
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Isso resultará em uma nova forma quadrática 
£=WKyp>yVy, 

onde K' = GTKG e V’ = G”VG, enquanto que 


mgL 0 
O ¿mgL 


O problema é, portanto, diagonalizar simultaneamente as matrizes K e V. O fato for- 
tuito de que V já é diagonal não faz muita diferença, pois G'VG não é necessariamente 
diagonal se V for diagonal.t 

Observemos que ambas as matrizes K e V são matrizes reais simétricas. Além do 
mais, a matriz K é positivo-definida (veja a p. 442)* Estes fatos são suficientes para 
assegurar a possibilidade de diagonalização simultânea, como está mostrado a seguir. 


Teorema 1. Duas matrizes reais simétricas, K e V, são simultaneamente diagona- 
lizáveis por uma transformação K’ = GTKG e V' = G"VG, desde que uma delas, 


por exemplo K, seja positivo-definida. 


Demonstração. Sabemos do Teorema 5 da Seção 10.8 que existe uma transformação 
ortogonal U, tal que UKU é diagonal, com elementos diagonais p; (i = 1,2, ..., N). 
A matriz UTKU é também positivo-definida. (Substitua x em x"Kx > 0 por Uy, e use o 
fato de que x é arbitrário). Todos os p; são. portanto, positivos. Construa agora uma 
matriz diagonal M com os elementos 1/N/H; na diagonal principal (na mesma ordem em 
que aparecem em UTKU). Verifique que a matriz 


K" = MPUTKUM 
é a matriz identidade. Sob a transformação combinada UM, a matriz V se transformará 
em 

y” = MPUTVUM, 


que é ainda simétrica real, como facilmente pode-se verificar. Finalmente, diagonalize 
V'' por meio de uma matriz ortogonal S: 


V' = STV"S. 


Esta transformação não mudará a matriz K” = ]. Defina agora a matriz G da trans- 
formação por 


G = UMS. 


Então, ambas as matrizes GTKG = I e GTVG = V' são diagonais e o teorema está 
demonstrado. Observe que, em geral, a matriz G não será uma matriz ortogonal. 


tUma matriz diagonal, em geral, nem mesmo comutará com a matriz G, (como aconteceu no caso do problema 
dos pêndulos acoplados). 


+ Pi Á š i 
Isso sempre acontecerá com a matriz K, pois ela representa a energia cinética, que é sempre não negativa. 
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Na prática, podemos construir a matriz G de maneira diferente, seguindo a pista 
dada pelo problema do pêndulo duplo. O Lagrangiano. escrito em termos das coorde- 
nadas velhas 0, é 


£=67Kô-oTVve 


e dá origem a um sistema de equações Lagrangianas para o movimento, que pode ser 
escrito como 


Kä + Vê = 0. 


Exercício. Deduza este resultado, escrevendo £ como um somatório duplo e efetuando as opera- 
ções necessárias. 


Estamos procurando soluções harmônicas. com 6 proporcional a er“. Para tais 
soluções. O é equivalente a —w?0, de maneira que 


(V — w2K) = 0. 


Isso é um conjunto de N equações lineares homogêneas em N incógnitas. Para uma 
solução não trivial, exigimos que 


det (V — w?K) = 0, 


que fornece os valores característicos de w?. É fácil ver que estes valores são simples- 
mente os elementos diagonais da matriz diagonalizada V’ = G'VG. Com efeito, a 
transformação pela matriz G não pode mudar a equação característica, pois 


det (GTVG — w2GTKG) = det GT -det (V — w?K) - det G 
= (det G)?- det (V — w?K). 


Por outro lado, as raízes de det (V' — w?) = 0 são, evidentemente, os elementos 
diagonais de V’. 

Tendo determinado as frequências características, podemos resolver as equações 
(V — wtK)0 = 0 e achar as N-uplas que fornecem a solução em termos das coordena- 
das normais (veja p. 417). 

Podemos resumir os resultados na linguagem da álgebra matricial como segue: 
Dadas duas matrizes V e K, chamamos as raízes da equação det (V — AK) = 0 de 
autovalores generalizados da matriz V com relação à matriz K. As soluções de 
(V — AK)x = 0 podem ser chamadas de autovetores generalizados a matriz V com 
relação à matriz K. As matrizes K e V podem ser simultaneamente diagonalizadas por 
meio de uma matriz G não-singular, cujas colunas são os autovetores 'generalizados.* 


Exemplo. No problema do pêndulo duplo, os autovalores generalizados são 


Mm=u0l=(C+vDEL M=0)=(2—VDlL, 


ERR fa ef o 
*Observe que a forma diagonal de K não necessita ser a matriz identidade. A multiplicação de um autovetor 
Por um escalar k fará com que o elemento correspondente da diagonal de G'VG e de GTKG seja multiplicado 
por k?. Somente as razões dos elementos diagonais é que são fixas (são os autovalores generalizados). 
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e os autovetores generalizados podem ser escolhidos como (p. 418)t 


A matriz 


1 1 1 
—— —3 mL? mL? == DR 
r 2V2 E 2V2 242 
G KG = j 
— 3 mL? mL? —+ 
22 2 2 am 2 $ 
dE 0 
0 2+2 ne? 
8 
e: mgL 0 
242 2 4 
G'VG = i 
n 1 0 1 L 
23 2 ZME 
ImgL 0 
O  âmgl 


t Usamos 0” = hyy e 0? = by. 
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Os autovalores generalizados são agora os quocientes dos elementos diagonais 
correspondentes: 


2 = âmgL X 
w [2 VDM (2 + v2Xg/L), 


200 ml “g- 
2º + vm? (2 Vagão: 
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PROBLEMAS 


1. Considere o sistema de equações diferenciais acopladas, tratado na Seção 10.1, Exemplo 1 


(com m, = m: € k, = ko): 
mii + 2kui — ku2 = 0, miiz + 2ku2 — kuz = 0. 
Resolva este sistema pelo método da transformada de Laplace, usando as condições iniciais 
ui(O) = u2(0) = 0, ui(O) = v, úů2(0) = 0, 


e exiba a solução como uma superposição de modos normais (como na p. 409). 
2. A equação 2r? + 4xy + 5y? = 1 representa uma elipse no plano xy. Mostre que pode ser 


levada a uma das duas ''formas diagonais” 


a) x2 + 6y? =l, Do? +y=1 


a caso, a matriz da rotação. 


por meio de rotações dos eixos. Mostre, em cad 


Fig. 10.13 


3. Considere o problema de três massas estaticamente acopladas (Fig. 10.13) análogo aos da 
Seção 10.1, Exemplo 1. Sejam xı, Xz € Xa SEUS deslocamentos a partir da posição de equilíbrio. 
a) Ache as equações do movimento, usando a segunda lei de Newton. 
b) Calcule a energia potencial do sistema e mostre que ela se reduz a 
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V = kx? + los + kx3 — kxıx2 — kx2x3. 


c) Confira o resultado de (a) deduzindo as equações Lagrangianas do movimento. 
d) Mostre que as freqüências características podem ser obtidas resolvendo 


e) Ache as freqüências características e os modos normais. 

4. Mostre que todos os polinômios de grau menor ou igual a N (inteiro positivo) formam um 
espaço vetorial $. Qual a dimensão deste espaço? Ache uma base para este espaço. 

5. Considere o conjuntoS de todos os polinômios pares no espaço do problema precedente. 
Este conjunto é um subespaço de §? Se for, qual a sua dimensão? Responda a mesma per- 
gunta para o conjunto $— de todos os polinômios ímpares. Os conjuntos $— e S., possuem 
vetores comuns? 

6. Considere os seguintes conjuntos de polinômios. 


Conjunto A: 
Lo(x) = l, Li(x) =1-— Xs 
L(x) = 2 — 4x — x?, L(x) = 6 — 18x + 9x? — xè. 


Conjunto B: 
To(x) = 1, Ti(x) = x, 


Too) = 2x? — 1, T(x) = 4x3 — 3x. 


Mostre que ambos geram o mesmo espaço vetorial e que qualquer um deles pode ser conside- 
rado uma base. Mostre que os quatro primeiros polinômios de Legendre (p. 353) pertencem a 
este espaço. Escreva Po, P, P2 e P como combinações lineares dos vetores do conjunto A; 
faça o mesmo com o conjunto B. 

7. Mostre que todas as matrizes 2 x 2 formam um espaço linear. A multiplicação de matrizes 
está relacionada a esta afirmativa? Qual a dimensão deste espaço? Exiba uma base para O 
espaço. 

8. Mostre que a matriz 


1 0 


A=] 0 cosô -—senô 


O sen cos 0 


representa um operador linear que faz girar todos os vetores de um ângulo 8 em torno de um 
eixo (Qual o eixo e qual a direção de rotação?). Mostre que a mesma matriz A representa 


0 


B= cosg seno 


seng —cosg 


15. 
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uma rotação dos eixos coordenados (discutida na Seção 1.3). Indique o eixo, o ângulo e a 
direção da rotação, e comente. 


. Mostre que a matriz 


pode representar ou uma rotação de eixos ou uma rotação de vetores. O ângulo de rotação 
está relacionado com $? Qual é o eixo da rotação? [Sugestão: Procure um vetor que não será 
aop pela rotação.) Calcule B?; o ângulo da rotação pode ser deduzido a partir deste resul- 
tado? 


. Suponha que um vetor (x, y, z) foi girado de um ângulo 7/6 em torno do eixo dos z. Exiba a 


matriz A que transforma (x, y, z) em (x', y', z'). Suponha que esta transformação foi seguida 
de uma nova rotação, desta vez em torno do eixo dos y, de um ângulo 7/4. (Observação: 
ambas as rotações são horárias, se olhadas ao longo da direção positiva do eixo de rotação.) 
Exiba a matriz B que transforma (x', y', z') nas novas coordenadas (x, y”, z"). Mostre que a 
transformação completa, de (x, y, z) para (x”, y”', 2''), é obtida por meio da matriz 


vV -1N8 1N2 
31 32 0 


-v8 1/8 1/2 


. Demonstre as seguintes propriedades das matrizes N x N: 


a) (ABC)" = CTBTA”. Esta propriedade pode ser estendida a mais de três matrizes? 
b) det(A-!) = I/det A (para matrizes não singulares). 
c) (AB)! = B-!A”!. Esta propriedade pode ser estendida a mais de duas matrizes? 


. Construa duas matrizes 2 x 2, A e B, com todos os elementos não nulos, mas tais que O 


produto AB seja a matriz zero. 


. Defina o comutador de duas matrizes A e B, por [A, B] = AB — BA. Verifique a identidade 


de Jacobi 
[A, [B, C]] + [B, [C, AJl] + [C, [A, B]] = 0. 


Onde aparece uma tal identidade? 


. A matriz de um certo operador linear, com relação à base u,(1, 0, 0), ux(0, 1, 0), us(0, 0, 1) é 


1 —1 0 
Á= 2 1 1 
—2 01 


Mostre que a matriz do mesmo operador em relação à base v, = (2/3, 1/3, 2/3), 
vo = (-1/3, 2/3, —2/3), va = (2/3, 2/3, 1/3) é 


Sugestão: Observe que a nova base é ortogonal. Isso simplifica os cálculos.) 
Dadas duas bases no espaço 


Base U: u1(l, 0, 0), u2(0, 1, 0), u3(0, 0, 1), 
Base V: vı(2, —1, 0), v2(1, 1, 1), v3(—3, 0, 4), 
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16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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ache as seguintes quatro matrizes: 

a) a matriz que transforma u, em v,, Uz em vz € us €M Y3; 

b) a matriz que transforma v, em u,, V2 em Uz V3 em us; 

c) a matriz que transforma as coordenadas (x, y, z) de um vetor arbitrário, na base U, nas 
coordenadas x', y’, z', do mesmo vetor na base V; 

d) A matriz que transforma x', y’, z’ em x, y, Z. 

Mostre que para o espaço de funções, discutido no Problema 6, a integral 


(5, 8) = je: fC)gO) dx 


pode servir como produto interno de duas funções f(x) e g(x) do espaço. Mostre que o con- 
junto dos polinômios de Legendre Po, P, P, e Pa forma uma base ortogonal (mas não- 
ortonormal) neste espaço. 

Mostre que D = dldx é um operador linear no espaço discutido no Problema 6. Exiba as 
matrizes que representam este operador em relação às seguintes bases: 

a) o conjunto dos polinômios 


Foto) = 1, Fi) = x, Fax) = 2, F369) = xo 


b) O conjunto dos polinômios de Legendre Po Pr, Pa P3; 

c) O conjunto A no Problema 6. 

Alguma destas matrizes é não-singular? Explique. 

Demonstre as seguintes afirmativas: 

a) A inversa de uma matriz ortogonal (unitária) é uma matriz ortogonal (unitária). 

b) O produto de duas matrizes ortogonais (unitárias) é uma matriz ortogonal (unitária). 

c) O produto de duas matrizes simétricas (hermitianas) é uma matriz simétrica (hermitiana) 
se e somente se elas comutam. 

[Sugestão: Estas e muitas outras afirmativas sobre matrizes podem ser demonstradas muito 

rapidamente por álgebra matricial.) 

Demonstre as seguintes afirmativas: 

a) Uma matriz simétrica permanece simétrica após uma transformação de semelhança por 
meio de uma matriz ortogonal. 

b) Uma matriz unitária permanece unitária após uma transformação unitária (veja a p. 449, 
nota de rodapé). 

Defina os seguintes tipos especiais de matrizes: 

a) A é anti-simétrica, se 4” = —A. 

b) A é anti-hermitiana, se At = —A. 

c) A é anti-unitária, se At = —AD, 

Formule e demonstre as propriedades de tais matrizes que são análogas às afirmadas nos 

Problemas 18 e 19 para as matrizes hermitianas, simétricas e unitárias. 

Mostre que: 

a) Se A é hermitiana, então iA é anti-hermitiana. 

b) Sc A e B são hermitianas, então (AB — BA) são também hermitianas. 

c) Para uma matriz arbitrária A, mostre que HA + At) é hermitiana; daí mostre que A pode 
ser unicamente decomposta de maneira única na soma de uma matriz hermitiana e de uma 
matriz anti-hermitiana. 

Mostre que todos os autovalores à; (que podem ser complexos) de uma matriz unitária têm 

módulo um (ou seja, |à;| = 1). Mostre que os autovetores de uma matriz unitária, correspon- 

dentes a autovalores distintos, são ortogonais. 

A soma dos elementos da diagonal principal de uma matriz 4 é o traço da matriz A, e defini- 

mos 


N 
t A= L aii. 


i=l 


Deduza as seguintes propriedades do traço: 


24. 


25. 


26. 


27. 
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a) tr (A + B) = tr A +trB, 
b) tr (44) = atr A (a = escalar), 
c) tr (AB) = tr (BA). 


Da última propriedade, deduza as seguintes afirmativas: 

d) O traço de uma matriz não se altera sob transformações de semelhança. 

e) O comutador de duas matrizes (veja o Problema 13) tem que ter traço nulo. 

f) A relação AB = BA = | é impossível para matrizes N x N. 

O espaço vetorial discutido no Problema 6 é gerado pelo conjunto B linearmente indepen- 
dente. Aplique o processo de Gram-Schmidt a este conjunto e ache uma base ortonormal 
para este espaço. 

Diagonalize as seguintes matrizes, por meio de uma transformação ortogonal ou unitária: 


A= ; 
| a Sarp 
E 2 2/2 
=| NB ei Rm 
B = 3 +i) 5 3v2 
vV3d -i i 11 
| 2/2 E 
0 0 —1 0 
0 0 0 =v — i) 
ES j 0 0 0 
-V0 +D 0 0 


Considere a equação de uma superfície no espaço: 


5x2 + 3y2 + 3z? + 2xy — 2x2 — 2yz = 1. 
tica da esquerda. Achando seus autovalores, mostre 


Exiba a matriz associada à forma quadrá! 
de. Ache os autovetores. Quais são os semi-eixos 


que a superfície tem que ser um elipsói 

principais do elipsóide? 

Demonstre as seguintes afirmativas: 

a) Se uma matriz é positivo-definida (veja p. 

b) Uma matriz (hermitiana) é positivo- -defini 
vos. 


442), então é necessariamente não-singular 
da se e somente se seus autovalores são positi- 
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c) Se A é uma matriz não-singular, então A+A é positivo-definida. 

28. Sejam A hermitiana e R positivo-definida. Mostre que. no Problema de autovalores 
Ax = ARx, todos os autovalores (generalizados) devem ser reais. Sugestão: Isso pode ser 
feito de duas maneiras: (a) usando a técnica de p. 447, (b) utilizando as idéias dadas na p. 
445-6.] 


Fig. 10.14 


29. Ache as frequências características e descreva os modos normais do sistema de três pêndulos 
acoplados, mostrados na Fig. 10.14, sem mesmo escrever as equações do movimento. [Su- 
gestão: Calcule o Lagrangiano e use os métodos matriciais explicados na Seção 10.9.) 

30. Ache as frequências características e os modos normais do sistema mostrado na Fig. 10.1, 
sendo m; = Im, ek, = 3k = 3k,. 
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Espaços Vetoriais de Dimensão I nfinita 


11.1 ESPAÇOS DE FUNÇÕES 


Os dez postulados que definem um espaço vetorial (Seção 10.3) permitem a possibili- 


dade de espaços de dimensão infinita, o que acontece quando o número de vetores 
linearmente independentes no espaço é ilimitado. No entanto, isso cria certas dificul- 


dades para o desenvolvimento de conceitos como bases, coordenadas, representações 
etc. 


É lógico definir uma base. em um tal espaço, como um conjunto infinito de vetores 
com as seguintes propriedades: (a) eles são linearmente independentes, e (b) cada 
vetor no espaço pode ser representado como uma "'combinação linear”? dos vetores da . 
base. j 

Por enquanto, o conceito de dependência linear só foi definido (p. 422) para con- 
juntos finitos. No entanto, não é difícil estendê-lo: um conjunto de vetores (finito ou 
infinito) é linearmente independente se qualquer um de seus subconjuntos finitos for 
linearmente independente. Isso resolve o problema (a). Quanto a (b), teremos mais 
dificuldades. pois evidentemente, necessitamos de combinações lineares infinitas.* 
Isso dá lugar à pergunta: Que interpretação daremos a expressões como 


Eee) 
x= J x;e;? 


i=1 


Evidentemente, é necessário definir de alguma maneira o conceito de convergência em 
um espaço vetorial. 

É instrutivo, no entanto, considerar primeiramente um espaço em que a base se 
acha automaticamente definida. Seja {f(x)} o conjunto das funções que podem ser 
representadas por séries de Fourier, 


+æ 
fo= E aR, 
n=— 


——— e e 


*De outra maneira, seria impossível trabalhar com a base. 
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Para sermos específicos, suponhamos que a convergência neste caso TEN 
ponto. Por exemplo, seja (f(x)) o conjunto das funções contínuas, periódicas Ponto 
por pedaços; as funções com descontinuidades de salto estão excluídas.* Ei Aves 
junto de funções satisfaz todos os postulados de um espaço vetorial, E con. 


o so como 
verificar sem dificuldades. Pode-se 
Segue-se que este espaço vetorial tem dimensão infinita e possui uma base no ser; 
esboçado acima, ou seja, a coleção de funções Entido 


pn(x) = eta (n = inteiro), 
e a convergência fica implicada pela afirmativa de que 


+ 


fx) = E» ChPn(X) 


n=—» 


é a convergência ponto a ponto. 

Embora bem definido, este espaço vetorial tem a desvantagem de estar “amar. 
rado” à base dada, e não está claro como podemos transformar coordenadas de uma 
base para outra.t Para evitar esta restrição, consideremos o conjunto de funções abso. 
lutamente integráveis f(x), que são também de quadrado integrável sobre um intervalo 
(a,b), 1 ou seja, as funções para as quais a integral DE 


Í “COP dx 


existe.§ Não há menção de nenhuma base, mas podemos mostrar que este conjunto é 


um espaço vetorial. 
Tentemos verificar todos os dez postulados. O primeiro postulado exige que a 


função 

hx) = f) + 80) 
seja de quadrado integrável, se f(x) e g(x) o forem. Para demonstrar isso, escreva 
O + OL (9 + E 09] 


FCO? + Ig)? + 2 Relf Cel] 
< If + Ig)? + ALO ll. 


A integrabilidade de |h(x)|* depende agora da integrabilidade de |f(x)| g(x)|. Para elimi- 
nar este obstáculo, observe que 


ll 


KE 


) 


e z á . =... as o. 
*Na melhor das hipóteses, serão representadas no sentido que não é bem a convergência ponto à pont 


+o 


D ee t™P = Hf +0) + fix — O) 


n=—c0 


1Como foi feito na Seção 10.5 para os espaços de dimensão finita. ve”, e 
{Na literatura matemática moderna, o termo ‘'integrávėl”’ quer dizer “integrável no sentido de Lebes er iws 
oposição à significação clássica ““integrável no sentido de Riemann”. Para nossas finalidades, de carà 
trativo, o conceito da integral de Riemann é adequado. 

80 termo “quadrado integrável”” não é apropriado no caso de funções de uma variável com 
usaremos |fx)]|* e não [ftx)].? Para as funções reais, evidentemente não há diferença. 


is 
plexa, pois 
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CA — B? = ICA? + IgG)? — 21/09) lgl. 


Como o lado esquerdo é maior ou igual a zero, o mesmo acontece com o lado direito. 
Donde deduzimos que 


ALOA l < | fC + let]? 
Portanto, 
A < 2/09]? + leol, 


o que assegura a integrabilidade do quadrado de h(x) e verifica a primeira propriedade 
dos espaços vetoriais. As outras propriedades são triviais. Observe que não foi men- 
cionada, em nenhuma parte, a necessidade do intervalo (a, b) ser finito. Segue-se, 
então, que as funções f(x) para as quais a integral 


[E col ax 


Uma consequência muito importante da integrabilidade do quadrado é a existência 
de um produto interno neste espaço. Com efeito, dadas duas funções (vetores) f(x) e 


g(x), podemos formar um escalart 


Ra 
Sg) = f f ga) dx. 


converge formam também um espaço vetorial. 


A existência desta integral segue-se imediatamente de 
If gl = Sllgl < 4/1? + dlglÊ, 


que foi demonstrada antes. Verifique agora que (f, 8) possui as três propriedades do 


produto interno Í 
1. Possui simetria hermitiana: 


(1.9) = E). 


2. É linear em relação ao segundo fator (e antilinear em relação ao primeiro): 


(Leth =(so+ Sh, (ag) = a(f,g) (a= escalar). 


3. É positivo-definida: 


LP) = [ UG dx 2 0. 


Tee AS 
t De agora em diante, teremos em mente que 
É Definida na Seção 10.6. 


(a,b) poderá significar (—%, +99). 
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Surge um pequeno problema ao demonstrarmos que 
(sf) = 0 implica fQ = 0. 


A função f(x), que é zero se x * Qe um sex = 0, satisfaz (fı f) = 0, mas não é 
identicamente igual a zero. Esta dificuldade é geralmente eliminada pela afirmativa e 
que (f, f) = O implica que fix) = 0, exceto em um conjunto de pontos que não contribui 
para a integral (f, f)-* 

Para funções contínuas, esta modificação não é necessária. Isso pode ser visto pelo 


teorema abaixo. 


Teorema. Se p(x) é contínua e não negativa no intervalo (a, b) ese f’ p(x) dx = 0 
então p(x) é identicamente zero em (a, b). ü 


Demonstração. Suponha que p(x) = 0 não seja verdadeiro. Existe, então, um ponto x, 
tal que p(xo) > 0. Pela continuidade p(x), devemos considerar p(x) > O dentro de um 
certo intervalo (xo — €, xo + €).t Sejac o valor mínimo de p(x) neste intervalo: p(x) = c 
em (xo — € xo + €). Então T 


b Io+é 
Í p(x) dx > [7% p) dx > 2ec > 0 


Ig—€ 


[usando o fato de que p(x) é não-negativo.) Isso contradiz 
b 
f p(x)dx = 0 
a 


e demonstra o resultado. 

Concluímos, da análise acima, que definimos um espaço vetorial de dimensão 
infinita sem nenhuma referência a uma base. 

Talvez seja razoável supor a esta altura que, se o intervalo (a, b) for finito, então 
um dos sistemas ortogonais de funções, como às funções trigonométricas ou os poli- 
nômios de Legendre, formarão uma base conveniente. Isso pode ser demonstrado sob 
certas condições adicionais. Por exemplo, se nos restringirmos às funções contínuas 
por pedaços no intervalo (—L, +L), então cada uma destas funções poderá ser repre- 


sentada por uma série de Fourier 


+o 
js A 


n=—% 


desde que a convergência seja interpretada como convergência na média:$ 


+L 
lim f 
N>% S—L 


+N . a 
fo enero) dx = 0. 


n=— 


*Por vezes, expressa dizendo que f(x) é zero em quase toda parte. 

tOu, pelo menos, em (Xo — €, Xo), S€ Xo for-igual a b. Semelhantemente para O caso xo = a. 
tse Xo = a Ou xo = b, podemos obter ec > 0. 

§Veja a p. 173. 
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O que acontecerá no caso de um intervalo infinito? Do Capítulo 7 sabemos que, 


sob restrições semelhantes às de cima, uma função será representável por meio de sua 
transformada de Fourier: 


1 f i 
= —— —ikr 
fœ) F la F(kje™™" dk. 


É lógico encarar esta expressão como mais uma generalização da idéia de vetores base 
“e coordenadas (Seção 10.3). Aqui deveríamos considerar as funções 


-a "a 

Var 

como sendo os vetores da baset e a função F(k) como um conjunto de coordenadas.ł 

O somatório é substituído por uma integral. RR a a S 2 nor 

Não podemos abordar aqui as perguntas teóricas (muitas das quais ainda estão 

inexploradas) sobre estas noções. Em vez disso, voltar-nos-emos para as aplicações 
físicas dos espaços de dimensão infinita. 


11.2 OS POSTULADOS DA MECÂNICA QUÂNTICA 


A mecânica quântica representa um dos ramos da física, em que o conceito de espaços 
vetoriais de dimensão infinita§ encontra mais aplicações. Originada em 1926 por 
Schrödinger e Heisenberg, e extensamente desenvolvida desde então, a mecânica 
quântica pode ser formulada de várias maneiras. Limitar-nos-emos a uma versão sim- 
plificada, que será adequada para a ilustração dos conceitos matemáticos básicos. Esta 
formulação está baseada na descrição do movimento das partículas em termos de no- 
ções geralmente associadas a ondas. 
Aceitaremos como verdadeiros os seguintes postulados. || 


Postulado A. O estado de movimento de uma partícula pode ser descrito por uma 
função de onda (geralmente complexa) 


y(x, yY, Z; t) 


que possui derivadas contínuas em todo os domínios das variáveis envolvidas. A 
quantidade 


y ydaV 


representa a probabilidade de encontrar a partícula em um elemento de volume dV 
no ponto (x, y, Z) € no instante t. 


Observações 


1. Como a probabilidade de achar a partícula em algum ponto tem que ser iguala 1 (a 
certeza), devemos ter 


ff vydV=1 (todo), 


Espaço 


tA base é agora não-enumerável, em oposição à base enumerável do caso das séries de Fourier. 

Uma função F(k) pode ser considerada como um conjunto infinito de valores de F(k), para cada valor de k. 
$Juntamente com os espaços de dimensão finita. F % f 

[| Como a maior parte dos princípios fundamentais da física, estes postulados foram conjecturados por meio da 
experiência e da intuição. Não podem ser deduzidos (o que também acontece com as leis de Newton). 
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onde espaço significa O domínio das variáveis x. y. Z (geralmente todo o espaço físico). Dizemoş 
que y está normalizada.* . g . 

2. A exigência de que y esteja normalizada é frequentemente modificada pela exigência de 
que y seja limitada em toda a parte. Neste caso. deve ser interpretada não como uma única 
partícula, mas como um feixe de partículas (em quantidade infinita). Esta interpretação lança 
alguma luz sobre à possibilidade de observar partículas com O valor definido para a energia ciné. 
tica ou para o momento (veja O Postulado E a seguir). 

3. Fica imediatamente claro que a mecanica quân 
onde está localizada uma partícula, ł mas. em vez disso. 


aqui ou ali. 


tica é uma teoria estatística. Não prediz 
quais as probabilidades de encontrá-la 


Postulado B. Qualquer quantidade mensurável (observável) (por exemplo, ener- 


gia. momento. momento angular) € representada por um operador linear hermitia- 
nos Q atuando sobre y, de tal maneira que O resultado médio das (muitas) medi- 
das desta quantidade em um estado W (x, yY, Z t) é dado por 


(8) = Í y (ay) dV. 


Espaço 


Observação. À quantidade (Q) é também chamada de valor provável do operador (Q) para o 
estado y. É uma quantidade real [tome o conjugado complexo de (Q) e use O fato de que é 
hermitiano (p. 344)] e é a propriedade necessária para à consistência da teoria. 


e correspondem a quantidades mensuráveis bási- 


Postulado C. Os operadores qu 
cas estão listados a seguir: 


nde à coordenada x da partícula. é dado pelo esca- 


lar x, e semelhantemente para às outras duas coordenadas. . 
nde à componente XY do momento p da partícula, 


b) O operador Pr, que correspo 
é dado por — ifi(9/0x). onde fi é a constante de Planck, e semelhantemente para 


as outras duas componentes. 


a) O operador X que correspo 


Todos os outros operadores dinâmicos são. em geral, obtidos a partir de suas relações 
com os que foram dados acima, e tais relações são as mesmas da mecânica clássica. |) 
Se o operador corresponde a uma quantidade mensurável, deve-se verificar se ele é 


hermitiano. 


Exemplos 
num campo Coulombiano de uma carga pon- 
unidades CGS) 


1. Para a energia potencial de um eléctron 
tual Q, temos a expressão clássica (em 


Epot ENA Qe/r (r = Vx? + y? + 22). 


— 
+Compare com a p. 228. 

tÉ geralmente aceito que uma tal predição é. em geral, impossível 
minação de Heisenberg. em qualquer texto de mecânica quântica). 
SA definição dada na página 344 «e estende tnivialmente ao espaço in 
|| Surgem ambigúidades em alguns casos, mas não os encontraremos aqui (veja 
Quantum Mechanics, p- 103, (para um exemplo). 


(veja a discussão do princípio da indeter- 


dimensional. 
Dicke e Wittke. Introduction to 
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A mesma expressão è válida em mecânica quântica. O operador Epy = —Qelr é 
hermitiano e o valor esperado de um estado y é dado port 


(Epot) = agill = tt =p 
Espaço vx? + y: T z? 


2. Para a energia cinética de uma partícula de massa M, temos a expressão clássica 


2 
-im2. P l 
Ecs = 2Mu E 2M = 2M (È + B + p). 


O operador correspondente em mecânica quântica é 
1 S/A? /32 32 32 h2 
EEE A PR E E E EEE O 
K Bem) 2M (3) (E + ðy? + às) Ee 2M * : 
ele é hermitiano. 
3. Temos a expressão clássica que dá a componente z do momento angular 


L: = XPy — YPrz- 


O operador correspondente em mecânica quântica é 


: h ð ð 
T] 


que é também hermitiano. 


Postulado D. A função de onda W (x, y, zit) deve satisfazer a lci fundamental do 
movimento, expressa pela equação de Schrödinger 


apt, 
Xy = ihz; 


onde 3° é o operador que corresponde à função Hamiltoniana clássica f da partícula, 
construída de acordo com o Postulado C. 


Exemplo. A equação do movimento de uma partícula livre é 


h 2 dy 
AM vyvs=ih+d 
mM Vo a 
pois a função Hamiltoniana é dada neste caso pela energia cinética que corresponde ao 
operador — (h2/2M)**. 


*Como 1/r é um operador escalar (não-diferenciável). a expressão Ud 1!r)y pode também ser escrita como Jbtr. 
t Veja, por exemplo. Goldstein, Seção 7.1. 
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Postulado E. Qualquer medida individual de uma quantidade (mensurável) Corres 
pondente a um operador (hermitiano) G pode fornecer somente um autovalor de 
& , ou seja, um escalar À para o qual a equação 


Gy = Apy 
possui uma solução não trivial y,, de acordo com o Postulado A. 
Observações 


1. Este postulado pode parecer trivial se o espectro de À é contínuo e coincide com o con. 
junto de valores esperado da mecânica clássica (como nos exemplos abaixo). No entanto, em 
vários casos (como no tratado na Seção 11.3), o espectro de À é discreto, conduzindo a resultados 
físicos que não acontecem em mecânica clássica. 

2. O significado profundo deste postulado está implicado pela conclusão lógica de que o ato 
de medir uma certa quantidade pode mudar drasticamente o estado do movimento. Com efeito, a 
função de onda y, que obedece à equação de Schrödinger, pode ser inteiramente diferente de 
qualquer uma das funções características y de um operador Q e a quantidade [ING YV (veja o 
Postulado B) pode ser totalmente diferente de qualquer um dos autovalores à de @ . No entanto, 
se uma medida dada (não uma média de medidas) de Q , no instante f = to, dá como resultado um 
certo valor (autovalor) à, então é lógico que uma repetição imediata da medida de Q deva forne- 
cer o mesmo resultado com certeza.* Isso implica que [[fMAW)dV = A em um instante t, imedia- 
tamente após fo. Evidentemente, a nova função de onda W (válida se £ > to) pode ser inteiramente 
diferente da antiga função de onda y. Em verdade, pode-se mostrar que y tem que ser igual à 
função y, característica (que corresponde ao autovalor A)t do operador Q. 

3. Se a quantidade mensurável dada por Q é conservada e sabe-se que é um autovalor 
particular À (por exemplo, por meio de uma medida realizada), então a função de onda deve satisfazer 
a equação de autovalor Q y, = Ay, em todos os instantes. 


Exemplos 


1. A equação de autovalores é para a energia cinética de uma partícula livre que se move 
na direção do eixo dos x é 


nº aY. 
-7M 9x2 T MW 


Mesmo que não existam soluções normalizáveis desta equação, há uma possibili- 
dade de soluções limitadas (veja a Observação 2, p. 468) ou seja, funções exponen- 
ciais complexas (ou funções trigonométricas reais). Como na mecânica clássica, à 
conclusão é que uma medida de energia cinética não pode fornecer um valor nega- 
tivo. 

2. Para uma partícula movendo-se em um campo de força conservativo com uma 
energia total definida E, os chamados estados estacionários da partícula, a função 
onda deve em todos os instantes satisfazer a equação 


—(Aº/2M)VY + U(x, y, z% = Ey, 


Ses As 


* E do m é x ms . , e ioni ito. 
a Exigência não fosse satisfeita, então todo o conceito de medida perderia seu significado aceito 
auma das funções características Ya, no caso de degenerescência. 


Se uma quantidade mensurável será ou não conservada depende da natureza do operador Hami 


. . a z Po é o p 
que governa o movimento. O caso mais importante é aquele em que a energia total é conservada, K 
contece quando JL é independente (expli 


' Je RER ador 
E e citamente) da variável tempo +. Neste caso, é o próprio oper 
que corresponde à energia total. é 


Itoniano F, 
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e E pode ser somente um dos valores característicos desta equação.* Neste caso, O 
operador Damirom ang 3 consiste de um operador de energia cinética — (h?]12M)V? e 
um opera or de energia potencial U(x, y, z), construído de acordo com o Postulado 
C. Observe que y deve também satisfazer 50 = ih(ðy/ðt), e que, portanto, iñ(ðp/ 
at) = EY. Segue-se que y(x, y, z; t) = gx, y, Z)e MEM e é, em verdade, uma função 


Ax, y, Z), que podemos obter resolven oae i i 
: d quação acıma (o fator exponenci 


11.3 O OSCILADOR HARMÔNICO 


Uma partícula de massa M, atraída a um ponto fixo por uma força F = — ké, em que & 
é o deslocamento? , tem energia potencial 


U(E) = (k/2? (K = constante positiva). 


| Tais sistemas são bem comuns em mecânica clássica: por exemplo, uma massa M 
ligada a um ponto fixo por uma mola elástica ou um pêndulo. Mais do que isso, uma 
partícula, movendo-se em um campo de forças conservativo próximo a um ponto de 
equilíbrio estável, aproxima-se destas condições. 

Com efeito, desenvolvendo a energia potencial em torno do ponto de equilíbrio (que 
pode ser escolhido como origem), temos 


U(E) = U(O) + e 


E=0 


O valor U(0) é uma constante aditiva e pode ser ignorado. A primeira derivada dUldE, 
calculada em & = 0, é proporcional à força e deve desaparecer no ponto de equilíbrio. 
Excetuando casos bem raros, o primeiro termo que não se anula é 


£=0 


que é da forma (k/2)€2t. Para pequenos deslocamentos, este é o único termo relevante. 
Lidando com átomos, pequenos deslocamentos de partículas a partir de suas posi- 

ções de equilíbrio devem ser tratados pelos princípios da mecânica quântica.** Isso 

implica que devemos resolver a equação de Schrödinger independente do tempo 


n dp, kn 
TAPE Ta did 


Esta equação pode ser simplificada por uma mudança na escala da variável indepen- 
dente. Faça é = ox, onde a = (K?IMk)"*. A equação, então, torna-se 

dy/dx? — xy = —N, 
sendo w a frequência clássica do oscilador 


em que À = (2Ell)VMK = 2Elho, w, 
harmônico. 


*Esta equação, em geral, é chamada de equação de Schrödinger independente do tempo. 
Ed ao caso do movimento unidimensional. 
É possível mo : a uilíbrio estável. s 
strar que k > 0 para 0 €q rel, 
**Em escala maeroscS piča a mecânica clássica e quântica conduzem aos mesmos resultados. Os métodos da 
mecânica clássica são geralmente mais simples. 
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uação do tipo de Sturm-Liouville, e parece que a função terá 

ue e condições de Satni y (+%) = 0.t Nossa experiência com proble- 
a lhantes no Capítulo 9 sugere que. provavelmente, o parâmetro À ficará res- 
mas o certo conjunto de valores permissíveis. Como a energia total do oscilador E 
depende de À, segue-se que o espectro de À determina os valores possíveis de E. Como 
veremos mais à frente, o espectro de À é discreto, O que ERpliça a quaAntZação dia 


; ama Lt 
a descoberta empiricamente por Planck, em 190 | , 
energ possível tratar nossa equação diferencial pelo método de Frobenius. O processo 


usual é, no entanto, isolar O comportamento das soluções relevantes no infinito, (Se- 
ção 3.6), fazendo 


y) = e™ Pya), 


que resulta na equação diferencial 


Z — (1 — Ny = 0, 


conhecida como equação diferencial de Hermite.8 Para investigar esta equação dife- 
rencial, empregaremos o método de Frobenius. Fazendo 


yo) = E mat” 


m=0 


e empregando a técnica do Capítulo 3, obtemos a equação indicial 
s(s— D)D=0 
e a fórmula de recorrência 


= Um tl- o 
me = (m+s F Imt s +2) 


Evidentemente, temos uma série de Frobenius a dois parâmetros (em verdade, uma 
série de Maclaurin), e é conveniente separá-la em partes ‘‘par™ e “ímpar”, escolhen- 
do* 


arbitrário (para séries pares), 


1. s = 0, cı = 0, co 
arbitrário (para séries ímpares). 


Il 


2. s = 0, co = 0, cı 


Considere a série par; então, 


2m+1—A 


a Den WS War. 


tVeremos, mais tarde, que esta condição é, neste caso, equivalente à exigência de que y seja normalizável. 
Pisso aconteceu muito antes que a mecânica quântica moderna fosse formulada. Baseado na descoberta de 
anck, um conjunto de regras semi-empíricas foi desenvolvido e chamado de “'teoria quântica antiga”, que 
serviu de precursor aos conceitos de hoje. A teoria de Bohr do átomo de hidrogênio pertence a esta categoria. 
$Este exemplo já foi mencionado na p. 153. O comportamento das soluções no infinito pode ser conjecturado à 
partir de um caso especial das pp. 147-148. 
Ses = 1, então c, deve ser zero, enquanto que co é arbitrário. No entanto, a série (ímpar) gerada por esta 


escolha é a mesma que a série obtida a partir de s = 0 = â á origem a 
uma situação semelhante. p s e co = 0. A equação de Legendre (p. 138) dá orige 
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O teste da razão 


mostra que a série convergirá para todos os valores de x. Isso é naturalmente espe- 
rado, pois todos os pontos do plano x finito são pontos ordinários para a equação 
diferencial de Hermitet O que, talvez, seja mais interessante é a observação de que a 
razão de dois coeficientes adjacentes se comporta, para grandes valores de m, como os 
da função e7”. Com efeito, 


Pede g Es 5 PRO cação 5 chx" 
2! 3! m=0,2,4,... (m/2)! m=0,2,4,... 
de maneira que 
(mea — 2, 
Cm 


Isso significa que, com exceção de um certo número finito N de termos, o resto da 
série para y(x) será quase que proporcional ao resto da série para e”. Mesmo que 
omitamos a demonstração rigorosa, este raciocínio sugere que y(x) se comporta assin- 
toticamente como e”, fazendo assim com que Wx) se comporte como e7*2 e violando 
as condições de contorno. A única exceção a esta afirmativa é se a série (par) de y(x) 
for finita, dando origem a um polinômio par. Isso acontecerá se 


A=2n+1, 


onde n é um inteiro par não-negativo. Neste caso, o fator e77”? fará com que a solu- 


ção W(x) satisfaça as condições de contorno. 
Atacando agora a solução ímpar da equação diferencial de Hermite, podemos re- 
petir estes raciocínios. A fórmula de recorrência permanece a mesma, mas relaciona 


agora coeficientes ímpares: 


2m+1I—à = 
Cmp2 = (m + D(m + 5 (m = i 3, Srs) 


A série é finita se À = 2n + 1, tornando-se n agora um inteiro positivo ímpar.* 
Resumindo, podemos dizer que os autovalores de nosso problema ficam determi- 


nados pela fórmula 
`= 2n+1 (n = 0, 1,2, 3,...). 


Se n é par (ímpar), então a solução relevante* da equação de Hermite é um polinômio 
par (ímpar). Quando convenientemente padronizado, estes polinômios são conhecidos 
como polinômios de Hermite e são geralmente representados por H (x). Eles possuem 


ʻo conjunto usual de fórmulas associadas aos problemas de Sturm-Liouville. Mesmo 


Veja a p. 148. 
Isso será verdadeiro para qualquer À (fixo), 
*De outra maneira, yx) violará as condições 
série ímpar com a série para xe”. 
À segunda solução se comporta como e 


mesmo que N' seja grande, se À também o for. 
de contorno. Isso pode ser inferido, por exemplo, comparando a 


2? ouxe” e é desprezada. 
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que a equação de Hermite não seja do tipo de Sturm-Liouville, pode ser transformad 
em uma deste tipo, se a multiplircamos por e”**. Podemos, então, escrevê-la como a 


d | edy -2? —z? 
Rai ea T + = 0. 
aje A ETETA 


Segue-se imediatamente (Seção 9.3) que os polinômios de Hermite são ortogonais no 
intervalo (=x, + œ) com relação a e77: + 


f +e -2 H, (x)Ha(x) de= 0 (m= n). 


20 


ronização das soluções da equação diferen. 
série de Frobenius). E costume fazer com 
a 2". Uma tal escolha resulta em uma 


A integral de normalização depende da pad 
cial de Hermite (escolha de co ou de c, na 


que o coeficiente da maior potência de x se) J 
função geradora simples para os polinômios de Hermite, da forma 


oo 1 1 
Gta, 1) = er = Da OE. 


n=0 "*" 


Esta relação se verifica como segue: Desenvolva e! e e” em série de potências: 


4 6 
PR DT ; 
2 3 
PRN e a 


Suponha que, após multiplicarmos estas duas séries, estejamos interessados no coefi- 
ciente amn, que multiplica a m-ésima potência de x e a n-ésima potência de t. Este 
coeficiente deveria ser igual ao coeficiente cm de Hx). dividido por n! 

Em primeiro lugar, observe que as potências de x podem provir somente do de- 
senvolvimento de e”%. Para m = n, O coeficiente é 2"/n!, o que confere. Sem <n, 
multiplicamos 2”/m! pelo coeficiente com 1!" do desenvolvimento de e”, fornecendo 


= 2” (— DP” . 
amn = mi [(n — m/2) 


Observe que n e m são ou ambos positivos ou ambos negativos, de maneira que 
(n — m)/2 é um inteiro. Por conseguinte, 


Am+2n re VT nom = 2m 


amn (m42) [n m- DM Dm ta + Din +D 


Isso é simplesmente a fórmula de recorrência para as soluções de equação diferencial 


de Hermite com À = 2n + 1. Como os coeficientes amn terminam com m = 0 (para 


ł Esta propriedade segue-se també ico é umê 
= egUe- ém do fato de que a ão di i i ônico é U 
equação de Sturm-Liouville [com r(x) = 1] e Ko = RH dai paranm cai 
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par) ou com m = | (para n ímpar), a função geradora para os polinômios de Hermite 
está deduzida. Escrevemos os primeiros polinômios: 
Ho) = 1, H% =2x, Hx) = 4x? — 2, 
Ha) = 8x? — 12x, H(X) = 16x! — 48x? + 12. 


Como no caso dos polinômios de Legendre, podemos obter, a partir da função 
geradora (considerando ðG/ðt), a relação de recorrência 


2xH,(x) = 2nH, (x) + Ha (xX) (n > 1), 
e (considerando ðG/ðx), a fórmula de diferenciação 


dH,„(x) 


dx = 2nH, (x) (n > 1. 


Se escrevermos a função geradora sob a forma 
2 —(— 
G(t, x) = ee ta? 
então, fica claro que 
aG 


r? n a” —(t—zr)? 
om CD me 


dx” 


No entanto, (0"G/ot")t-o deve ser igual a H (x); por conseguinte, 
= napid —r? 
Hal) = (—1Y'e P 


que é a fórmula de Rodrigues para os polinômios de Hermite. Pode ser usada para 
calcular a integral de normalização:** Integrando por partes, obtemos 


RE Re g- da 
fimo -| mori 


—00 


E do =? +o 
= (—1) Hax) qem * Ei 
+o 
Te dH,(x) dr z2 
+ (-1) f no) Ee dx. 


O primeiro termo se anula.t Podemos usar a fórmula de diferenciação para substituir 
dH „ldx por 2nH (x) e repetir a integração por partes (n — 1) mais vezes, obtendo 


É e 7 (H, (x)? dx = 2ni fE e” dx = Pn! vT. 


—o 


**Compare com a p. 351. E 
tPois (dr 1/dur— De? = — Hre. 
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Com este resultado, podemos agora escrever às funções características normalizadas 
de nossa equação original para O oscilador harmônico 


«EPE 
Yn(x) A (VT 2n)? 


Estas funções são, por vezes, chamadas de funções de Hermite (normalizadas). 


Observação. Alguns autores definem os polinômios de Hermite de uma maneira um pouco dife- 


rente, ou seja, empregando a fórmula de Rodrigues: 


t 
= 1 52,2 d’ 292 
a —— € E 

Ho) =" de 


Evidentemente, as funções F dx) se reduzem às funções H dx) por Fui da de escala para a 
variável independente e uma escolha diferente da constante de normalização. 


11.4 REPRESENTAÇÃO MATRICIAL DE OPERADORES LINEARES 


Vimos em várias ocasiões que as funções características de um problema de contorno 
do tipo de Sturm-Liouville podem ser usadas para desenvolver uma função bem 
comportada” f(x) em uma série de tais funções características. Por exemplo, as séries 
de Fourier, de Fourier-Legendre e de Fourier-Bessel surgem desta maneira. 

É razoável conjecturar que as funções de Hermite, definidas na seção precedente, 
podem ser usadas de maneira semelhante; uma função arbitrária “bem comportada” 
fix) pode ser representada por uma série 

o 


fx) = ne Cab hx). 


n=0 


Naturalmente, as perguntas que ainda devem ser respondidas são: (1) O que queremos 
dizer com “'bem comportada?” (2) Que tipo de convergência está sendo usada? 

Para aplicações de mecânica quântica, é suficiente que fix) seja de quadrado integrá- 
vel e continuamente diferenciável em todos os pontos. É possível mostrar (omitiremos à 
demonstração) que tais funções podem ser desenvolvidas em uma série de yr, a Con- 
vergência sendo simultaneamente ponto a ponto, em média, e fraca. Em outras pala- 
vras, o conjunto (y(x)) é um conjunto completo em relação a esta classe de funções.* 

Não é difícil verificar que esta classe de funções é um espaço linear para o qual o 


festa é a forma padrão. Para um dado oscilador físico de massa M e constante de mola k, as funções caracteris- 
ticas normalizadas em relação à variável € (p. 471) são 


1/4 
Ya(É) no (e) 1 H, (: Er eT M22 
í (Vr 2n? h ) > 


e os valores permissíveis da energia são E, = ho(n + 4), n=0,1,2,...0= vam. 


“O conjunto x)) é j ā 
a conju to (ud) é um conjunto completo com relação a uma classe mais ampla de funções, especialmente 
a a convergência em média ou a convergência fraca. 
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conjunto (y/x)) pode servir de base. Cada função é, entã 
conjunto (infinito) de coordenadas ção fix) é, então, representada por um 


{cos C1, C2,- 4} 


que são Os coeficientes de Founier- Hermite, envolvidos em seu desenvolvimento. Às 
funções yix) são também representáveis por tais conjuntos de coordenadas, que são 


Yo = (1, 0, 0, 0,.. 3), 
Yi = (0, 1,0,0,...), 
vo = (0,0,1,0,...) etc. 


Consideremos agora a representação de vários operadores lineares em nosso es- 
paço por melo de matrizes. Como o número de vetores da base é infinito, estas matri- 
zes conterão um número infinito de linhas e colunas. Podem ser definidas, formulando 
uma lei que descreve os elementos am, da matriz em termo dos índices m e n. Uma 
maneira de fazer isso é exibir a extremidade superior esquerda de uma tal matriz, ou 
seja, um bloco de elementos formado pela interseção das primeiras linhas e colunas. 
Isso é análogo a representar uma série infinita por seus primeiros termos. 


renciação (que é uma operação linear) em nosso espaço vetorial. 


Usando a fórmula de diferenciação para os polinômios de Hermite, podemos es- 
crever 


d e™™!?(dH,(x)/dx) CPRH) 
gata (VT PAD “Eru? 
= V2nyn—a(X) — xpa(x) (n # 0), 


E yo) = =la). 


Estas relações podem ser reescritas sob a forma. 


d o v2n Yn—ı(x) (n £ 0), 
(: EE a Ya | 0 (n = 0). 


Damos a esta fórmula a seguinte interpretação: Como o símbolo d/dx, o símbolo x é 
considerado como um operador* linear no espaço gerado pelas funções Wn(x). Conside- 
rado como uma função, x não pertence a nosso espaço linear. Por outro lado, se f(x) 


pertence a nosso espaço, então g(x) = xftx) também pode pertencer: Enquanto que 
l se f(x) o é, talvez não seja de qua- 


g(x) é certamente (continuamente) diferenciáve 
drado somável. Por enquanto, suponha que xfix) seja igualmente de quadrado somá- 
vel. Então, a multiplicação por x transforma o vetor f(x) de nosso espaço em um outro 
vetor, g(x). Podemos escrever esta relação em forma abstrata comoXf = g. O opera- 
dor abstrato X significa multiplicação por x desde que os vetores abstratos fe g sejam 
escritos como funções de x. No entanto, o mesmo operador X tomará a forma de uma 


*Esta idéia tem sua origem na mecânica quântica (p. 468). 
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matriz se os vetores f e g forem dados por seus coeficientes de Fourier-Hermite S 
melhantemente, introduzimos a notação abstrata D para o operador diferenciação, De 
fina agora um novo operador S 
S- = X+, 
de maneira que 
V2n Yao (n Ei 0), 


O n = 
é 0 (n = 0). 


Com exceção do fator Zn, o operador S— é essencialmente um operador abaixador 
de ordem,t que transforma a função W,(x) na função W,-i(x). É agora um Problema 
simples construir a matriz G—, que corresponde ao operadorS.. : 


0 v2:1 0 0 
O 0 v2:2 0 


0 0 0 v2:3 


Com efeito, fazendo-a multiplicar à esquerda da vetor coluna 


«— n-ésima linha 


obtemos o vetor coluna que representa W,., multiplicado por /2n (ou o vetor zero no 
caso de Wọ). O verdadeiro operador abaixador de ordem S.. definido por 


sy, o (0) 
0 (n = 0) 
é representado pela matriz 
0100 
S_=| 0010 
0001 


ESSE A 
tCompare com a p. 349. 
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Não é difícil deduzir agora a fórmula 
d Es, 
(x — 2) YO) = Vn + 1) Yny (x) (qualquer n), 


e definir os operadores abstratos G+ e $4 . tais que 
G+Yn = (X — Dyn = Un + 1) Yn+i Sn = Yn+1, 


o segundo sendo o operador elevados de ordem. As matrizes respectivas são 


0 0 O: mis 0000 

v2.1 0 0... 1000 

G+=| 0 v22 0 cs e S,=|0 100 
0 0  v2:3 010 


É instrutivo fazer G + agir sobre W, e submeter o resultado ao operador G-. O resultado 
final deveria ser um múltiplo de y,. Escrevemos 


GG = (X + DX — Dn 
e desenvolvemos o produto* 
SG, = X? + DX — XD — D’, 
onde DX, aplicado a uma função f(x), significa “multiplique f(x) por x e diferencie 


então o resultado”, e XD significa “diferencie f(x) e multiplique o resultado por x””. 
Escrevat 


d d 
Ai fo) = x fo) + fo). 
Na linguagem dos operadores isso significa 
DX = XD + 9, 


onde g é o operador identidade, tal que 


a 
` 
) 
~ 


para todos os vetores f de nosso espaço. 
Desta maneira, obtemos a relação 


G-G+Ýn = (x? — D? F Mn. 


*Esta álgebra de operadores segue-se da definição tácita (X — Dn = XYn — Dyn e das propriedades 
lineares de X e de D, ou seja X (fi +f) =X f +Y fz etc. 
t Dizemos que os símbolos x e d/dx são representações em x de Xe de D. 
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No entanto, se aplicarmos G+ a Yn, deveremos obter vn + Dk + 1. Se aplicarmos, 
em seguida, G -, deveremos obter (n + vezest o vetor V2n + Dy, ou 


2(n + Dy. Segue-se, então, que 


(X? — D? + In = (2n + ou (X? — Dn = (2n + Iha. 


Isso é, naturalmente, a equação diferencial para as funções Pn. E E da 
equação diferencial de segunda ordem y,(x) em duas relações o ordem, por 
meio das duas operações, uma de baixar e a outra de elevar a ordem, 


E ae d a 
(> = A Yn = v2Un + 1) Yn+i (< + a Yn z v2n Yn-t, 


representa uma ferramenta conveniente para a análise das equações de Sturm- 


Liouville e o cálculo das funções características.3 
Voltando ao aspecto algébrico de nosso problema, observe que os operadores S- 
e $, satisfazem a relação SS, = J, o que se reflete em suas representações matri- 


ciais, S-S, = 1, onde 1 é a matriz identidade infinita 


- 
1000 
0100 

I=|0 010 
0001 


No entanto, não seria correto dizer que S, é a matriz inversa de S_, pois o produto 
S,S_ não é igual a 1. Em verdade, dizemos que a matriz S. é singular, pois existe um 
vetor não-trivial, Wo, tal que* So = 0. Isso ilustra as situações peculiares, que são 
possíveis nos espaços de dimensão infinita: Se o espaço fosse de dimensão finita, 
então a afirmativa de que S-S, = 1 implicaria que S- é não singular, e S+S- seria igual 
à identidade 7. t 

As matrizes X e D, que correspondem aos operadores X e D são obtidas tomando 
a metade das somas e das diferenças das matrizes G- e G4: 


[Observe que aplicamosG.. a y, + | e não a yn; por conseguinte, aparecerá 2 T ão vin 
$A técnica está descrita em detalhes no artigo de Ingeld e Hall, Rev Mod. Fa (195 n o a 
*Nos espaços de dimensão finita, dizemos que a matriz A é singular se det A =0 (p. 433); isso equivale a dizer 
que a equação Ax = 0 possui uma solução não-trivial. Devido à dificuldade de definir o determinante de uma 
matriz infinita, usamos o segundo critério para definir a singularidade de S.. 

tA matriz S, pode ser chamada de inversa à direita de S_. Observe, no entanto, que não é única. 
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0 
vã 
0 


v 


n=l 


o v3 


-v3 0 


Vemos que a matriz X é hermitiana (é simétrica real), enquanto que a matriz D não é 
(ela é real anti-simétrica). Isso se reflete no fato de que o operador X corresponde a 
uma quantidade dinâmica mensurável em mecânica quântica, enquanto que isso não 
ocorre com o operador D*. Multiplicando as matrizes X e D, obtemos 


DX 


XD 


ia aa 


3 O vi 0 
O 3 0 3 
-v4 0 4 0 
0 —v3 0 43 
-4 0 v 0 
Oo 3 0 vZ 
-v3 0 -4 0 
0 —v3 0 3} 


*O operador -ih D representa uma quantidade mensurável (momento) e sua matriz é realmente hermitiana. 
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e vemos que DX — XD = I. De maneira semelhante, obtemos 


100 0. 
03 00. 
xº- D'=| 0050. 
0007... 


que apresenta o fato de que os autovalores do operador x? — D? são da forma 27 + 1 
A matriz X? — D? é naturalmente diagonal, pois escolhemos seus autovetores como 
nossa base. 

As representações matriciais de operadores comuns são possíveis igualmente para 
outros sistemas de Sturm-Liouville. Como mencionado antes, no entanto, devemos 
nos certificar de que o resultado da operação é ainda um vetor em nosso espaço veto- 
rial e que a operação pode ser efetuada termo a termo sobre a série apropriada de 
funções características. 


11.5 MÉTODOS ALGÉBRICOS DE SOLUÇÃO 


Os resultados da seção anterior sugerem que, talvez seja possível resolver a equação 
diferencial de um oscilador harmônico por métodos puramente algébricos. Isso real- 
mente acontece e os detalhes são razoavelmente simples. 

Traduzido em linguagem abstrata, nosso problema é resolver a equação do auto- 


valor 
(x? — DP = Ay 


para o operador 3C = x? — p2, em um certo espaço linear de vetores y.: Repre- 

sentaremos os 1y, usando um conjunto de autovetores* do operador JC. 

Nosso objetivo é achar matrizes H, X e D, que representarão os operadores 

X, X, e D na base escolhida. Podemos fazer as seguintes afirmações sobre estas 

matrizes. 

a) A matriz X deveria ser hermitiana (simétrica real, se considerarmos somente espa- 
ços reais), enquanto que a matriz D deveria ser anti-hermitiana (anti-simétrica real). 
Isso segue-se do fato de que x e -if(dldx) são operadores hermitianos (P. 468). 
Observe que aquilo que se segue da matriz H = X? D? é hermitiano. 

b) As matrizes X e D devem satisfazer a relação de comutatividade 


DX — XD = I, 


. ns 3 rial 
tComo, por exemplo, a diferenciação termo a termo. Talvez seja necessário restringir mais O espaço veto 
para que tais operações sejam válidas em geral. é bem 

Estamos, portanto, nos limitando ao espaço gerado pelos autovetores de JC. Em verdade, este espaço s 
amplo; inclui, por exemplo, todas as funções bem comportadas de quadrado somável. 
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em que 1 é a matriz identidade. Isso segue-se da fórmulat 


E SON = 2 É ft) + fo), 
ou 


[Z x- x E] aw = s. 


O-passo fundamental para construir as matrizes X e D é achar suas relações de 
comutatividade com H, pois a matriz H é particularmente simples (deve ser diagonal). 
De H = X? — D? segue-se multiplicando por X à direita, que HX = X? — D?X. Ora, DX 
= DDX e como DX = XD + I, temos 

DX = DXD + D= DXD + D. 
Usando mais uma vez DX = XD + 1, obtemos 
D? X = XD? +2D 
de maneira que 
HX = X’ — XD? — 2D. 
No entanto, 
X? — XD? = X(X? — D’) = XH. 
Portanto, 
HX — XH = —2D. 
De maneira semelhante podemos obter 
HD — DH = —2X. 
A notação generalizada para o comutador de duas matrizes (ou operadores) é 
[4, B] = AB — BA. 
As relações acima são, então, escritas como 
[H, X] = —2D, [H, D] = —2X. 


As ““simetrias evidentes” que as matrizes X e D exibem em relação a seus comutado- 
res com H permitem a construção fácil das matrizes mais interessantes 


Gy=X-D e G=X+D, 


Ed E, 
tUma formulação mais abstrata da mecânica quântica postula a relação abstrata X O, — PX = ihg,em 
que O, é a componente x do momento da partícula. 
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que possuem as seguintes propriedades de comutação com H: 
[H, G+] = [H, X] — [H, D] = —2D + 2X = 2G} 

—2D — 2X = —26.. 


[H, G-] = [H, X] + UH, D] = 


e G. está em sua propriedade valiosa de que se yA é um 
de ao autovalor À, então bi = GYA é OU O vetor zero 
onde ao autovalor À + 2. Semelhantemente, Y = G p, 
e corresponde ao autovalor À — 2, 


A razão de introduzir G+ 
autovetor de H, que correspon 
ou um autovetor de H, que corresp 
é ou o vetor zero ou um autovetor de H, qu 


Com efeito, 
HA = HG = [H, Gala + G+Hpa 
26 + Ganha = A + DCM = A + 2). 


Semelhantemente, 


HW = HG = [H,6-Jyx + 6 -Hy 
= 26 ya + AGA = A — Dyk. 


Estes fatos fornecem a informação essencial sobre o espectro do operador JC. A fim de 
obtermos todo o espectro, necessitamos somente de mais um fato: todos os autovalo- 


res são não-negativos. 
Com efeito, se (X? — D?)y = Ay, então, tomando o produto interno-de ambos os 
lados com y, teremos, em notação matricial vetorial (p. 439), 
2 
yX% — XD’ = N'Y. 
Ora, como ¥ é uma matriz hermitiana, temos 


Y’ X?y = *X' XY = (Xy, XY) > 0. 

Semelhantemente, como D é anti-hermitiana, 
—ytD*p = Y*DDy = (Dy, DY) > 0. 
Como y não é o vetor zero, temos (y, y) > 0, o que resulta em 


XD O, D4) 
E CA) 20, 


como está afirmado. 

Se este raciocínio algébrico parecer muito sofisticado, poderemos sempre recuar 
para o terreno familiar de funções de x: Se [x? — (dºldx) jlx) = y(x), então, multipli- 
cando por W(x) e integrando (o produto interno da p. 465, obtemos 


+o 


- pa 2 
Y (x)x’° p(x) dž al 4 o) Ga VOO dx = À | IWI? dx. 


ee] 


No entanto, integrando por partes e usando as condições de contorno, temos 


dy 


2 
dx dx 


+% o. d? +o 
ofwa = — | 


—co PES 
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de maneira que 
x = SE 2 voo dx + Do |dy/dx|? dx, 
Ee |y]? dx 


e é evidente que À = 0. Esta demonstração é exatamente a análoga da demonstração 
algébrica mostrada acima. i 
Podemos, agora, deduzir a existência de um autovetor não nulo yo de H, tal que 


Gvyo = (X + Dyo = 0, 


e este autovetor corresponde ao autovalor A, = 1, que é o menor autovalor de H. Com 
efeito, sejam À e yA um “par característico” qualquer (autovalor e o autovetor corres- 
pondente) de H. Aplicando o operador G... obtemos um autovetor (não nulo) com o 
autovetor À — 2, a não ser que obtenhamos imediatamente o vetor zero. Se acontecer 
o primeiro caso, aplicaremos o operador G. repetidamente até obtermos o vetor zero. 
Isso tem que acontecer mais cedo ou mais tarde, pois não podemos subtrair indefini- 
damente 2 do original À sem chegarmos a um autovalor negativo, o que é impossível. 
Seja Wo O último autovetor não nulo, e temos 


Gyo = (X + Do == 0. 
Isso significa que Xy = —Dik. Então, de DX — XD = 1, segue-se que 


DX o — XD = bo, —DDio + XX = po, ou (X? — D?) po, 


o que significa que Ap = 1. Como o autovalor original À foi arbitrário, segue-se que todos os 
autovalores de H devem ser da forma 


A=14+Mm (n=0,1,2,..). 


Esta sequência é finita ou infinita? É infinita, pois podemos mostrar que não pode 
existir um autovetor (naturalmente não nulo) ya, tal que Gy, = 0. Com efeito, se 
Gy =(X — Dj = 0, então Xy, = Dyn. De DX — XD = I, segue-se, então, facil- 
mente que 


(X? — Da = =p, 


o que é impossível, pois H não pode possuir autovalores negativos. 
Até agora, deduzimos os autovalores de H e o fato de que nosso espaço linear é 
de dimensão infinita. Em nossa base, a matriz H deve, então, ter a forma 
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em queA,=1+2n. . f 
As matrizes X e D não são necessariamente diagonais e podemos escrever* 


Xoo Xo1 Xoz 


Xio X11 X12 


X20 X21 -.. 


AoXoo AoXo1 AoXoz 


Aix Aix AX 
HX 1X10 1X11 1X12 


1 
> 
x 
1 


A2X20 A2X21 E 


Subtraindo, achamos o ij-ésimo elemento sob a forma x;{à; — Ay, e igualando isso com 
—2d;;, obtemos 


Xij = A;) = —2 di;. 
Efetuando as mesmas operações com a equação HD — DH = -2X, deduzimos 
diji = A;) = — 2Xij. 


Eliminando d;; destas duas equações, obtemos 


M— a? 
4 


Esta equação é satisfeita por A; — A; = +2 (caso em que x;; permanece indeterminado) 
ou x; = 0. Ora, como À; = A; = +2 somente parai =j + lei =j— l (autovalores 
adjacentes), segue-se que todos os elementos da matriz X são nulos, exceto aqueles 
para os quais os índices linha e coluna diferem por um, ou seja, Os elementos *'vizi- 
nhos” da diagonal principal. 

Portanto, a matriz X tem a forma 


Xij = Xij. 


(0) Xo1 0 0 .. 


*Para seguirmos a notação empregada com as funções Wy,, indexamos as linhas e as colunas principiando com 
zero, e não com 1. 
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Da relação di(A; — A) = — 2x, segue-se que a matriz D também tem dy = 0, a não ser 
quei =j + loui =j -— 1, caso em que 
dij = —Xij (s i=j+D, 
.e 


dij = x; (se i= j— l). 


Portanto, a matriz D é da forma 


(0) Xo1 0 0 
— x10 0 x12 0 

D = 0 — x21 0 X23 
0 0 —x32 0 


Não é difícil multiplicar X por D: 


X10Xo01 0 X01ıX12 0 a 
0 —X10Xo01 + X21X12 0 X12X23 
DX = 
— X21X10 0 —X12X21 + X23X32 0 


De maneira semelhante. podemos construir XD. Subtraindo, obtemos uma matriz dia- 
gonal, que tem que ser a matriz identidade. Este fato fornece as seguintes relações: 


l = 2xo1X10 
| = —2X91X10 + 2X91X125 etc. 


Lembrando que X é simétrico, obtemos, da primeira equação, 


Xoi = X10 = va. 


Então, da segunda. x, = Xn = l etc. Desta maneira, passo a passo, podemos construir 
as matrizes X e D (já mostradas na seção anterior). ` . 

Neste método, nunca usamos O fato de que nossos vetores são realmente funções 
da variável x. Mais do que isso, se nos fosse agora dada uma função fix) em nosso 
espaço vetorial, o que significa, naturalmente, uma sequência infinita (Co Cu Cm ve .) 
poderíamos efetuar várias operações com ela, incluindo diferenciação (por meio da 
matriz D). sem nenhum conhecimento do cálculo. a , l 

Para um físico, o método acima ilustra a possibilidade de uma formulação mais 
abstrata da mecânica quântica. E possível deixar de lado a equação diferencial parcial 
de Schrödinger e usar a álgebra dos operadores como base da teoria. 
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11.6 BASES COM ORTOGONALIDADE GENERALIZADA 


O problema de um oscilador harmônico em mecânica quântica nos conduziu à cons- 


trução de um conjunto de funções 
2 
mm = e™ PH) , 
Co (Vrn)? 


que formam uma base para o espaço vetorial* de dimensão infinita apropriado. Esta 
base é uma base ortogonal,t ou seja 


f + p (Wm(x) dx = nm- 


Em certos problemas físicos, um processo semelhante resulta em uma base para a qual 
a relação acima é modificada. Um dos exemplos mais simples pode ser o da corda 
distendida de densidade variável. A equação parcial diferencial para as vibrações li- 
vres de uma tal corda já foi deduzida na Seção 8.1 e é 
ou 92u 
T — = x) — > 
3x2 7 PO) ge 


em que T é a tensão e p(x) é a massa por unidade de comprimento ou densidade 
(linear). 
= 0ax = L. Nossa intuição 


Consideremos uma corda finita, estendendo-se de x 
física sugere, como no caso de p = const., a existência de modos naturais de vibração 


discretos. Isso nos conduz a procurar uma solução do tipo Í 
u(x, t) = ye Ti, 


Substituindo na equação diferencial parcial, obtemos uma equação diferencial para 
y(x): 

dy 2 

ae -aky A= w/T). 


A isso devemos naturalmente adicionar as condições de contorno 


y0) = x(L) = 0. 
Nossa equação diferencial é do tipo de Sturm-Liouville, já discutida na Seção 9.3: 
d d 
ln» 4 — sxy = (Gp. 


*0 espaço das funções continuamente diferenciáveis e de quadrado somável em (—», +00). 
t Mais precisamente, uma base ortonormal; compare com a observação da p. 440. 
fEm vez de usarmos a intuição física, podemos chegar ao mesmo resultado pelo método da separação das 


variáveis. Usamos este atalho. 
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Em nosso caso. p(x) = l, s(x) = O, r(x) = p(r). A teoria do problema de Sturm- 
Liouville é razoavelmente bem desenvolvida, no caso em que as funções p, s e r são 
não-negativas (no intervalo sob consideração): 


PO) 20, s920, rO. 


Estas condições são quase que sempre preenchidas nas aplicações físicas e já estamos 
familiarizados com alguns casos especiais.t 

As funções características, que satisfazem a equação de Sturm-Liouville e as con- 
dições de contorno apropriadas, possuem certas propriedades importantes. Em pri- 
meiro lugar. são ortogonais com relação à função r(x), desde que correspondam a 
autovalores distintos (i.e., excluindo a degenerescência), 


f Ga =; 


em que Wmlx) e p(x) satisfazem as condições de contorno e a equação diferencial com 
A= Amei = An. respectivamente, desde que Am £ Àn. A demonstração já foi dada na 
Seção 9.3, juntamente com algumas condições de contorno suficientes. 

A segunda propriedade diz respeito ao sinal dos autovalores. Escreva a equação 
de Sturm-Liouville para uma função característica particular y(x) e o autovalor cor- 
respondente Aa: 


d 
dx ES a| Jg s(x Yn T — Mnr (x Wn- 


Multiplique por y, e integre sobre o intervalo considerado [como, por exemplo, (0, L)]: 


L 


L L 
apoga- homoa = ef ren 
f Yn dx ES dx dx A snx)" dx Mn Ja r(x NY O)" dx. 
Integrando por partes e aplicando as condições de contorno, temos 
L L L 2 L 2 
apga- ente (8) e 
Í nal] dx = Yap dx lo R P dx X à Pp dx xX. 


Conseqüentemente, 


L L 2 
dyn 
a nã dx -[ [ (#) + sy dx. 


= 0 está evidentemente excluído, temos 


Como o caso r(x) = 0 ou pdx) 
F ry? dx > 0, 
0 


> 0; ou seja, o espectro dos autovalores é não- 


e segue-se i i e que À 
Eus se imediatamente sa E ultado pode ser melhorado para o caso Ay > 0, 


negativo. Em muitos casos. este res 


————— meme = 2... 
tPor exemplo. os polinômios de Legendre (Seção 9.5), funções de Bessel (Seção 9.7), séries de seno de 
Fonrier (Seção 4.4) e outras. 
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como por exemplo, em nosso problema da corda distendida; Temos s(x) = 0 e p(x) = i: 


a integral 
L 
Mm 
LE) 


pode ser zero somente se dyaldx é zero,* ou seja, yr = constante. No entanto, as 
condições de contorno exigem que W(x) seja zero, o que está excluído. Portanto, os 


autovalores devem ser positivos.? Cal 
Enunciaremos aqui, sem demonstração, duas propriedades adicionais do problema 


de Sturm-Liouville para o intervalo finito (0, L): 
a) Há uma infinidade enumerável de autovalores discretos, que podem ser dispostos 
na segiiência 


OSM IMLS 


b) O conjunto das funções características é completo, isto é, uma função arbitrária 
bem comportada pode ser representada por uma série do tipo de Fourier 


fx) = > Fyn(o), 


onde os coeficientes F, são determinados por 


F, = So rS ON) dx 
Jo FO CP dx 


Observações 


1. Em muitos casos. a propriedade (a) pode ser fortalecida, passando a ser 0 = A < M 
<A; <... o que implica que os valores próprios são não-degenerados. No entanto, mesmo no 
caso de degenerescência, pode haver, no máximo, duas funções linearmente independentes que 
correpondam ao mesmo autovalor, devido à simples razão que a equação diferencial é de segunda 
ordem. 

2. A restrição de bom comportamente sobre f(x) depende do tipo de convergência desejada 
para a série. A convergência uniforme ponto a ponto fica assegurada se f(x) for contínua, muito 
suave por pedaços e satisfizer as condições de contorno apropriadas. Convergência em média se 
verifica se f(x) for somente suave por pedaços. 1 Para as finalidades de aplicações físicas, é geral- 
mente suficiente que a série convirja fracamente, caso em que f(x) pode mesmo ser uma distribui- 
ção, tal como a função delta. 

3. No caso de um intervalo infinito (-» < x < +œ) ou semi-infinito (0 = x < o), a análise do 
espectro e das propriedades das funções características é consideravelmente mais complicada.* No 
entanto, em vários destes casos, as propriedades acima ainda se verificam (como no caso de um 
oscilador harmônico). 


*Veja o teorema da página 466. 
ĦO caso mais simples, em que À = 0 é um autovalor, é a equação 


dy 
dx 


sujeita a dy/dx = 0emx = 0ex = L. A função característica y = 1/VL = const. corresponde a À = 0. 


Í Neste caso, as condições de contorno podem ser relaxadas. Lembre-se de que a função y(x) = 1 pode ser 
desenvolvida em série de Fourier em (0, L), mesmo se y(x) não se anula em x = 0e x = L. 

*Veja, por exemplo, Titchmarsh, Eigenfunction Expansions Associated with Second-Order Differential Equa- 
tions. 
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Das afirmativas acima, segue-se que as funções características de um problema de 
Sturn-Liouville podem ser usadas como a base de um espaço linear apropriado. E 
costume normalizar estas funções com relação à função r(x), ou seja, exigir que 


S ren de = 1. 


Segue-se, então, que as funções características de nosso problema formam uma base 
que é ortogonal no sentido generalizado, isto é, com relação à função r(x):* 


[É rm CMC dx = Bon 


Podemos também dizer que as funções W,(x) são funções características generalizadas 
do operador 


“lo E) - sw 


com relação à função r(x).t 


11.7 A CORDA DISTENDIDA COM UMA MASSA DISCRETA 
EM SEU PONTO MEDIO 


Considere uma corda distendida de comprimento L e densidade uniforme p com uma 
partícula de massa m fixa em seu ponto médio. Devido à conveniência no uso das 
propriedades de simetria das funções características, colocaremos os pontos extremos 
da corda nos pontos x = —L/2 ex = +Li2. É possível considerar a corda como sendo 


de densidade variável p(x), dada por 
p(x) = p + m 5609). 


Como de costume, procuramos modos normais sob a forma u(x,t) = y(x)e™™, o que 
fornece uma equação de Sturm-Liouville para y(x): 


Piei 2 (9) k? = w2p/T). 
Ta = k PESEN ( P 


Na notação da seção anterior, temos k? = Ae | + (mlp) 3x) = r(x). 
Uma maneira óbvia de atacar o problema é resolver a equação 


dy 2 
no RO 


2,0) e para o intervalo (0, L/2), e unir, de maneira 


separadamente para o intervalo (—L/ L 
; x = 0. Seja y! (x) a solução para (-L/2,0) e y” 


apropriada, estas soluções no ponto 
(x) a solução para (0, L/2). . 
ção para (0, L/2) nsiderar que y (0) = y!"(0); ou seja, a solução completa 


Claramente, devemos co ; ; S : 
será contínua no ponto x = 0. Isso não é necessariamente verdadeiro para sua deri- 


*A integral (“mx)fix dx é agora tratada como um produto interno das funções flx) e g(x) (em vez de 
p PPA o 465. as é análogo à interação no espaço, de dimensão n, discutida na Seção 10.8. 
'A função r(x) é também considerada um operador (compare com a p. 478). 
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e produzir uma força concentrada f em x = 0eą 
Um método simples de determinar a descon 
o diferencial de x = ~€ ax = +e com ę 


vada. A inércia da massa 1 pod 
corda pode ter uma cúspide neste ponto. U 
tinuidade da derivada é integrar a equaça 
arbitrariamente pequeno. mas finito: 


dy 


+e +e i 
Zap d. — k? — y(0). 
dx a paN 


—€ 


Se fizermos e — 0, a integral da direita desaparecerá devido à continuidade de y(x) em 


x = 0, e obteremos 


ou, em nossa notação, 


yo) — (0) = = SVO). 


Prosseguimos a fim de determinar y (x) e y(x), de maneira que satisfaçam a equação 


diferencial e as condições de contorno apropriadas, ou seja, 


dy 24) =) 
E +ky™=0, y(—L/2) = 0, 
dy P 


IREPO, YPL = 0. 


Evidentemente, tais soluções são 
vO (0) = N sen k(x + L/2), v PO) = NP senk(x — L/2) 
com k, Nº e N'º ainda indeterminados. A continuidade em x = 0 exige que 
NO sen(kL/2) = N” sen (—kL/2). 
Esta condição pode ser preenchida de duas maneiras distintas: 


a) ouNO = -N (e k arbitrário) 
b) oukL2 =n7.n=1,2.3,.. (e NO, N arbitrários). 


A condição imposta sobre as derivadas em x = 0 exige que 


kN'* cos RE kN cos kL Mm NO sen 
2 2 p 
Se kL/? = n7. o resultado acima reduz-se a Nº? = N'*. Por outro lado, se Nº” = —-Nº, 
então k deve satisfazer a equação 
rE = mk centL. 
2 p 2 


tO peso da massa m é, contudo, desprezado. (O mesmo é verdade para o peso de toda a corda.) 
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Usando kL/2 = y, podemos escrever esta equação transcendente como 


Segue-se que há dois tipos de autovalores: 
1. Autovalores inteiros, com k = 2n7ĪL e funções características 


N, sen 2E + 1/2) (—L/2 < x < 0), 
Ya) = 
Npsén 2e — Li) (O < x < L/2). 


2. Autovalores transcendentes, com k = 2ynlL, onde Ym é uma raiz de 


tg Y = (pL/mY) 
e funções características 


Nasen 2e + E2) (-L/2 < x < 0), 


Yml x) = 2 L/2 
-Nm senn = LD) 0 < x < L/2). 


Os autovalores transcendentes podem ser obtidos ou estimados graficamente, como 
mostra a Fig. 11.1. 


pi 
m Y 


>Y 


Fig. 11.1 


Já vimos que o menor dos autovalores é do tipo transcendente e, a partir deste 
ponto, há duas alternativas. Os autovalores do tipo 1 são modos pares* de uma corda 
homogênea de densidade p; a presença da massa m não os afeta. Por outro lado, os 


REN 


* i ps s > 2. m 
O número de meios-comprimentos de ondas é par. De outra maneira, as funções características do tipo 1 são 
anti-simétricas (ou ímpares) com relação a reflexões em torno da origem. 
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modos ímpares dão origem a funções características do tipo 2. Esta transição 
tido inverso) pode ser continuamente seguida, se fizermos m — 0. 

Uma situação interessante surge no outro extremo, isto é, se fizermos m = q 
autovalores transcendentes se aproximam dos inteiros, mas isso não acontece Ear s 
funções de onda correspondentes, pois a cúspide permanece. A forma limite ka 8 
duas partes separadas das ‘‘funções características inteiras’ unidas na origem. O g; de 
ficado físico do caso limite m —> œ é que a corda está dividida em duas cordas ea 
gêneas, cada uma com comprimento LIZ, e 

Não é necessário mencionar que as constantes N,ou Nm podem ser determinad 

a partir da condição de normalização. Adotando uma indexação comum e conveniente 
para as funções características, podemos escrever a condição de ortogonalidade Pa 
ralizada sob a forma i 


(no sen. 


+L/2 
/ à Yu) dx + T pO = da 


em que y(x) e p(x) são duas funções de qualquer um dos dois tipos. 
11.8 APLICAÇÕES DAS FUNÇÕES CARACTERÍSTICAS 


Nas seções precedentes, mostramos como construir, a partir das funções característi- 
cas de um operador diferencial auto-adjunto, uma base ortogonal* para O espaço apro- 
priado de funções. Esta base pode, então, ser usda para resolver vários problemas 
relacionados, tais como, em primeiro lugar, as equações diferenciais não-homogêneas, 
envolvendo o mesmo operador diferencial. 

Considere a corda distendida uniforme de comprimento L. Seu movimento está 


governado pela E DP (veja a p. 293) 
o?u 


E 9x2 


92u 
Pa EE — F(x, t), 


em que F(x, t) é a força externa aplicada (por unidade de comprimento). Discutamos 0 
caso em que a força externa varia harmonicamente com uma certa freqüência fixa w. 
Podemos, então, pôr 


F(x, 1) = fe. 


A intuição física (e a experiência) nos diz que a corda responderá em geral, com osti- 
lações harmônicas da mesma freqüência. Isso sugere que procuremôs:uma solução da 
forma 


u(x, t) = ye "e. 
Substituindo estas expressões na E DP, obtemos a equação diferencial para XX): 


d? 1 
Z tky=-7/ W = po*/T) 


A isso podemos adicionar as condições de contorno y(0) = y(L) = 0. 
: A importância destas formas particulares de F(x, t) e de y(x, t) não 
ao fato de que são muito comuns na prática. Se-F(x, t) fosse uma função 


está limitada 
arbitrária 


*Talvez no sentido generalizado. 
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tempo. poderíamos submeter toda a EDP a uma transformação de Fourier com rela- 
ção a !; escrevendo 


HE O) = 0,0), FU D) = ox, w), 


poderíamos obter uma equação diferencial para y(x, œ), 
2 1 
da tky = — gew) (K = pa?/T), 


mais as condições de contorno Y0, w) = W(L, w) = 0. Sem contar o trabalho final de 


inverter Wx, w) e a dependência mais complicada do parâmetro w, o problema é essen- 
cialmente o mesmo que para y(x). 


Voltando ao nosso problema, vemos que podemos, em princípio, representar y(x) 
usando qualquer base no espaço linear de funções apropriado.” Um pouco de reflexão 


nos diz E a base mais conveniente seria a das funções características do operador 
diferencia 


ou. talvez, do operador diferencial 


Não há nenhuma diferença essencial entre as duas escolhas, pois o espectro de autova- 


lores de £’ é o mesmo que o de £, exceto quanto à constante aditiva k?. Escolhamos 
o operador £ por ser mais familiar. Suas funções características normalizadast são 


2 nTX 
Prl x) = (isene (n=1,2,3,..). 
Escolhendo este conjunto como a base, escrevemos 


js È YO) J È Faha (2). 


Substituição na equação diferencial fornece 


22 w 
J k? = E ) Vaya (x) = SS p E» Frbn(X). 
n=1 


Multiplicando esta equação por Phx). integrando em (0, L) e usando a ortogonalidade 
de y,. obtemos 


*Por exemplo, o cspaço das funções duas vezes diferenciáveis que se anulam em x = 0e x = L. 
1Satisfazendo naturalmente as condições de contorno. 
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Todo este processo já nos é familiar, assim como as séries em seno de Fourier. Deve- 
ria agora estar evidente por que as funções seno são usadas (e não uma outra base 
ortogonal). Se as funções y, não fossem funções características de £ teríamos 


Lyfn(X) = Xn(), 
onde x(x) não é proporcional a y(x) e deveria ser expresso por sua própria série 


Ge 2 Xana). 


Malgrado o fato de que os coeficientes X, deveriam ser conhecidos, o problema de deter- 
minar os Y, seria muito mais difícil, pois as equações algébricas envolvidas seriam 
acopladas. O uso de uma base, que torna O operador £ diagonal, desacopla estas 
equações e a solução se torna quase trivial. Temos 


SE E 
nO T (n2v2/L2) — k? 
e 
1 RO Fa nTx 
yx) = ED (n2w2/L2) — k? SEn 7 
onde 


— pL 
2 . NTX 
Fa = E fosen -F dx. 


Observação. Todos os coeficientes Y, estão bem definidos a não ser que k? = m?m?/L* para 
algum inteiro m; em outras palavras, a frequência externa w coincide com uma das frequências 
características da corda. Este é o caso de ressonância e há duas possibilidades: Ou Fm=0eYmé 


arbitrário, deixando uma certa indeterminação na solução,” ou Fm#0 €o método não funciona. 


No último caso, a EDP não possui soluções da forma y(x)e =". 

Uma vez compreendido o conceito da diagonalização de um operador diferencial, vá- 
rias generalizações do problema acima não apresentam dificuldades intrínsecas. Como 
um exemplo, considere as vibrações longitudinais de uma haste rígida de comprimento 


L e de seção transversal variável. 
Suponha que a vara esteja colocada horizontalmentet com a origem em uma das 


extremidades (Fig. 11.2). O deslocamento longitudinal u de uma seção transversal 
qualquer é uma função da posição e do tempo: u = u(x, t). A extensão (ou contração 
de um elemento de comprimento dx é, evidentemente, 


u(x + dx, t) — u(x, t) 


de maneira que a tensão em qualquer posição x é dada por 


lim u(x + dx, t) — u(x, t) E ð 


e u 
€ Jx Pe (x, t). 


dr—0 


* i F 
Observe que todos os outros coeficientes Y, ainda estão bem definidos. 


tIsso somente para enfati j i i 
3 izar que desejamos excluir a influência d vi e, poderá 
igualmente ser suspensa verticalmente. PEE Ba 
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q u(x) 
Ni 


zig. 11.2 


A tensão é, então.* 


po rep: 
Ox 


Considere a dinâmica de um elemento de comprimento dx. Na extremidade esquerda, 
há uma força A(x)Eou(x, t)/9x agindo para a esquerda, se ðu/ðx > 0; na extremidade 
direita, há uma força A(x + dx)Edu(x + dx, t)/9x agindo para a direita, se du/dx > 0. A 
força resultante devido às tensões é, então, 


ð ð É É 
A(x + dx)E =“ (x + dx, t) — AE (x,t) S Alaor] dx. 


Além destas, pode haver forças externas (na direção x), agindo sobre a vara. Se F(x, t) 
for a soma destas forças por unidade de comprimento, então o elemento dx estará 


sujeito a uma força adicional F(x, t)dx. 
Como a massa de nosso elemento é pA(x)dx (p é a densidade de volume) e sua 
aceleração é d'u/ot*, a segunda lei de Newton fornece 


ð ðU ; K 92u 
2 Lao a dx + F(x, t)dx = A(x)p ETE dx, 


e segue-se que a função desconhecida u(x, t) satisfaz a E DP 
9 ðu au 
Ea A — j = Et k F À 
3X eac a| pA(x) PYE (x, t) 


A equação tem a forma geral 
2 


2 Loc» A — sou = (955 — F, À) 


com pix) = EA(x) = 0. s(x) = 0 e r(x) = pA(x) = 0. Observe que o problema matemá- 
tico não seria mais difícil se a densidade da haste p e seu módulo de Young E fossem 


funções de x. em vez de serem constantes. 
No que diz respeito às condições de contorno, suponhamos que a extremidade 


x = 0 da haste esteja rigidamente fixa e que a extremidade x = L esteja livre. Isso 


"Observe que supomos válida a lei de Hooke para vibrações (bastante rápidas). 
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implica que (0, t) = 0 e que ôu(L, t)lax = 0 em todos os instantes 1; O último fato 


decorre de não haver tensão na extremidade livre. é 
Como no caso da corda distendida, se F(x, t) = fix)e"'“!, esperamos ter uma solu. 


ção da forma u(x, t) = y(x)e” '“!, Isso fornece 
4 | EA dr) + wpa = — SO) 
dx dx 
e y(0) = 0, óy(L)/ôx = 0. É agora lógico procurarmos soluções não-triviais da equação 
diferencial homogênea 


4| eaw a| + npAGo = O 


satisfazendo nossas condições de contorno. Estas soluções não-triviais são fregiente- 
mente funções especiais bem conhecidas (Capítulo 9), ou outras relacionadas.* No 


pior dos casos, são calculáveis pela técnica de Frobenius (Capítulo 3). O fato impor- 


tante é que o conjunto de tais funções y(x). n = 1, 2, 3, ..., é uma base para o espaço 
linear apropriado. Esta base pode scr normalizada no sentido em que 


T E PAC Wn (0) dx = ömn- 


Levando este fato em conta, multiplique a equação diferencial de y(x) por y(x) e 
integre sobre (0, L): 
L 


L L 
f n |e &] dx + w? | PA (On (xy (x) dx = — l SO) dx. 
Como o operador 
d d 


é hermitiano, temost 


k p(x) e [esw 2| e f E as” a | F d] e 


Use agora o fato de que Wy,(x) é uma função característica (generalizada) de £, corres- 
pondendo ao autovalor A, para obtermos 


O? — A) [o PANO) dx = — fo Sento) dx. 


Defina 


*Por exemplo, como na Seção 11.7. 
tEm linguagem simples, integre duas vezes por partes e use as condições de contorno. 
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L 
Fa =f 169/2469) dx. 
0 


Estes coeficientes são calculáveis, uma vez que as funções W(x) sejam conhecidas. 
Defina também 


Yn = [ PAWON) dx. 


Estes números são exatamente os coeficientes do desenvolvimento de y(x) em termos 
dos dx): 


x(x) = È Y„yn(x). 


se acharmos os Yn, © problema estará resolvido. Isso é feito por meio da fórmula que 
relaciona Yn com Fy: 


Hu On * w’). 


Mais uma vez, são possíveis fenômenos de ressonância (w? = A), que devem ser trata- 
dos separadamente. E inte ressante observar que os coeficientes Fa não são os coeficien- 
tes do desenvolvimento de f(x) na base hp. São os coeficientes do desenvolvimento da 


função 
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PROBLEMAS 


1. O produto interno para o espaço complexo das funções de quadrado somável, definidas na p. 


465, satisfaz a seguinte desigualdade de Schwarz: 


E ENA 
If ET OLIERNI) * FOS dxf. é O dx. 


Observe que 


f * AOO) — SO dx dy > 0, 


€, a partir disso, deduza a desigualdade de Schwarz. [Sugestão: Desenvolva o integrando e 


Simplifique a expressão resultante.) 


500 FÍSICA MATEMÁTICA 


2. A desigualdade de Schwarz val 
é (veja p. 438) 


e em um espaço vetorial arbitrário (com um produto interno) e 


œ pI < v€, xv, y) = Ixl Iyl. 
Demonstre esta afirmativa, partindo da desigualdade óbvia 
(x, y) (x,y) ) 
LD)=|X—-—>[WhX— Oy >0 
aa ( (y, y) y) 


e desenvolvendo o produto interno de acordo com as regras da Seção 10.6. 
3. Uma outra desigualdade importante de validade geral é a chamada desigualdade triangular 


lx + yll < Ixl + Iyl. 
Demonstre esta desigualdade considerando 
Ix+y?=«+yx+920 


e usando a desigualdade de Schwarz. 
4. Usando a relação de recorrência para os polinômios de Hermite, demonstre as fórmulas 


xH, = n(n — 1)Hn—2 + (n + 4)Hn + (nÈ 2), 


2 
ŠH, = n(n — Dn — Ha-a + Hai + SUED + pHa (23. 


Como estas fórmulas mudam, se n < 2 ou n < 3? Multiplique estas fórmulas por funções 
apropriadas e integre para mostrar que 


a) TE pal Palo) dx = n+d (n qualquer). 


+0 
b) f PRP E a De Z2) a23. 


00 


dx)dx são chamadas de elementos matriciais do operador x? e 
tas como (m|X3|n}, seguindo uma notação introduzida por Dirac 


das para outros operadores lineares). 
=n-3,m=n-—-l,m=n+loum=n +3. 


5. As integrais Sibna) y 
são freqüentemente escri 
(expressões semelhantes são usa 
a) Mostre que (m|X$|n) = 0, a não ser que m 

Calcule os elementos matriciais nos últimos três casos. 
b) Usando a matriz X do texto, calcule as matrizes X? e X? (mostre um canto superior es- 


querdo 6 x 6) e verifique que os elementos da matriz X? são realmente iguais às integrais 
3 ir 3 
Emjsc]n) =f WmX Yn dx, 
—% 


onde m é o índice das linhas e n o índice das colunas. Dê um raciocínio claro que isso é 


válido em geral. 
6. Construa as matrizes X e D pelo seguinte método, representando uma modificação da técnica 


usada na Seção 14.5: 

a) Suponha que H = X? — D? seja uma matriz infinita diagonal com autovalores A, = 1 + 2n e 
que X seja uma matriz simétrica, enquanto que D é anti-simétrica. Ambas são desconheci- 
das, mas [D, X] = 2. 

b) Sejam G, = X — D eG = X + D. Mostre que G- tem que ser a transposta de G+. 
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c) Usando o comutador apropriado, mostre que os elementos g;/* de G, devem anular-se a 
menos quei =j + 1. Ache uma afirmativa semelhante para os elementos gu” de G.. 

d) A partir da expressão para [G,.G.], mostre que gy” = VI Sema 

e) Calcule x; e dy a partir de g;/* e de gy”. 

. A corda distendida com uma massa discreta, situada em seu ponto médio, descrita na Seção 

11.7, está sujeita a uma força externa (por unidade de comprimento) F(x, t) = F~" 

(Fo = constante). Mostre que existe uma solução da forma 


u(x, t) = geo X Ux), 


em que y/x) são as funções características descritas no livro (veja a página 494). Calcule 

explicitamente os coeficientes U,. Suponha o caso não-ressonante. 

. A haste sólida da Seção 11.8 estende-se de x = L ax = 2L, e possui uma seção circular reta de 

raio variávelr = a Vx (a = constante). A extremidade em x = 2L está rigidamente fixa e a 

extremidade x = L é livre. 

a) Escreva o problema de contorno que descreve os modos normais de vibrações livres da 
haste. 

b) Mostre que as soluções podem ser escritas em termos das funções de Bessel e de Neu- 
mann. Mostre a equação transcendente que determina os autovalorcs e construa as funções 
características normalizadas com relação a uma função apropriada. 
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As Funções de Green 5 


12.1 INTRODUÇÃO 


Exemplo 1. Suponha que desejamos resolver a equação diferencial ordinária 


que pode representar o movimento de uma partícula de massa m em um meio com 
resistência (coeficiente R) sob a influência de uma força externa f(t), onde v(t) é a 
velocidade da partícula. 

Consideremos, em primeiro lugar, o problema especial que ocorre quando a partí- 
cula está em repouso até o instante 1 = 7 e é, então, posta em movimento por meio de 
uma “pancada” súbita. Isso implica que a força externa f(t) existe somente durante 
um pequeno intervalo, digamos de ra 7 + Ar. Após o instante 7 + Ar, o movimento da 
partícula é governado pela equação homogênea 


dv 
mao Rb (t >T + 4r), 


que, evidentemente, tem a solução 
— t 
v(t) = Ae Rim (t > T + Ar). 
Não estamos muito interessados no que ocorre entre 7 e 7 + Ar, mas certamente 
estamos interessados no valor de A. Em outras palavras, queremos conhecer o efeito 


do golpe sobre a partícula. Isso pode ser resolvido, multiplicando a equação diferencial 
por dt e integrando de Tar + Ar: 


mio(r + ar) — vm] = -R| "ee dia i HAT fe) dt, 


Se o golpe tivesse uma impulsão 1, então 
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f + andt = 1 


E 
a velocidade v(t) se com- 
de maneira que v(t), du- 
o acontecer, podemos 


Supondo que Ar seja muito pequeno, esperaríamos que 
portasse essencialmente como mostra o gráfico da Fig. 12.1, 
rante o golpe, não poderia ser excessivamente* grande. Se iss 


AT 
desprezar o termo RJ" v(Ddt. ' 


v(t) v(t) 


Ae RN 


t+ârT 


Fig. 12.1 


Fig. 12.2 


Usaremos agora 


v(T) = 0, v(T + AT) == Ae POTA ~ Ae RIM, 


Então, mAcT PT = I, que fornece a solução idealizada 


Í 0 (t < 7), 
v(t) E a/m Pim (t > 7) 


mostrada na Fig. 12.2. O significado físico de nosso método é que supusemos que a 
impulsão I do golpe comunicou à partícula um momento p = mv = 1, de Renere a 
velocidade imediatamente após o golpe foi Im, e a partir daí a partícula foi sie 
rada pela resistência do meio. Negligenciamos a perda de momento durante o golpe 


p : A A a > 
contida na integral Rj ý v(t) dt, o que é muito razoável se Ar for pequeno. 


Suponha agora que à partícula sofre dois golpes, de impulsões f, e 1, nos instantes 
7, e m, respectivamente. Evidentemente, podemos superpor as soluções corresponden- 


tes para obter o resultado global 


0 (t < Tı), 
I —Rimt—r 
v(t) o me (Ti <t< T2), 
Ii «Bim q {2 Rima 
EE +e (t > T2). 
m m 


Generalizando o problema para um número arbitrário de golpes, temos 


*Isso não acontece com a força f(t), que deve ter sido grande. 
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A Ie Rimet 
v(t) = L ne 
k=1 


com n tal qUe n <t<TÔh+- 
Finalmente, suponha que uma força contínua esteja atuando sobre a partícula. 
Uma força f(t), atuando no instante 7, produziria no intervalo dr um impulso 


dI = f(T) dr, 


que seria semelhante a um golpe devido à sua pequena duração. A ação contínua da 
força deveria. então, possuir um efeito cumulativo de inumeráveis impulsões dl trans- 
mitidos à partícula. E razoável supor que a fórmula de v(t) se “transformará” em uma 
integral 


t 
v(t) = Í fod eT PRIMU- (t> To) 
To 


supondo que v(t) = 0 e f(t) = O antes de To. 

O raciocínio acima naturalmente não é nenhuma demonstração de que a fórmula é 
válida. No entanto, podemos tomá-lo como uma demonstração heurística, e, uma vez 
escrito, podemos verificar que a fórmula é realmente uma solução da equação diferen- 
cial 

dv 


mẸ = —Ro + fD (t > To) 


sujeita à condição v(t) = 0 para t = 79. Com efeito. diferencie v(t) como dada pela 
integral acima (pela fórmula na nota de rodapé da p. 245): 


t 
dolt) R | fm dr rmi- 4 fO, 
dt Mjo m g + m 


ou 


du(t R t 
dt m m 
que significa que v(t) satisfaz a equação diferencial. A condição v(Ta) = O é auto- 
evidente. 
Observação. A maneira correta de escrever a solução obtida é 


0 (t < 70), 


t 
t E 
v(t) J 1 7EM- fd: (t> To) 
To m 


ou, alternativamente, 


v(t) - f G(t,t)f(r)dr (qualquer t), 
onde B 


(0) (t < 7), 


G(t, 7) = 


F- e 
e (Rim)(t—7) (t > 7). 
m 
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A função G(t, 7) representa fisicamente a resposta (neste caso, a velocidade) no instante 7 de uma 
impulsão unitária transmitida no instante 7. É conhecida como função influência, ou, mais 
comumente, função de Green. 


Exemplo 2. Considere agora a equação diferencial de segunda ordem 
dx ro 
dt? + n È + Wo 2x = m , 


que pode representar o movimento de um oscilador harmônico amortecido sob a in- 
fluência de uma força externa f(t). Suponha novamente que ft) = 0, exceto quanto a 
uma impulsão / transmitida ‘instantaneamente ” ao oscilador no instante 7, enquanto 
estava ainda em repouso. 

O movimento em ¢ > 7 é dado pela solução da equação homogênea 


x(t) = Cie" cos wt + Coe *senwi, 


onde w = Vw? — X? (supomos pequeno amortecimento). Como resultado do golpe emt 


= q, esperamos que x(t) seja ainda zero imediatamente após ! = 7, mas que a veloci- 
dade v(t) = dx/d! seja dada por v(r + 0) = I/m. Estas condições determinam as cons- 
tantes C, e Cz e conduzem a 


= L EMP seno(i = Sd: 


Evidentemente, achamos a função de Green. Para encontrar a solução no caso geral, 
substitua / por f(7) dr e integre com relação a 7:* 


. t 
x(t) -f À etsen wlt — T)f(T) dr, 


o MW 


e podemos agora verificar que esta expressão realmente resolve o problema. 
Observação. A função de Green 


et) 


G(t, T) = senw(t — 7) 


representa a solução (se £ > 7) no caso de uma impulsão unitária transmitida em um intervalo . 
infinitamente curto próximo a 7. Evidentemente, a força necessária, para isso, deve ser “infi- 
nita”. Não pode ser representada por uma função convencional ftt), mas podemos pôr 


ft) = 64 — 7) 


e considerar o problema do ponto de vista da teoria das distribuições. Neste sentido, a função de 
Green pode ser considerada como satisfazendo a equação diferencial 


2 
POUD y y EOD 4 adai = att — 1) 
dt2 é 


casi sD= A UA 
*Supomos que ffr) se anula para 7 < 7o, de outra maneira substituiríamos To por —%, 


506 FÍSICA MATEMÁTICA 


onde Gtt, 7) é também considerada como uma distribuição. 

Exemplo 3. Considere a corda distendida em repouso sob uma carga externa distri- 
buída dada por F(x) (força por unidade de comprimento). o deslocamento u da corda é 
uma função somente de x e satisfaz a equação de diferencialt 


du(x) Zs du F(x) S f). 


To RD w Gu o 


As condições de contorno são, como usualmente, u(0) = u(L) = 0. 
Resolvamos o problema para o caso de uma força concentrada Fo no ponto x = E. 


Evidentemente, isso implica que 
F 
s= 75 — 8) 
e procuraremos a solução da equação 


Polo 
dx2 


que chamaremos de função de Green de nosso problema.* Naturalmente, exigimos 
que 


(x = £), 


G(0 | 8 = G(L| 4) = 0. 


Observe que G(x | £) satisfaz a equação diferencial homogênea para todos os x, exceto 
x = é. Portanto, deve ter a forma 


G(x|)=4x+B para 0<xk<ė, 
= 0 implica que B = 0, enquanto que A permanece 


e a condição de contorno em x = 
indeterminado. Semelhantemente, 


GulD=Ax+B (se EXx<L), 


e a condição de contorno em x = L implica que 
B' = —A'L 


enquanto que deixa A’ indeterminado. Como G(x | ë) fisicamente representa uma 
forma possível da corda, embora um pouco idealizada, tem que ser contínua em x = €, 


o que implica que 
AE = ACE — L), 


determinando A' em termos de A. Observe agora que não deveríamos exigir que dG dx 
seja contínua em x. Em verdade, esperamos que a corda tenha a forma mostrada na 
Fig. 12.3: deveria haver uma descontinuidade de salto na inclinação. Para achar este 
salto, integramos a equação diferencial (a equação diferencial que corresponde a G) 


tVeja a Seção 8.1; por conveniência, supomos que F(x) esteja dirigida para baixo, portanto, a diferença de 


sinal. 
*A notação muito usada G(x | é), em vez de G(x, é), será adotada de agora em diante. 
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entre £ — ee é + e, e fazemos, então, e > 0. Isso fornece 


Euroly-Fa-olp=1. 


Fo 


Fig. 12.3 


Obtemos agora 9G(é + 0 | £)/ox de 


AE 


A a E A (x > 8), 


que fornece 
Leto- E 


Semelhantemente, de G(x | £ = Ax (x < é), obtemos 
dG 
dx -0| = 
Então, de A¿/(£ — L) — A = 1, obtemos A = (é — L)IL. Nosso resultado é, então, 


E 
-20-8 q<x<8, 


G(x] E) = 


“ECO qax<1) 


Observação. Note que a função de Green é simétrica nas variáveis x e &; 
G(x | E) = G(E|x).* 


Esta propriedade é muito importante em muitas aplicações. Observe que Gtt, 7), nos Exemplos 1 
e 2. não é simétrica. 


Pelos princípios gerais, esperamos agora que a solução de uma equação não-homogê- 


E E SE SDS O 
*Ao trocarmos x por é, devemos também trocar x < é por x > E. 
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nea d?u/dx? = Fœ IT, com suas condições de contorno seja dada por 


L 
u(x) -f celp EE ag. 


Esta propriedade pode realmente ser verificada. 


12.2 A FUNÇÃO DE GREEN DO OPERADOR DE STURM-LIOUVILLE 


Considere a equação diferencial não-homogênea 


awg] - sov = s. 


O lado esquerdo desta equação está escrito sob a forma de Sturm-Liouville (veja a 
Seção 9.3). No entanto, deveríamos observar que qualquer equação diferencial linear 
não-homogênea de LAr ordem, ou seja, 


pode ser posta sob a forma acima, por meio de multiplicação por 


1 7 BE) 
A m| Tea) 


de maneira que não há perda de generalidade. 


Exercício. Demonstre a validade da afirmativa acima. a. 
Por outro lado, observe que a equação acima não contém o termo Ar(x)y presente 


na equação de Sturm-Liouville. No entanto, a função s(x) pode frequentemente ser 
escrita como 
s(x) = so(x) — Nrolx) 
x 


para um certo À fixo e com sdx) = 0 e rdx) = 0 (veja a p. 488). Neste caso, nossa 
equação estará relacionada ao problema de autovalores de Sturm-Liouville 


e ES É — so(x)y + ^oro(x)y = 0, 


onde A, é um autovalor criado por certas condições de contorno. Deste ponto de vista, 
estamos tratando simultaneamente das equações £ y =fe(£ + AN) = f, onde £ éo 
operador de Sturm-Liouville auto-adjunto 


e = lwg] - o, 


e À não é necessariamente um autovalor no contexto das condições de contorno, que 


serão impostas a y(x). 
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Determinemos a função de Green, que satisfaz a equação 


alpo 4] — soc = 86x — |) 


sujeita a certas condições de contorno. Sabemos que uma tal função existe para o caso 
especial 


PO) = 1, s(x)= 0, 


e mostraremos que isto é quase sempre verdade no caso geral. Nesta discussão, des- 
cobriremos que a existência de G(x | £) implica algo sobre a equação homogênea 


d 
[w2] - soy = 0. 


Construiremos a função de Green pelo método usado no caso da corda distendida, 
isto é, exigiremos que 
a) G(x | £) satisfaça a equação homogênea, exceto em x = É, 
b) G(x | &) satisfaça certas condições de contorno homogêneas, 
c) G(x | É) seja contínua em x = £. 


Esperamos que dG/dx tenha uma descontinuidade de salto em x = é. Para chegarmos 
rigorosamente a esta conclusão, integramos a equação diferencial 


d dG 
al pow g| — s(x)G = ô(x — 8) 
entre é — e e é + e; isso fornece 


p(x) dote |) 8) 


+e Ete 
e s(x)G(x | E) dx = 1. 


t—e Jie 


Como G(x) | ë) e s(x)* são ambas contínuas em x = é, segue-se que 


lim [EE sto | E) dx = 0, 


650 JE—e 
e obtemos, no limite e — 0, 


profeto- Ze-019]- 


de maneira que nossa última exigência sobre G( | č) será que 
d) dGl|dx deve ter uma descontinuidade de salto iguala 1/p(é) em x = é. 


*Supomos, geralmente, que as funções p(x) e s(x) são analíticas (Seção 3.1). 
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Algumas palavras sobre as condições de contorno: Limitar-nos-emos às condições 
de contorno padrão para um intervalo finito (a, b), ou seja 


eiG(a | £) + a2G'(a | £) = 0, BiG(b| E) + BaG'(b| £) = 0, 


Idx, com £ + a, £ + b, e com a, e q» não simultaneamente nulas; 


onde G’ significa dG 
ondições de contorno de Dirichlet, de 


semelhantemente para £, e B>. Isso abrange as c 


Neumann, e as outras intermediárias. 
Considere a região a = x < €. Seja yi(x) uma solução não-trivial da equação 


diferencial homogênea, satisfazendo as condições de contorno no ponto x = a: 
aıyı(a) + asvi(a) = 0. 
Como G(x | £) deve satisfazer as mesmas condições de contorno, temos 
aiG(a | E) + asG'(a | E) = 0. 


O conjunto o, œ é não-trivial.t Segue-se que o Wronskiano de y, e de G deve anular- 
se emx =a: 


yi(a)G'(a | E) — yi(a)G(a | £) = 0. 


No entanto, para a = x < €, tanto y (x) quanto G(x | £) satisfazem a mesma equação 


diferencial, que é homogênea. Portanto, seus Wronskianos são nulos em todos os pon- 
tos e 


G(x| 8) = Civil) (0<x<8, 


onde C, é uma constante. Pelo mesmo motivo, se uma função não-trivial y (x) satisfaz 
a equação homogênea e as condições de fronteira em x = b, temos então 


G(x | & = Copa) (E<x<b). 
A continuidade de G e a descontinuidade de salto de G' em x = É implicam que 
Cyl) — Coy) = 0,  Cri(E)— Covil) = —1/p(B. 


Devemos agora resolver este sistema para obtermos C, e Cz, e ele terá uma solu- 
ção desde que o Wronskiano de y, e yz não se anule em é: 


YEYE) — y(i) = 0. 


Em outras palavras, y(x) não deve ser um múltiplo de y (x). Isso sempre acontecerá? 
A resposta é ‘quase sempre”. Se a equação homogênea não admite solução não- 
trivial satisfazendo ambas as condições de contorno ao mesmo tempo, então y(x) € 
yx) devem ser linearmente independentes. 

Se, no entanto, a equação homogênea possuir uma tal solução y dx), com 


ayola) + asyola) = 0,  Bıyo(b) + Bayotb) = 0, 


DM 


+Pelo menos, um dos números «,, a, é não nulo. 
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um múltiplo de ydx) e o mesmo acontecerá com yx). 


então y(x) é necessariamente 
onskianos se anulam. À função de 


Serão, então, múltiplas uma da outra e seus Wr 


Green não existirá neste caso. 
Se nossa equação diferencial original tem a forma 


(L£+ np = of 


ores de à, exceto aqueles que 


vemos que possuirá função de Green para todos os val 
ara os quais as soluções nao- 


são os autovalores do problema homogêneo, ou seja, p 
triviais de 
(£+a)y=0: 


existem. Temos aqui uma analogia com um sistema de equações lineares (ou com uma 
equação matricial vetorial). O problema não homogêneo Ay = f possui uma solução* 
somente se a matriz A é não-singular (A~! existe). Se for singular, não há solução e 
isso ocorre exatamente quando o sistema homogêneo Ay = 0 possui uma solução não- 
trivial. A razão para esta analogia é a seguinte: Da fórmula que resolve a equação 


não-homogênea 


y) = [Ge | DIO d, 


) a partir da função 


usada para obter a função y(x 
ersa do 


1f, vemos que G(x | g) éa análoga da inv 
al a um autovalor, o operador £ + Ar torna-se 


segue-se que a função de Green é 
fix). Comparando isso com y = 4” 


operador £ + Ar. Sempre que À for igu 


singular e perde sua inversa. Esperamos, então, que a equação 


(L+Ny=f 
não tenha solução neste caso. Isso realmente acontece para f arbitrária.** 
Achemos G(x | €), quando existir. O sistema 


Ciy) — Col) = 0, Ci) — Cay) = —1/p(8) 


tem, neste caso, uma solução única 


= E a Eee sita 
C = wE CT wO 


onde W(€) é o Wronskiano dey,eypemx =6. Explicitamente, 


yı(x)y2(£) 
nono VOSA 


y(x) 
tomo ESIS 


G(x | É) = 


Exercício. Mostre que o denominador p(€)W(€) é, em verdade, independente de é e deve ser uma 


constante. 


não-triviais). 


*Para vetores colunas f arbitrários ( q ros 
as soluções ainda existirão, exatamente como no caso das matrizes. 


**Para algumas funções especiais f(x), 
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= Evidentemente. G(x | £) é simétrica em x e £. É também fácil de ver que G(x | £) é 
única. Podemos sempre escolher uma y(x) diferente. mas será um múltiplo do ''ve. 
lho vı € o Wronskiano será multiplicado pelo mesmo fator. fazendo com que G(x | £) 
seja a mesma. Isso também é verdade para a escolha de xx). 

Observação. As condições de contorno consideradas acima eram do tipo não-misto.t 
Pura condições de contorno mistas. a função de Green nem sempre é simétrica, mesmo que 
irequentemente o seja. Pode-se demonstrar. por exemplo, que G(x | & é simétrica no caso de 
condições de periodicidade: 


y(a) = »(b)  y'(a) = 3'(b), desde que pla) = p(b). 


Demonstraremos que a função de Green dada acima possui a propriedade de re- 
solver a equação diferencial, que é a função 


ya) = [ GEI DÃO dt 


que satisfaz realmente a equação diferencial não-homogênea e as condições de con- 
torno homogeêncas. 

Na expressão acima. x é considerado um parâmetro, enquanto que č é a variável 
muda. Ao cfetuarmos a integração, devemos passar da primeira forma de G(x | £), do 
caso em que x < £ para a segunda forma, (caso em que x > é), quando £ é igual a x. 
Para isso, dividamos a integral como segue: 


y) = [7 GG | DICA de + f. "Ge | DIC dt. 


A diferenciação fornece (nota de rodapé da p. 247) 


E | G(x | ÐS) dg = f a NE de + G| x — Of), 


1 b 
ad 
T f ac 


Como G(x | £) é contínua em todos os pontos, temos 


b 
oro de = | GIO f de- Gl |x + OSO) 


G(x 


x+ 0) = G(x|x — 0) 


de maneira que 


z b 
dy _ | do(x| E) dG(x | £) 
dx a dx S(E) dê + o SA) dE. 


Diferenciamos mais uma vez para obtermos 


dy [ Poa dG 
dr. | LOID ag E (x]x — Of) 


“a 


b 
GCU dG 
+[ TELE fe dg — dx (x | x + 0x). 


tVeja a p. 343. 
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Os segundo e quarto termos da direita não se cancelarão neste caso. Sua soma será 


A notação pode ser confusa, mas observe que dG(x | x — O)/dx significa que “'devería- 
mos diferenciar G com relação à primeira variável, usando a forma para (x > t) e, 
então, fazermos é — x". Explicitamente, 


dG mom PODO 2e), 
de © 1*7 0 = lim EWE T pW 


<r 
Para dG(x |x + 0)/dx, devemos usar a forma para x < É: 


dG Cp VICIADO À yi (xy), 
de lx t O) = lim SEWE T POWE) 


t>z 
Introduzindo todos estes resultados na equação diferencial 


2 
pro SE + POR = sy = SO 


obtemos 


Í POG ELED + POCELE — OGE | NE) dE 
s 
+ f PGE | E + POCE lE — SGC | DIE) de 


+ pro = o. \ 


Como 


POG ELD + Pl E) — sG | E) = 0, 


, o que não afeta os valores das integrais), vemos que a equação 


(exceto quando x = É va 
Quanto às condições de contorno, observamos que 


diferencial está satisfeita. 


b b 
x(a) = / SaldfDd EAD | E G(a | DA) d, 


e que ay(a) + any'(a) = 0, pois esta relação é satisfeita por G(a | 8. 


12.3 DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE DE G(x | €) 


seção precedente pode ser usada somente se co- 
ênea. Quer isso aconteça ou não, há outros 
lo, determinando seu desenvolvimento em 
te escolhidas. 


A fórmula explícita desenvolvida na 
nhecermos as soluções da equação homog 
métodos de construir G(x | é). por exemp 
série de funções ortogonais convenientemen 


TEMÁTICA 
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Exemplo 1. Desejamos construir a função de Green para O problema não-homogêneo* 


-~ -f0) com  u(0) = a(b) = 0. 


A função de Green G(x | £) deve, portanto, satisfazer 
2 
Gm © GolD=GLID=0. 
dx? 
Como G(x | €) se anula nas extremidades do intervalo (0, L), segue-se que pode ser 
desenvolvida em uma série de funções ortogonais convenientemente escolhidas, tais 
como, por exemplo, a série em senos de Fourier 


oo 


Gl = DD In()senT 


n=1 


onde os cocficientes y, do desenvolvimento devem depender do parâmetro £.t Segue- 


se que* 
@G(x = nr? ntx 
Pox 5 (to) nOs 
n= 
Também, se 


ax E= D Alsen 
n=1 
então 


ntx 2 nT 


L 
An(E) = Al dx — E)senT dx = genT 


Substituindo esta série na equação diferencial para G(x | £) e igualando os coeficientes, 
obtemos 


de maneira que 


G| = -72 


Esta fórmula representa realmente a mesma função de Green que tínhamos anterior- 
mente, 


sD yeaah 
Gl) = 
“MOD ED, 


*Já resolvemos este problema na Seção 12.1, mas é instrutivo tentar um método diferente e comparar OS 
resultados. 

tOutros sistemas de funções ortogonais poderiam ter sido escolhidos. As funções sen (nmx/L) fornecem uma 
solução fácil. por razões óbvias. 

+Trate G(x | &) como uma distribuição. 
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o que pode ser verificado diretamente, desenvolvendo-se a última expressão em uma 
série em senos de Fourier. 


Exercício. Efetue o desenvolvimento e verifique esta afirmativa. 
; Podemos agora usar a série de G(x | £) a fim de construirmos a solução da equação 
não-homogênea por meio da fórmula 
L 
I = [ GG] DAE) dh, 


que conduz a 


RR 1l ntx F nmE 
Ro = 2 za Sen -T f SE sen d, 


n= 


ou 
2 œ 
OEST 
T” n=] 
onde os a, são os coeficientes em seno de Fourier de fix). 

Este resultado nos dá as soluções sob a forma de uma série em senos de Fourier, 
uma consequência direta da escolha do desenvolvimento para G(x | é. Naturalmente, 
poderia ter sido obtida por outros métodos, por exemplo, pelo desenvolvimento direto 
de f(x) e y(x) em séries em senos de Fourier (compare com a Seção 4.8, Exemplo 2) ou 
pelo método da transformada finita (Seção 8.6), que conduz à mesma coisa. 

Observada sob este aspecto, a função de Green pode ser mais útil aos cálculos, se 
for conhecida em ''forma fechada”. Por exemplo, a expressão 


z L 
vo) = | ED a) EA pa 
0 z 


é geralmente considerada como sendo mais simples do que a série de Fourier de y(x).* 


Exemplo 2. Uma corda distendida está sujeita a vibrações forçadas por meio de uma 
força externa F(x, t) por unidade de comprimento, que varia harmonicamente com o 


tempo. 
A equação a ser resolvida agora é 


92u 3u 
Tão” Pap T F(x, t), 


onde F(x, t) pode ser representada sob a forma 
F(x, t) = Fe 


Esperamos que a solução u(x, t) possua a mesma dependência do tempo.t 


iwt 


u(x, t) = y(x) 


*Isto pode, no entanto, ser enganoso; flé) pode ser dada sob uma forma pouco apropriada para as integrais 
acima, enquanto que sua série em senos de Fourier pode ser muito rapidamente convergente € os primeiros 
termos, conhecidos. PERET i zan 

s em um espectro de Fourier inicial para u(x, t) “morrerão” ao longo do 


tTodas as outras frequências presentes en € } p 4 
tempo, pois, na prática, a corda está sujeita a amortecimento, que foi negligenciado. 
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Isso implica que y(x) satisfaz a equação diferencial 


dy 2, _ Sœ% (e-5- F) 
datke Nora a 


juntamente com as condições de contorno (0) = y(L) = 0. 
Procuramos agora a função de Green que satisfaz 


PG | KG = (x t) GO| H = G| = 0. 
dx? 


Usemos mais uma vez O método das séries em senos de Fourier (ou transformada 
finita em senos de Fourier). Por exemplo, multipliquemos ambos os lados da equação 
diferencial por sen (nmx/L) e integremos sobre (0, L), para obtermos imediatamente 


nº nt , 


2 
L P 
L2 2 Yn(E) + k 2 Yn(E) = sen L 


onde 


L 
ERA -f G(x | E) sen dx, 


com yn(£) sendo o coeficiente de Fourier de G(x | ë). Segue-se que 


2 T/L 
Yn(E) “L o 


e = 
G| = e 


O aspecto desta forma é muito revelador. Em primeiro lugar, fica óbvia a simetria 
da função de Green. Em segundo lugar, a fórmula não funciona se 
T nèr? 
= -7 
para algum inteiro positivo n. Esta é exatamente a situação quando G(x | &) não existe. 
Com efeito, se k? = n?n?|L?, então a equação homogênea será 


2.2 


Ce 
TAIS 


dyn 


dx? 


que possui uma solução não-trivial, sen (nmx/L) que satisfaz as condições de contorno 
dadas. Se o parâmetro k? = A for considerado como um parâmetro variável, então 
G(x | &) é uma função de À. Na linguagem das funções de uma variável complexa,* 
podemos dizer que a função de Green possui pólos simples em À = n?r?]L? (n = 1,2 


E E eat mad nisi 3 
A extensão de variáveis reais físicas ao domínio complexo é uma ferramenta analítica poderosa, quer tenha ou 
não um significado físico imediato. 
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3, ...). Observe que, em nosso exemplo precedente sobre as deflexões estáticas de 
uma corda distendida, a situação não surgia. A equação homogênea era 


2 
dy 
dx? 
e não possuía soluções não-triviais satisfazendo as condições de contorno. 
Sabemos, por estarmos familiarizados com a física deste problema, que Os casos 
em que G(x | ë) não existe são exemplos de ressonância. Com efeito, nestes casos, 


nte 
w =—— ) 


L 


o que implica que a fregiiência externa coincide com uma das frequências característi- 
cas da corda. A menos que o processo seja interrompido por meio de amortecimento 
(ou outros fatores moderados até aqui negligenciados), uma perturbação harmônica 
externa, em ressonância com uma fregiência natural, excitará o modo de vibração 
correspondente, até que ocorra a ruptura. Não pode haver solução de estado cons- 
tante. 

A função G(x | £) de nosso problema pode também ser determinada por constru- 
o direta, i.e., unindo as soluções do problema homogêneo em x = é. Uma solução 

e 


d'y 


dx? + k?y =0 


que se anula em x = 0 é sen kx; uma solução que se anula em x = L é sen k(L — x). 
Seu Wronskiano é 


Il 


—sen kxk cos k(L — x) — k cos kxsenk(L — x): 
= —ksen(x + L — x) = —ksenkL, 


wW 


fornecendo imediatamente 


sen kxsenk(L — +£) 

cw |D = E ksenkL (œ < $) 
senktsenk(L — x) 

a ksen kL (E 


Esta forma de G(x | £ mostra também que a função de Green possui pólos no plano 
complexo k para k = n7/L, onde n é um inteiro não-nulo.* Estes pólos correspondem a 
À = nêm2/L?, se usarmos o plano A. A equivalência das duas formas da função de 
Green pode ser demonstrada desenvolvendo G(x | £) em série em senos de Fourier. 
Alternadamente, a série pode ser somada, usando-se a técnica do cálculo dos resíduos. 

Resumiremos a técnica de desenvolvimento empregada nos dois exemplos acima 
com as duas afirmativas seguintes de natureza razoavelmente geral: Suponha que dese- 


jamos resolver a equação diferencial 


Lyx) = f(x), 


*Não há pólo em k = 0, como uma inspeção fácil mostra. 
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em que £ é um operador diferencial de Sturm-Liouville. Desejamos também que y(x) 
satisfaça as condições de contorno 


@y(x) = O (no contorno), 


em que @ é o operador das condições de contorno, ou seja, uma expressão da forma 


d 
a1 + (emx = a), 
B = 


Bi + Bo E (em x = b). 


Procuramos a função de Green G(x | é, que satisfaz 


Utilizamos o conjunto das funções características pMx) do operador £, ou seja, as 
funções que satisfazem 


Lex) = Ao), Ga = 0. 


Se G existe e o conjunto {pA} é completo, então G pode ser representada sob a forma 


G(x | &) = 2 NEJC), 
(soma sobre todo o espectro de autovalores de £). Aplicando o operador £, temos 
£G(x | 8) = E WOL = E AAAG) = de — D 
Multiplicamos ambos os lados por qA'(x) e integramos sobre x: 
E NOS oraa) dx = ond) 


Este conjunto de equações pode ser usado para determinar os yé). Ele é facilmente 
resolvido se as funções características pÀ(x) são ortonormais*; então, 


b 
À erx) (x) de = dy e NCE) = aW. 


Isso nos conduz à chamada fórmula bilinear 


Gg |t) = 2 aet F 


que nos permite escrever a função de Green imediatamente, se conhecermos os auto- 
valores e as funções características de £. 


*Os casos de degenerescência podem causar alguns problemas. 
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Observações 


1. Muito frequentemente, a equação diferencial a ser resolvida é da forma 


Ly— Ay =f, 
onde À é um parâmetro arbitrário. Neste caso, os autovalores de £ são geralmente representados 


por An. as funções características por (x) e a fórmula bilinear será 


GeiD=L A 


n 


É no contexto deste problema que falamos nos pólos da função de Green, no plano À e nos 


fenômenos da ressonância. ; Es M 
2. Em espaços de funções complexas, a fórmula bilinear será modificada para tornar-se 


calp - Z FRO 


e a função de Green não será simétrica, mas hermitiana sob a troca de posições de x e de £: 


ct |) = 6 ola. 
O método dos desenvolvimentos em funções características pode ser estendido a 


duas ou mais variáveis. Deve-se, contudo, lembrar que os operadores diferenciais par- 
ciais correspondentes às condições de contorno devem ser tais que possuam conjuntos 


completos de funções características necessárias aos desenvolvimentos em séries. 
12.4 FUNÇÕES DE GREEN EM DUAS DIMENSÕES 


Consideremos uma equação diferencial parcial não-homogênea em duas variáveis es- 
paciais, como por exemplo, a equação de Poisson 


3u | du 
9x2 + ay? = f(x,y). 


Para sermos específicos, discutiremos à deflexão estática de uma membrana retangu- 
lar. Então, a função conhecida f(x, y) representa a carga externa por unidade de área, 
dividida por T (tensão da membrana; Seção 8.8). 

A deflexão u(x, y) da membrana deve satisfazer as condições de contorno 


u(0, y) = ula, y) = 0, u(x, 0) = u(x, b) = 0. 


Uma força concentrada F, agindo no ponto (¢, n) pode ser simulada por uma função ô 
de duas dimensõest 


Es D0- nd 


Pelos conceitos de superposição, se resolvermos a equação 


tVeja a p. 261. 
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32G 2G = ao 
no O 950 — n) 


de Green de duas dimensões, G(x | & y | n), poderemos 


ivermos as funções h 
eo ão da E DP original pela integral 


então, representar à soluç 
b 

u, D = f$ f 66:87] DIE m) d dn 
o Jo 


Naturalmente, G(x | £y | n) deve satisfazer as mesmas condições de contorno que 


u(x, t). a A 
Uma maneira de atacar o problema de obtermos a função de Green é empregar os 


desenvolvimentos em termos das funções características qMx, y) da equação diferen- 
cial de Laplace do operador diferencial de Laplace, ou seja, as funções que satisfazem 


Via, y) = alx, Y) 


e as mesmas condições de contorno com que estamos lidando. Sabemos que os auto- 
vetores são da forma 


e as funções características são 
mrX ny, 


ona —senZ s 
vab a b 


que já estão normalizadas por conveniência. Procuramos, portanto, G(x | é; y | n) na 
forma 


TORN max nTy 
Gx|ty|m)=—= Amn(£, n)sen—— sen => 
G 857] VE 2, gi a b 
Substituindo isso na E DP para G, obtemos, pelas técnicas padrão, 


2°2 22 
mr n r _ 2 mrE nTn, 
( 2 +- ) dm = w a sen b 


que fornece imediatamente 


4 è q Sen Sen seng en 
G : Eu ES 
(Œl yin) ab 2 2 EE 
a? b2 


Esta fórmula é reconhecida como a fórmula bilinear da função de Green. A solução da 
equação de Poisson pode agora ser escrita como 


E) o 
u(x,t) = — tm ent, 
(x, t) Da» MEET + nany" a S5 
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onde OS amn são OS coeficientes apropriados do desenvolvimento da função f(x, y). 


a fb 
ann = [ fo 1 Penne Y) dx dy. 
o “0 


Outra maneira de obtermos as funções de Green é por meio de uma única série. 


Começamos satisfazendo somente duas condições de contorno, ou exatamente aquelas 
ao longo das bordas y = 0 e y = b. Isso pode ser feito representando a função de 
Green como uma única série em senos de Fourier normalizada em relação a y: 


2 co 
G(x | £y |7) = NE L gasen >» 


adas de x.* Entrando 


onde os coeficientes g, são deixados como funções indetermin 
lb), e integrando com 


com esta série na E DP para G, multiplicando por 2)b sen (mmy 
relação a y, obtemos 


2 


d? m 4 2 
É emo) NE DE Em(X) = a sen” (x — E). 


Esta equação diferencial mostra que os coeficientes g(x) do desenvolvimento são fun- 
ções de Green de dimensão um.t Podemos achá-las unindo as soluções da equação 


diferencial homogênea, como na Seção 12.2. As soluções de 


são funções exponenciais ou hiperbólicas. Na região x < ë, devemos escolher uma 


solução que se anule em x = 0; será 


ga(x) = Ansen" < E) 


onde A, permanece arbitrário. 
A solução correspondente para x 


lhida sob a forma 


> é deve anular-se para x = a e pode ser esco- 


Egn(X) = B, senh E — 2) (x > E). 


Unimos estas duas formas em x = é, exigindo a continuidade de gn, 


An senh “7 = B, senh” — É > 


e a descontinuidade de salto apropriada de dgnldx: 


*Os coeficientes g, também dependem de é € den. 
tO fator. 7 sen (mn/b) na direita é irrelevante, pois é constante. 
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nr na(a — E) nm nT Ne nTn. 
E B, cosh E E b An cosh 5 pSen b 


Resolvendo para A, € Bn € simplificando por meio de uma fórmula de “trigonometria 
hiperbólica™.” obtemos 


nr(a — $) = na 
v2b nan senh b vV 2b nan n b 
AEE NE e A NR a sen b Sna 
H senh EA senh ~;~ 
Isso fornece a função de Green 
n esah E D ehl 
2 b b nan nry 
co DO, ne sen——-sen—= (x< $), 
n=1 "T senh e b b 
b 
G(x | E; y|n) = 
nTÊ na(a — x) 
2 2 senh- senh——>p A P Aa 
=J sen—-sen—— (x> 8). 
n=1 0T senh 272 9 g 
b 


Evidentemente, esta forma é o resultado da soma sobre m da série em senos de Fou- 
rier dupla. Uma fórmula semelhante pode ser obtida por somação em relação a n: 


© sen sen 
a Ê mx 
— — — sen—— sen 
AD mr mrb a 
= senh — 
a 
Q <n), 
G(x | y| n) = 
É mr mr(b — 
a senh " senh ( y) 
2 a a mm mrx 
— 2 = sen—— sen—— 
AD ma mrb a a 
i senh —— 
Q > n). 


Estas duas fórmulas representam a extensão do método da construção direta de uma 
função de Green de dimensão um. em oposição a uma fórmula bilinear. Para este 
problema particular. isso é o mais perto que conseguiremos chegar de uma “forma 
fechada” para G(x | & y | n. 


12.5 A FUNÇÃO DE GREEN PARA AS CONDIÇÕES INICIAIS 


A idéia de superposição empregada na solução da equação diferencial não-homogênea 
pode também ser aplicada ao tratamento das condições iniciais da equação diferencial 


*senh a cosh 8 + cosh a senh 8 = senh (a + £). 
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homogênea. Como um exemplo, consideremos a solução da equação da condução do 
calor em dimensão um 


ou l ðu 
3x2 T a al (-o <x< +o, 0<t< œ) 

sujeita às condições de contorno u(+=, 1) = Oe à condição inicial u(x, 0) = flx)*. Este 
problema pode representar, por exemplo, o comportamento de uma haste infinita iso- 
lada em todos os lados e com uma distribuição f(x) arbitrária de temperaturas iniciais. 
É trivial verificar que a solução u(x, t) depende linearmente da condição inicial f(x): Se 
u(x, t) € UAX- t) são as soluções que correspondem às condições iniciais f(x) e fx), 
respectivamente, então Cut, + Cut, é a solução que corresponde à condição inicial 
ad Cf. Esta propriedade sugere que tentemos construir a função g(x | E: t) satisfa- 
zendo 


10 
3x2 O 22 à glto |E;)=0 g(x|E0)= dx — $). 


Então, presumivelmente, a solução para uma condição inicial arbitrária u(x, 0) = fix) 
pode ser calculada de 


u(x, 1) = [gx E: DAE) dë. 


—oo 


A função g(x | é; t) pode ser chamada de função de Green da condição inicial. 
A natureza das condições de contorno indica que deveríamos usar a transformada 


de Fourier para achar g(x | E; t). Seja 
gr(k | £; 1) = F{8(x | £; 1). 
Então, transformando a EDP e a condição inicial, 


e, 


SF — a k?gr, k| £0) = —— 
di a*k“gr ge(k | €;0) T 


resolvendo, e usando as fórmulas 


l E! 402t 


—1( ,—a2k2t 
F lfe e } = = : 
À Vårat 


g7’ = et] = (x — 8), 


e tomando a inversa pelo teorema da convolução. obtemos 


+a 
taida? 1 Liz h2 
J (x sx Here 1)"/4a t dx' E e (2—E) [40% 


1 
4ra?t !— vV 4ra?t 


da de solução de fonte pontual** da equação de 
verdade, deduzido no problema da difusão do 


g(x | Et) = 


Esta solução é, por vezes, chama 
condução de calor. Nós já tínhamos, em 
sal da Seção 8.5. 


*Evidentemente, exige-se que l +%) = 0. Alternativamente, pode-se exigir que fix) e u(x. t) sejam limitadas. 


**Brevemente ficará clara a razão para este nome. 
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de nosso problema se tornaria 


+ 


guisa | 
GD Ca de 


e seria válida para £ > 7. O que aconteceria set < T 
dinâmica. isso não seria uma pergunta física, pois a 
peratura é impossível dizer o que ela era em um ce 


podemos atribuir significado físico à situação em que 


eE la NE) dt 


? Segundo os princípios da termo- 
partir de uma distribuição de tem- 
rto instante anterior.t No entanto, 
fixarmos arbitrariamente 


ulx, t) = 0 (para t < 7). 


x) cresceu subitamente no instante 
antânea de calor no instante f = 7. 
dade de calor 


Isso significaria que a distribuição de temperatura fl 
t = 7 e, portanto, deve ter havido uma geração inst 
No “elemento de volume” d£* houve a geração de uma quanti 


5Q = cof(g dt (no instante 7). 


Este calor contribuiu com uma quantidade ŝu à temperatura u(x, t) em outros pontos x 


e a um instante posterior t, dado por 
du = g(x |£; t — 1) (E) dE; 


observe que g depende de cp. Ora, o calor ôQ não pode, em verdade, ter sido gerado 
instantaneamente, mas em um pequeno intervalo de tempo d7. Se a taxa de geração de 


calor por unidade de volume é q(£, 7), podemos então escrever 
ôQ = cpy(é, T) dE dr, 
du = g(x | £; t — mp(E, T) dE dr. 


contribuições provenientes dos 


Pela linearidade da equação da condução do calor, as 
buições de todos os pontos é e 


vários 89 podem ser adicionadas. Reunindo as contri 
todos os instantes 7 entre O e t,* obtemos 


u(x, i) = fi [$ gli t — Del, 7) dë dr. 


Resolvemos assim o segundo problemas (EDP não-homogênea), partindo da solução 
do primeiro (EDP homogênea com condições iniciais), pois a significação de f(x, t) na 
EDP não-homogênea é a ““densidade de fontes de calor dividida por cp”. Isso identi- 
fica p(£, 7) com f(£, 7) e explica a relação entre as duas funções de Green. 


tA razão é que a teoria dos fenômenos térmicos é uma teoria probabilística. Nós não os prevemos realmente, 
Mas o aceitamos como uma resposta, o resultado mais provável a partir das condições iniciais dadas. 
Lembre-se de que estamos lidando com um problema unidimensional. No caso de uma parte de seção reta À, 
o elemento de volume é, falando estritamente, A dé. 

+ Rs) 9 . 
*Se sabemos que a temperatura era zero em 1 = 0. podemos supor que nenhum calor foi gerado antes deste 
instante, pois nenhum vestígio deste calor foi deixado. 
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12.6 FUNÇÕES DE GREEN COM PROPRIEDADES DE REFLEXÃO 


(0) problema da condução do calor tratado na seção precedente exibe várias proprieda- 
des interessantes se a haste infinita for substituída por uma haste semi-infinita, 
estendendo-se de x = Oax = +œ, Neste caso, devem ser exigidas certas condições de 
contorno na extremidade x = 0. Consideraremos agora dois casos de tais condições: 
a) Homogênea de Dirichlet: «(0, t) = 0. 
b) Homogênea de Neumann: ðu (0, r) = 0. 

e. į ðx 
Exigimos, então, que a temperatura «u(x, t) satisfaça a E DP 


as “condições de contorno no infinito” u(o, t) < o (veja nota de rodapé. p. 523) e a 
condição inicial u(x, 0) = f(x). além de uma das condições de contorno enunciadas 
acima. Como antes, tentaremos representar a solução sob a forma de uma superposi- 
ção ''contínua 


u(x, 1) = f| 80 | Es DSE) de 


e calcular, desta maneira, a função de Green apropriada g(x | Et). 

O problema pode ser resolvido, por exemplo, pelos métodos de transformadas 
(como na Seção 12.5), com a diferença que agora as transformadas mais apropriadas 
são a transformada em senos de Fourier no caso (a) e a transformada em co-senos de 
Fourier no caso (b)*. É instrutivo, no entanto, utilizar a solução da haste infinita, 
usando certas considerações de simetria. 

Não é difícil verificar que, se a temperatura inicial f(x) da haste infinita for uma 
função ímpar (par) de x, então a solução u(x. t) deverá também ser ímpar (par) de x.t 


Com efeito, na forma explícita da solução 


+o 
= | —(z—$)?/4a°t d 
u(x, t) = a f sa fE) dE, 


troque x por —x, faça uma mudança da variável de integração € = —¿' e deduza O 
comportamento de u(x, £), de modo que f(—é) = <f€'). 

Um corolário imediato é que se f(x) for uma função ímpar, então u(0, t) = 0. 
Também, se f(x) é uma função par, então au(0. 1)/0x. 
para estas propriedades da solução é o fato de que a EDP é 


invariante sob reflexão, i.e., não muda de forma sob a mudança de variável 
x = —x'. Para uma temperatura inicial dada, a E DP determina como a temperatura varia com O 


tempo e preserva, assim, a simetria original da distribuição de temperatura. 


Observação. A razão matemática 


a seguinte idéia seja aplicada à haste semi-infinita: 


Estas observações sugerem que 
), definida para x > 0, à região x < 0, de maneira 


No caso (a), estendamos a função f(x 


. 


*A transformada em seno de Fourier é apropriada aos problemas em que o valor da função é conhecido em 
x = 0. mas o de sua derivada não o é. À transformada em co-senos de Fourier é apropriada ao caso oposto. 
tEsta idéia foi mencionada na p. 314 em relação com a equação de Laplace. 
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anti-simétrica. isto é, defina 
141 > 0), 
=|» E<0. 


Com esta condição inicial, a temperatura em uma haste infinita seria 


0 oo 
[HD] eps q +f HO atat 
Mi e E o Vinai e dE. 


Em seguida, substituamos a variável de integração é por é” na primeira integral e 
abandonemos os plicas () para obtermos 


u(x, t) = 


E de aa] f ? -apat eta? 
u(x, t) = a {e e ISE) d. 


Afirmamos agora que, para x > 0, esta fórmula também representa a solução da haste 
semi-infinita; podemos escrever 


u(x, t) = k “ a(x | E; DSE) de, 


onde 


l ai A — 
` g(x] £; t) pi paali {e (z £)?/4a?t sé (+40 


d4ra2t 


Com efeito, u(x, t) evidentemente satisfaz a EDP e a condição de contorno em x = 0. 
Quanto à condição inicial, é interessante observar que a função de Green não se reduz 


a x — é) emt = 0, masa 
g(x] £0) = dx — E) — dx + 8. 


Observe, contudo. que para x > 0, a segunda função 8 não contribuiu com nada, pois 


T “x + DEd =0 (x>0). 


Portanto, 


u(x, 0) = f “x HNE dE = f) Œ> 0), 


como foi exigido. 

Deveria ser óbvio que o tratamento do caso (b), a condição de fronteira de Neu- 
mann, é paralelo à dedução acima. Estendemos a função f(x) à região x < O de maneira 
simétrica, 


fo) (x >0), 


Hen Eos (x < 0), 


e prosseguimos de maneira igual à anterior. Isso resulta na mudança de sinal no Sê- 
gundo termo da função de Green: 
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1 Re ea 
glx | £; ) = —— {e (apso 4 p+? aN 


V 4ra?t 


Observação. A função de Green apropriada à E DP não-homogênea está relacionada com as 
funções de Green acima para a condição inicial da mesma maneira que na haste infinita. A solu- 
ção do problema 


ðu du 4 t) comu(o,t)< O 
ðt 3x2 = Xs 3 , 
u(x,0) = 0, 

e 


a u(0, t) = 0, 
ou ðu(0, 1)/0x = 0, 


M 


u(x, t) -SF G(x | £; t | 1)f(E, 7) dE dr, 


Fonte imagem Fonte real 
+ + > X 
= Ê 


Fig. 12.4 


em que G(x | &; t |T) = g(x | £t — 7), com g apropriado às condições de contorno de Dirichlet ou 
de Neumann. Este resultado significa que, se desejarmos achar a temperatura devida a uma fonte 
pontual de calor localizada em x = é, sujeita, por exemplo, à condição de Neumann ðu(0, t)/ôx = 
0, devemos, em verdade, colocar uma fonte imagem em x = —É, como mostra esquematicamente 
a Fig. 12.4. Como a temperatura irradia de cada fonte (Fig. 12.5, linhas interrompidas), a tempe- 
ratura total é obtida por superposição (Fig. 12.5, linha sólida); o resultado é que a derivada 
(ðulðx)x = O é forçosamente zero em todos os instantes.* 


Para as condições de Dirichlet, a fonte imagem é, em verdade, um “poço” (Fig. 
12.6). O método para satisfazer as condições de contorno por meio da construção de 


*A condição (9u/ôx)« - o é equivalente a isolamento térmico, isto é, não há troca de calor em x = 0. Em nossa 
construção, compensamos a perda de calor através da fronteira x = O proveniente da fonte real pelo influxo de 
calor da fonte imagem. 

tEsta designação pode ser enganosa, pois o termo “poço” pressupõe a presença de calor que deve ser absor- 
vido. O formalismo matemático, no entanto, não faz tais hipóteses. Poderíamos ter introduzido o termo fonte 
de calor negativo, mas não seria muito revelador. 


Fig. 12.5 


Fonte real 


Y 
laj 


Fonte imagem 


Fig. 12.6 


fontes imagens pode ser usado para EDP de outros tipos. Os exemplos mais bem 
conhecidos são da eletrostática (aplicações à equação de Laplace). 


Exemplo. Uma haste semi-infinita encontra-se a uma temperatura uniforme fo no ins- 
tante fa. Ache a temperatura em qualquer instante posterior t, se a extremidade da 
haste (x = 0) é mantida à temperatura zero. 

Solução. As condições iniciais em + = ta são redutíveis às de 1 = 0 pela substituição de 
t port — to (atrasar o relógio”) na função de Green. Portanto, 


E F = f (eb auto) a E RPI p= tah dg (t> to). 
vdra(t — to) 9 


Usamos as substituições 


u(x, t) = 


x — É 
y eee 
2av 1 — to 
e 
PEER. ja 
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para obter 
u(x, t) = == e” dy — e" dz 
Vr AJ —zl2a vtto z 2/20 Vo 
f +z/2aVt—to 
2 
= e” dy = foerf z (t > to). 


x J —zl2a Vito avt — to 


12.7 FUNÇÕES DE GREEN PARA CONDIÇÕES DE CONTORNO 


Como as condições iniciais são nada mais do que condições de contorno da variável 
tempo, é claro que as funções de Green apropriadas deveriam existir para resolver 
problemas com condições de contorno não-homogêneas. 

“Consideremos mais uma vez uma haste semi-infinita, mas agora com temperatura 
inicial zero e a superfície mantida a uma temperatura dada, que pode variar com O 
tempo. O problema é formulado por 


ou pau, 


ETR 
u(x, 0) = 0, u(O, 1) = v(t). 


u(coo, t) < 005 


Suporemos tacitamente que v(t) = O antes do instante t = 0.* Quaisquer variações da 
temperatura da superfície entre 0 e f contribuirão de maneira linear para a temperatura 
u(x, t) em um outro ponto x. Esperamos, portanto, que u(x, t) seja expressível como 


t 
u(x, t) = A h(x; t | T)vlr) dr, 


onde h(x; t | 7) é um outro tipo de função de Green, que representa a influência das 
condições de contorno sobre u(x, t). Observe que à integração é efetuada até o instante 
t. Evidentemente, u(x, t) não pode ser influenciada por v(7) em um instante qualquer 7 
posterior a t.t Podemos resolver o problema e calcular A(x; t | 7) pelos métodos das 
transformadas. À transformada em senos de Fourier é muito conveniente com relação 


ax.* 
Representamos 


U,(k, ) = Salul% D} BEN TE E u(x, t) sen kx dx. 


O problema transformado exige que 


d. + KU, = RE ku(t), (da EDP e das condições de contorno), (1) 
T 
U,(k,0) = 0, (das condições iniciais). (2) 


*Lembre-se que u(x, 0) = 0, de maneira que a haste não se recorda, no instante t = 0, que um contorno esteve 
alguma vez à temperatura não-nula. y DIENE 
tIsso é conhecido como o princípio da causaliNade, que se acredita ser um dos fundamentos principais da 
física: de qualquer maneira, se aplica aqui. ~ ão é j 

+A transformada de Laplace é menos útil aqui, POIS au(04) não é conhecida. 
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da pelo método da transformada de 


para Us pode ser resolvi 
reen, como segue: Ache a função de 


lo método da função de G 
|7) = 0 para t <rTe 


A equação diferencial 
Laplace, ou. talvez, pe 
Green y(k; t | 7), tal que Vhs 

Ei + ay = dt — T). 


Set > 7, y satisfaz a equação homogênea, de maneira que 


y= ARE (>) 


Além disso, da equação diferencial para y temos y(r + 0) — KT — 0) = 1. Portanto, 


A= e2? K?T e 
yk; t| 7) = TSU — T), 


de maneira que 
= t 
Uk, t) = EJ e7 UDy(r) dr. 
0 


Invertemos agora a transformada em seno de Fourier por meio da fórmula direta: 


co t 
u(x, t) = Z E k sen kx dk f eU) dr. 


Mudando a ordem de integração, obtemos* 


t w 
u(x, t) = Z f v(T) af eU sen kx dk. 


(0 


A integral em relação a k não é difícil.t O resultado final será 


t 
o xX —2z2/402(t—7) 

t = . 
u(x, t) i R e v(t) dr 


Qualquer que seja a legitimidade de nosso processo, podemos agora prosseguir para 
mostrar que a expressão satisfaz com efeito a EDP, a condição inicial e as condições 
de contorno. 


Observação. A verificação das condições de contorno talvez exija uma elaboração. A fórmula 
ma em verdade, que u(0,t) = 0, em vez de u(0, t) = u(t). No entanto, não deveríamos nunca 
squecer que as condições de contorno reais, pelo menos em fisca, deveriam ser 


lim u(x, O = v(t) 
x—=0 
2z>0 


pa a iee aqa a teoria das distribuições, pois a validade de um tal processo pode ser duvidosa. 
xemplo, calcule fe "cos kx dk e diferencie, então, com relação a x. 
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(veja a observação da p. 301). Pode-se verificar que esta condição é, com efeito, sa- 
tisfeita por nossa solução. embora talvez isso não seja fácil. O ponto é que, natural- 
mente, a integral acima representa uma função descontínua no ponto x = 0. Tem limite 
u(t), se x tende para zero pela direita, e limite —v(t), se x tende para zero pela es- 
querda, e se x = 0. ela é dada pela média destes dois valores na maneira padrão, que 
nos é familiar, das séries de Fourier. Deduzimos, portanto, uma expressão para as 
condições de contorno para a função de Green da condição de contorno que é aplicá- 
vel à equação da difusão em um meio semi-infinito unidimensional: 


xX ee iz 
hog t| 1) = Es tin, 


Vira 1» 


É interessante que esta fórmula possa ser deduzida de certas considerações que 
não envolvem, de fato, a solução do problema enunciado. Como um passo preliminar, 
lembremo-nos da solução da equação da condução do calor para uma haste semi- 
infinita, para a condição de contorno de Dirichlet homogênea, e a condição inicial de 
temperatura constante em t = to (p. 530): 


u(x, 1) = fref—É-— (>t) 


2av t — to 


Consideremos agora o problema com a condição inicial homogênea em t = to e à 
condição de contorno de temperatura constante, também partindo do instante t = to, 
ou seja, o problema descrito por 


du _ 2 92u 
E a u(co, t) < œ, 


u(x, to) = 0,  u(0, 1) = fost — to) 


Ora, ou pouco de reflexão nos mostrará que podemos obter a solução do segundo 
problema, subtraindo fo da solução do primeiro problema. Com efeito, vê-se facilmente 


que a função 


x x 
Mode h- he —ž -= heat —ž (>t 
u(x, t) = fo — fo a fo PE 0) 


satisfaz todas as condições exigidas. 
Investigaremos, agora, com a ajuda da função i(x, t), uma solução do problema 
para as condições de contorno arbitrárias 
u(O, t) = v(t). 


Em primeiro lugar, construímos a solução no caso em que v(t) é um pulso retangular 


0 (<T), 
v(t) = {v = const (T < t < T + AT), 
0 U>T+HAM), ` 
ou, mais concisamente, 


vlt) = oS — 17) — S(t — T — AT)). 


MATEMÁTICA 
534 FÍSICA 


É evidente que a solução correspondente pode ser escrita como 


x 
———— S(t — T — 47) 
2av t — T — AT 


ž S(t — T) — verfc 
2avt— T 
o[t (x, f= T) Ee u(x, A Ar), 


u(x, t) = v erfe 


onde ñ,(x, t — 7) é a solução da condição inicial homogênea e da condição de contorno 
em que a temperatura é a função escada unitária para t > TE. f 
função arbitrária v(7), nós a representaremos, aproximadamente, 


Se for dada uma à r 
como uma coleção de N pulsos retangulares (até 7 = 1, que € relevante para nossas 


finalidades), como mostra a Fig. 12.7t. Aplicando o princípio da superposição, pode- 


mos deduzir que a solução será agora 


u(x, t) = bD vlrlm(x,t— 7:) — B(x, t — Ti — AT), 


i=1 


onde 7y = t, e definimos, por conveniência, i)(x, t — Ty — AT) = 0. 
Pelo teorema do valor médio, podemos escrever 
du 


B(x, t — T:) — B(x, t — Ti — AT) = — o7 (Ti < Fi L Ti + ArT). 


1=7; 
Faça, agora, Ar — 0, mantendo N Ar = t = constante. Sob condições apropria- 
das, impostas sobre v(7), a coleção de pulsos retangulares tenderá para a forma real da 


curva v(7), enquanto que a soma se transformará na integral 


u(x, t) = / |- a (xt — o] v(T) dr. 


v 
+ 
K—————— N pulsos 


| 1 


Fig. 12.7 


Vemos, assim, que a função de Green A(x; t | 7) está relacionada com a função (x, t) 
por meio da fórmula 


EE DATA 
*Ou seja, ú(x,t — 1) = (1fy ŭ(x, t). 
tCompare com o processo da Seção 5.9. 
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que podemos facilmente verificar: 


om F) x al2 C 2 
-matn o- P(A) = 2/2 [ E | 
ðr CAE la uno 


ue x —z2/402(t—r 
- Ela nle =d = h(x; t |7). 


Observações 

1. Esta idéia* pode ser estendida a outros tipos de problema com condições iniciais homogêneas 
e condições de contorno dadas, ou seja, aqueles que envolvem geometria diferente e mesmo E DP 
diferentes. Em verdade, ela reduz tais problemas ao caso de condições de contorno dadas pela 
função escada unitária S(t — 7). 

2. A função h(x; t | 7) está também relacionada com a função de Green da fonte pontual para um 
meio infinito, ou seja, a função G(x | ë: 1 | 7). da página 525. 


S(t — 7) Bda tn) 


O a) 
ma2(t — T 


Podemos verificar que a seguinte fórmula é verdadeira: 
2 0G 20G 
; = 2a — : = —2a — st ) 
h(x; t|7) = 2a ag E 10517) a` 3x (x10; |7) 


Pode-se também mostrar que esta relação se segue de considerações gerais. 
12.8 O MÉTODO DA FUNÇÃO DE GREEN 


Após considerar algumas aplicações das diferentes funções de Green e algumas de 
suas propriedades, estamos agora em condições de esboçar o método de maneira mais 
geral. No entanto, nos limitaremos a um tipo particular de E DP, ou seja, a equação de 


Helmholtz 
vy+wy=0 (Q=) 


Há boas razões para esta escolha, pois a equação de Helmholtz ocorre em uma grande 
variedade de problemas físicos. Por exemplo, se estivermos lidando com a equação de 
onda 


Yu = — >; [u= ulr, t) 


procurando soluções que variam harmonicamente com o tempo, 


ulr; t) = We", 


+Conhecida com o princípio de Duhamel. 
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o problema reduz-se à equação de Helmholtz.* Semelhantemente, a equação de 
Helmholtz surge da equação da difusão após a separação de variáveis. Da mesma 
forma, a muito encontrada equação de Laplace V?y = O é simplesmente um caso espe- 
cial da equação de Helmholtz. 

Consideremos o problema de resolver a equação de Helmholtz em uma região V 
do espaço físico tridimensional. Consideraremos V limitada por uma superfície suave 
por pedaços (p. 19) S e exigiremos que a função procurada y(r) satisfaça sobre S certas 
condições de contorno, que explicitaremos mais tarde. 

Necessitaremos de um par de fórmulas do cálculo vetorial; uma delas é chamada 


de Primeira fórmula de Green 


(grad q - grad x) dV + 2x dV = ( - dS), 
JIJ grad y - grad X ia a grad x - dS) 


que pode ser obtida da identidade 
div (% grad x) = grad e - grad x + q divgrad x 


por integração e aplicação do teorema da divergência (p. 28). 


Exercício. Verifique a identidade acima e deduza a primeira fórmula de Green. 


A outra fórmula é a chamada Segunda fórmula de Green, 


ff ev" — XWp)dV = db (o grad X — xX grad ø) - dS, 
14 S 


obtida da primeira fórmula de Green, trocando as posições relativas de q e x, e sub- 
traindo. 


Observações. Fórmulas análogas podem ser deduzidas para uma dimensão qualquer. Em uma 
dimensão, as transformações correspondentes já foram empregadas para O operador d?/dx* (p. 
166) e para o operador mais geral (didx)Ip(x)(didx)] (p. 342), mostrando que as fórmulas de Green 
podem ser consideradas como exemplos de integração por partes no espaço tridimensional. 


Principiemos agora a investigar a função de Green apropriada à solução da EDP 
não-homogênea de Helmholtz (a função de Green da fonte pontual), que representa- 


mos por G(r | ro. Exigimos que satisfaça a equação** 
vêG(r | To) + k?G(r | ro) = o(r = ro). 


Nesta notação, ro indica a posição da fonte pontual e aparece na E DP como um parâ- 
metro. Por outro lado, r é a variável em relação à qual é efetuada a diferenciação. No 
entanto, como r, é arbitrário, é também uma variável sob certas condições. Em muitos 
casos, é conveniente chamar ro de variável de fonte e r de variável de campo.i Ado- 
tamos a convenção de escrever, em primeiro lugar, a variável de campo na notação. 
G(r | ro. 


Escrevamos as equações das funções de Green para duas fontes pontuais r, € Fz: 


*A separação de variáveis conduz à mesma conclusão. 


**Escreveremos À = &?. Na maioria dos casos, k é real. s sfe 
+A diferenciação com relação à variável de fonte é muito empregada na teoria eletromagnética. 
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a(r e. E 1) 
o(r — ro). 


|] 


v2G(r | r1) + kºG(r | rs) 
v2G(r | ro) + k2G(r | ro) 


Il 


Multiplique estas equações por G(r | ra) e por G(r | r), respectivamente, subtraia e use 
a segunda fórmula de Green: 


GP IGE | ra) grad GC | r1) — G4 | r1) grad GC | ra)]- AS = Gl) | r2) — GCre | r1). 
S 


Como já sabemos, a utilidade das funções de Green depende do fato de que satis- 
fazem certas condições de contorno, geralmente as mesmas das soluções procuradas 
da EDP não-homogênea. As condições de contorno mais comuns, impostas a nossas 
funções de Green, são: 

a) condições de contorno de Dirichlet, onde G se anula sobre o contorno, 

b) condições de contorno de Neumann, onde o gradiente normal de G se anula sobre o 
contorno, ou seja, (grad G - dS) = 0, e 

c) condições de contorno intermediárias, quando grad G + w(r)G = 0 sobre a fron- 
teira e w é uma função vetorial dada do ponto fronteira r'.* 

Em qualquer um destes três casos, a integral de superfície se anula, e deduzimos 
que G(r, | ro) = G(r2 | r). Como r, e rə são dois pontos arbitrários no interior de nossa 
região, podemos escrever 


G(r | ro) = G(ro |r), 


deduzindo a simetria da função de Green sob a mudança da posição relativa das variá- 
veis de campo e de fonte. 

Observação. Além das condições de contorno, a simetria da função de Green também depende da 
EDP. Para algumas EDP, por exemplo, a equação da difusão, a função de Green não é inteira- 


mente simétrica.t No entanto, existe geralmente uma relaçao de reciprocidade sob a troca 
fonte-campo entre as funções de Green dos chamados problemas mutuamente adjuntos. Não 


discutiremos aqui estes problemas.* 


Deduzamos agora as propriedades que nos permitem resolver nossas funções de 
Green. Escrevamos a equação de Helmholtz não-homogênea, 


v2p(r) + k’ylr) = f0), 
onde f(r) é uma função dada. Escrevamos também a equação para G(r | ro: 
v2g(r | ro) + k°G(r | ro) = o(r — ro). 


Multiplicando estas equações por G(r | ro) e por W(r), respectivamente, subtraindo e 
integrando, teremos 


nais, w reduz-se a um escalar. Além disso, como a fronteira consiste de exata- 


*Para problemas unidimensio um À 
dades esquerda e direita de um intervalo, este escalar reduz-se a uma constante 


mente dois pontos, as extremi 
(diferente para cada ponto). . ie E in 
ão 12.5, é simétrica sob a substituição x «> é, mas não sob a substituição t © 7. 


tA função G(x | E t | 7), da Seçã t t 
*Veja, por exemplo, Morse e Feshbach, Capítulo 7, Seção 7.5. 
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[SIOE | row) — H’ | rol dr — flf rege lro) av = —veo 
v 4 


Aplicaremos agora a segunda fórmula de Green à primeira integral. Isso fornece 
Yo) = [Sf SOGE ro) dV + FP VO) grad Gl | ro) — GC | ro) srad W): aS. 
v s 


Esta fórmula notável pode ser particularizada de várias manéiras. Antes de fazê- 
lo, nós a poremos sob uma forma ligeiramente diferente. Em primeiro lugar, rọ é um 
ponto arbitrário de V; preferimos representá-lo por r.* Por outro lado, a variável r é 
agora uma variável muda; nós a representaremos por r’ nas integrais de contorno e por 
ra na integral de volume. Também, como a operação gradiente deve ser tomada com 
relação à variável r', enfatizaremos isso escrevendo grad’ y(r’) e grad’ G(r’ | r). Fi- 
nalmente, usaremos a simetria da função de Green, antecipando as condições de con- 
torno correspondentes, que serão impostas mais tarde. Isso resulta no que pode ser 
chamada de fórmula solução: 


WE) = [Sf CC | ro)ftro) dVo + dh grad' GE | DWC’) + as" 
Vo sS’ 


— P G(r | r’) grad’ y(r’) - dS’. 
o 


Esta fórmula ilustra como pode-se representar a influência y(r) das fontes (dentro de 
V) e os valores de y(r) e de grad y(r) sobre o contorno. Observe, no entanto, que ainda 
não definimos completamente nossas funções de Green, pois não especificamos as 
condições de contorno. Elas são selecionadas de acordo com as exigências do pro- 


blema estudado. 


Exemplo 1. A EDP com condições homogêneas de Dirichlet no contorno. Neste caso, 
é razoável procurar G(r | ro, que satisfará as mesmas condições de contorno. Se en- 
contrarmos uma tal função de Green, então ambas as integrais sobre o contorno, na 
fórmula solução, se anularão e 


WE) = [[[ CE | ro)fo) Wo. 
Vo 


Isso resolveria o problema. Sabemos, contudo, da análise da Seção 12.3, Exemplo 2, 
que a função de Green pode deixar de existir. Isso acontecerá se k? for um dos autova- 
lores do problema homogêneo correspondente, ou seja, se k? for tal, que a equação de 
Helmholtz l 


Vo + kp =0 


possui soluções não-triviais se anulando na fronteira. Isso é o caso de ressonância. 


*Pois estamos procurando o valor de y = W(r) em um ponto arbitrário r. 
+Os símbolos Vo, dVo, etc., não deveriam causar confusão em virtude de nossa mudança de notação. 
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Observação. Sob certas circunstâncias. a solução y(r) no caso de ressonância ainda existirá. Isso 
acontece quando a função f(r) é ortogonal à função característica (ou funções características no 
caso de degenerescência), correspondendo ao autovalor k?. Uma tal solução não é única, mas se 
exigirmos, por exemplo, que Wy(r) também tem que ser ortogonal às mesmas funções característi- 
cas, então torna-se única. Como exemplo, seja V uma caixa retangular limitada pelos planos 


x=0, x=a, 
y=0, y=b, 
z=0, z=c. 


Vemos facilmente que as funções características são 


8 lnx  mry nrz M sz 
Pimn = —— sen — sen —— sen — (l, m,n = inteiros positivos) 
abe a b 


e os autovalores 


Pr? ma? nm? r 
keam tp PA ao 


Se as razões a:b, b:c e a:c não são racionais, os autovalores são não-degenerados. Suponha 
que desejamos resolver 


VPC, y, z) + WO, y, 2) = f(x, y, 2), 


com 
22 22 2 
K l'r + m n'r 
= , 
a2 b2 c2 


onde l’, m', n’ são certos inteiros positivos fixos, mas 


fffro Y, Zprmn'(X, J, z) dx dy dz = Q0. 
4 


Desenvolvemos fix, y, z) em uma série tripla de funções características Pim: 


f(X, Y, Z) = DD aimaPimlx, Y, 2), 


Em,n 


onde X' indica que o termo com l’, m’, n’, foi omitido.* Exigimos que W(x, y, z) seja também 
ortogonal a Yrm’ € desenvolvemos também Ņ: 


y(x, J, z) = 2 CimnPimn(X, J, z). 


lım,n 


Substituindo na EDP e usando a ortogonalidade das funções características,t obtemos, pelas 
técnicas usuais, 


* Alguns dos outros coeficientes dim podem também se anular, mas isso não é relevante. 
tOmitimos a demonstração destes detalhes. 
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Aimn 
2 , 
k — Kimn 


Cimn 7 


Isso fornece a solução 


2 2 
mn KO — Kimn 


y(x, Ys z) = bos Pin, y, 2) MES vo, z0)P imlXO, yo, zo) dVo, 
Vo 


ã íci ma e da int - 
onde foi introduzida a expressão explícita para dimn- Se mudarmos a ordem da so egra 


ção, vemos que podemos representar yx, y, z) por 


y(x, y, z) = Í i G'(x, y, Z | xo, Yo, Zo) f (xo, Yo» z0) dVo 
Vo 


Com a função de Green generalizada 


' P imn h(T)E tmn lT") 
G'(r |r o) = r 
di 2, k? — kimn 


que pode ser obtida da forma bilinear da função de Green propriamente dita, despre- 
zando o termo “'ressonante””. Observe que se não exigirmos que y(r) € Prm'n’(r) 
sejam ortogonais, poderemos adicionar um múltiplo arbitrário de qrmn(r) a lr). 
Portanto. W(r) está efetivamente definida, com exceção de um múltiplo escalar da função caracte- 


rística ressonante.* 
Exemplo 2. A equação diferencial parcial homogênea como condição de contorno de 
Dirichlet não-homogênea. A inspeção da fórmula solução nos mostrará que devería- 


mos selecionar a função de Green que satisfaz uma E DP não-homogênea e condições 
de contorno homogêneas (as mesmas de Green, do Exemplo 1). Então, 


y) = P grad’ G(r' |r’) -dS (dS = vetor). 
z 


Isso pode ser reescrito como 


yr) = db g(r’ |y(r) dS’ (dS’ = escalar), 
a 


onde g(r' | r) é a função de Green dos valores no contorno. Evidentemente, g(r’ | r) éo 
gradiente normal da função de Green da fonte pontual, G(r | ro). pois 


(grad' G(r' | r) - dS”) = o GIDE SA 


—— DT 


*No caso de degenerescênci i : 
scência, a afirmativa seria, ''a menos d inação li 5 ísti- 
cas ressonantes”. , e uma combinação linear de funções caracterist 
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onde n' é a normal unitária ao contorno.” É desnecessário chamar a atenção para O 
fato de que surgem também agora problemas sobre a existência de uma solução. 
Problemas envolvendo condições de contorno de Neumann são consideravel- 
mente mais complicados. A razão é que os valores do gradiente normal y(r) não são 
independentes da EDP. Com efeito, pelo teorema da divergência, temos 


fffvw av = fffaiv (grady)dV = db grad y- as. 
V V S 


Suponha que exigimos que y(r) satisfaça a equação de Helmholtz não-homogênea 
com condições de contorno de Neumann homogêneas 


vyl) + kyl) = fr) e a = 0 (sobre S). 


Integrando e usando a fórmula acima, obtemos 
k [ffvo dV = ffI dv. 
v v 


Esta relação não pode ser satisfeita, por exemplo, se k = 0 (E DP de Poisson), a não 


ser que 
Sfr dV = 0. 
vV 


Esta condição pode ser interpretada em bases físicas se considerarmos, por exemplo. a 
distribuição de temperatura em estado constante dentro de uma região finita V. A 
temperatura 4 obedece à equação de Poisson Viu = f.* onde f é proporcional à densi- 
dade de fontes de calor. A condição de contorno au/9n = O implica que não há troca de 
calor através da superfície. Evidentemente, não pode haver solução de estado cons- 
tante, a não ser que as fontes de calor sejam equilibradas por poços de calor, onde o 
calor é transformado em outras formas de energia. como nas reações químicas endo- 
térmicas. Este equilíbrio de fontes e de poços é dado exatamente pela condição acima 
sobre f(r). 

Considere agora a função de Green. A fórmula indica que seria conveniente esco- 
lher G(r | ro), de maneira que satisfaça a condição de contorno homogênea de Neu- 


mann: 


3G 


an (sobre S). 


No entanto, a equação V'G + KG = ô(r—ro) implica, então, que 


elf GE |ro)dV = 1, 
y 


tPela convenção usual, é a ''normal exterior”. 
sus: : e ; 
Veja a Seção 8.4. Observe que ðujðt = O pois estamos considerando o estado constante. 
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que não pode ser satisfeita se k = 0. No entanto, à intuição física nos diz que, se a 


condição 
Í Í I fdv =0 
v 


sfeita. deveria haver uma solução para O problema 


vyw $- 


for sati 
(sobre S), 


ncionado acima. Abandonando a 


por exemplo. o problema de condução de calor me ] 
dição um pouco menos simples, 


idéia de que 9G/ôn = 0 sobre S, podemos tentar a con 
E = const = C (sobre S), 


Então, integrando V?G = d(r — ra), obtemos 
ch dS = 1 
sS 


e segue-se que C = I/A,, onde As é a área da superfície S. 
Infelizmente, não escolhemos as condições de contorno que tornam a função de 
Green simétrica. No entanto, examinando a demonstração da simetria da função de 


Green (p. 537), vemos que se impusermos uma condição adicional 


db G( | ro) ds = 0, 
S 


então a simetria da função de Green será ainda mantida. A fórmula solução ainda se 


aplica e fornece 
vo) = Í f | GE Lro)fito) dVo + F db va) ds”. 
Vo S’ 


Enquanto o último termo não pode ser calculado se não conhecermos W(r), observe- 
mos que ele é uma constante. Não é difícil verificar que esta fórmula fornece Wy(r) a 


menos de uma constante arbitrária. Na maior parte dos problemas físicos, isso é ade- 
e achar G(r | ro), satisfa- 


quado.* Omitiremos a demonstração de que pode-se realment 
zendo todas as condições enunciadas.t 


om condições de contorno de Neumann 


a se estende ao infinito, por exemplo, 
s, no entanto, 


Observação. As soluções da equação de Helmholtz c 
causam menos problemas quando a região considerad 
quando a região representa o exterior de uma superfície fechada S. Nestes caso 


*Por exemplo, se W(r) for um potencial eletrostático. 
tVeja, por exemplo, Morse e Feshbach, Methods of Theoretical Physics, p. 696: D. Jackson, Classical Elec- 


trodynamics, p. 19. 
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impomos condições adicionais sobre o comportamento assintótico (ou comportamento no infi- 
nito) da função procurada, juntamente com o comportamento das funções de Green. 


12.9 O CASO DE UM ESPECTRO CONTÍNUO 


As funções de Green para uma grande variedade de problemas de valores de contorno 
podem ser expressas por meio da fórmula bilinear deduzida na Seção 12.3. Em muitos 
de tais problemas, no entanto. o espectro de autovalores é contínuo. É razoável con- 
Jecturar que a soma infinita na fórmula bilinear se transformará em uma integral. Ilus- 
traremos uma tal situação por um exemplo, envolvendo a corda distendida infinita. 

O conceito da corda infinita é, naturalmente, apenas uma idealização do caso em 
que as condições físicas nas extremidades não influem significativamente no compor- 
tamento da corda '*perto do meio”. Na prática, isso acontecerá se a corda for muito 
longa. 

Consideremos uma tal corda distendida infinita sujeita à força harmônica externa 
por unidade de comprimento, 


F(x, t) = flx)e too, 


A EDP, satisfeita pelos deslocamentos transversos, é a mesma da corda finita (p. 293) 


mas as condições de contorno são agora diferentes. Suporemos a condição natural de 
que u(x, t) é limitada em todos os pontos: |t(x, t)| < =. Como usualmente, procuramos 
soluções da forma 

u(x, 1) = y(x)e too, 


que reduz o problema a uma equação diferencial ordinária: 


2 
+ kay = — (to = 0)- 


A função de Green deve satisfazer 
dG 
ga t C = d(x — 8). 


Se examinarmos o problema de autovalores apropriados 


dy Siy 

dx? 
para funções limitadas y, vemos que a única restrição é que À = 0 e que o espectro é 
contínuo. Representamos À = —k?. As funções características podem ser consideradas 
como 


plx) = exite, 


É claro que, em vez de um desenvolvimento em séries de G(x | £), deveríamos procu- 
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rar sua representação como uma integral de Fourier, 


+o 
GD = o fl. at pe ae 


Neste sentido, submetemos à equação diferencial de G a uma transformação de Fou- 
rier. Multiplicamos por (1/VZme'** e integramos com relação a x de —% a +%, a fim 
de obtermos 


1 ik 
—k? k, k2 k, Es e E 
g(k, 8) + kêst, Ð = = 


de maneira que a transformada de Fourier de G(x | £) seja 
ik 


1 
gk)="=5 
VIn k? — k? 


Invertendo, obtemos 


+o ikg —ikr 
1 ene 
G(x|) = i BR T 


Obtivemos, portanto, uma representação integral da função de Green. É evidente que 
esta integral é a generalização esperada da fórmula bilinear. 

Se desejarmos calcular explicitamente a integral de G(x | £), correspondente à 
soma da fórmula bilinear sob a forma fechada, teremos O problema: O que deveríamos 
fazer com os pólos do integrando em k= -kae k = +ko? Sem uma indicação de como 
o caminho de integração deveria ser deformado, a função de Green não pode ser bem 
definida.* 

Suponhamos, por um momento, que x < č, significando fisicamente que o ponto 
do campo (ponto de observação) está à esquerda da fonte pontual (ponto de perturba- 
ção). O contorno para O cálculo de G(x | £) pelo cálculo dos resíduos deve, então, ser 
fechado por “'cima””.t Se permitirmos que os pólos em k = —-koek = +k, contribuam 
para G(x | £), seus resíduos conterão os fatores 


eT ikoa) e eitolê—a) 


respectivamente. Cada um destes fatores será combinado com o fator tempo para for- 
necer 


eT ikot eil koz—wt) 


ekot e ilkor +wot) 


*Veja a p. 113. 
+Pois a contribuição do semicírculo grande desaparecerá. 
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A primeira expressão corresponde a uma onda movendo-se para a direita,* e a se- 
gunda a uma movendo-se para a esquerda. Ora. como à função de Green relaciona a 
resposta a uma perturbação harmônica por F(x, t) por meio da fórmula 


u(x, D = peT = eme S GO | PAE) dt, 


—o 


nossa intuição física nos diz que a onda, movendo-se para a direita a partir do ponto £. 
não deveria influenciar a resposta no ponto x à esquerda de £.$ Assim, para x < É. o 
contorno deveria evitar o pólo k = —ko por cima e o pólo k = +k, por baixo, de 
maneira que somente o último contribui. O contorno está mostrado na 


Im 


(b) Contorno para x >è 


Im 


—» Re > Re 
— ko 


(a) Contorno para x <¢ 


Fig. 12.8 


Fig. 12.8(a). O cálculo de G(x | £) é agora simples: 


e ED 


dans lh sd ikr 
G(x | £) = 2ri Res|- In EFKE o, Se | (<p. 


Se x > é, o contorno é fechado por baixo e somente é desejada a contribuição do pólo 
k = — kọ. Como visto da Fig. 12.8(b), isso ainda significa evitar o pólo da esquerda por 
cima e o pólo da direita por baixo. Temos agora 


| i ett Ea) | = I —iko(g—sz) 
G(x | £) = —2ri Res| - Fr (k + ko(k — ko) k=—ko nas 2ko 
(x > 8. 


Em vez de evitarmos os pólos da maneira mostrada, poderíamos definir G(x | £), 
mantendo o caminho de integração fixo, mas deslocando o pólo À = —k, um pouco 
para baixo do eixo real, e o pólo k = +ko um pouco para cima. Podemos, então, definir 


G(x | £) pela fórmula sem ambigiidades* 


*Ondas que se deslocam são discutidas com mais detalhes no Capítulo 14 (veja, por exemplo, a p. 590). 
$Maiores discussões deste critério são dadas na p. 61). 
*Vejaa p. 113. 
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—o0 


1 + ik(E—2) eE |a 
G(x | &) = se) h (—ko — io) k — (ko + ie) ? 


que se aplica ax < é ou x > é. 


Observação. Vemos que a função de Green obtida 


i iko(E—2) 
——e (x < $), 
2k 
Glg = ° 


Led > 
Mo (x > 8) 


é simétrica, em vez de hermitiana, ao trocarmos as posições de x e de é. Malgrado a notação 
complexa, deveríamos lembrar-nos que G(x | €) serve para calcular uma função real u(x, t) por 
meio de 


ue, 0) — [7 Re (GG | De“! SE dE. 


| Se fix) for real, então a função de Green física é a parte de G(x | e"o. 
É fácil verificar que 


1 
zg Senlko(x — £) + wot] (x < E, 
Re {G(x | De“) = E 
zg Senlko(E x) +ou] (x> E). 
0 
Se o problema tivesse sido resolvido por métodos de variáveis reais, este teria sido o 
resultado. 
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PROBLEMAS 


1. Considere o oscilador harmônico regido pela equação 


z+ 2t t ag = O, 


m 


em que À? > wi (caso super-amortecido). Suponha que a força externa ft) seja nula, se £ < 0. 
Ache a função de Green e escreva a solução x(t), que satisfaz as condições iniciais x(0) = x(0) 
= 0. Modifique a solução para o caso x(0) = a, X(0) = b. 

2. Desejamos resolver y”' — k?y = fix) (0 = x = L) sujeita às condições de contorno y(0) = y(L) 
= 0. ? 
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a) Ache a função de Green por construção direta e mostre que, para x < E. 


senh kxsenhk(L — o. 


Ee = ksenhkL 


Qual a expressão para G(x | £), sex > £? 
b) Resolva a equação G” — k'G = &x — £) pelo método das séries em senos de Fourier. 
Você pode mostrar que a série obtida para G(x | €) é equivalente à solução achada em (a)? 
. Mostre que a função de Green necessária para resolver a equação diferencial 


d dy 2 m a 
a(t) + (x x— E y= f(x) (m = inteiro). 
sujeita a y(0) < œ e y(a) = 0é 


T Um(kE)Nm(ka) — Jm(ka) Nm(KkE)] 


Jmlkx) (x < E), 


CD aii qr 
TiImikX)Yntka) — Jmlka)Nm(kx E 
7 a S WED ED. 


Considere também o caso J„(ka) = 0. Mostre que se k + 0, então G(x | £) não existe, mas se 
k = 0 (então, naturalmente m + 0), G(x | £) existe, mesmo se a forma acima não é aplicável. 
Calcule G(x | €) neste caso. 

- Considere o problema de valores no contorno 


dy dy 
g2) v0)=0 O=0 (O<x<1) 


a) Ache as funções características normalizadas do operador d?/dx? para as condições de 


contorno dadas. 
b) Escreva a fórmula bilinear da função de Green associada com o problema. 


c) Obtenha G(x | £) em forma fechada. 

d) Desenvolva o resultado de (c) em série apropriada e verifique o resultado obtido em (b). 
- Considere, como no Problema 2, a equação diferencial y” — k?y = f(x), mas sobre todo o 
intervalo (-» < x < +=). As condições de contorno são agora y( +=) < æ, 

a) Mostre, por construção direta, que a função de Green é agora 


G(x | E) = — x E*l (x qualquer). 


b) Resolva a equação 
G” — kG = &x — £) 


pelo método da transformada de Fourier e mostre que 


1 to =z —ik'g 
G(x] = — a ESTE TR dk'. 


—0 


Comente a semelhança desta expressão com a fórmula bilinear. Calcule a integral e con- 
firme o resultado obtido em (a). 
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6. Suponha que o problema precedente é mudado para y” — k?y = fix) para 0 = x < %, com y(0) 
= 0, y(=) < x. 
a) Use as idéias da Seção 12.6 para colocar uma fonte em x = É e a imagem apropriada em 
x = —€,e use a função de Green do problema precedente para mostrar que agora 


— 1 *senh kx (x< E, 
G(x|) = 
a e™senhkg (x > 8). 


b) Verifique este resultado, resolvendo a equação G” — KG = &x — £) pelo método da 
transformada em senos de Fourier. Verifique também por construção direta. E 
7. Desejamos resolver a equação de Laplace bidimensional Viu = 0 no interior do círculo de 
raio a, sujeita à condição de contorno não-homogênea u(a, 0) = f(0), em que fto) é uma 
função dada de 0. 
a) Enuncie as razões por que podemos esperar representar a solução como 


2r 
u(r, 0) = f g(r; 0 | 60) f(00; 400. 


b) Estabeleça as relações satisfeitas por g(r; 6 | 0) (EDP e condições de contorno) e ache 
uma série de Fourier complexa para g(r; 6 | 09). 
c) Calcule explicitamente a soma da série, para mostrar que 


g(r; 0 | 80) = T — @-Ò_ 
r 2r a2? + r2 — 2ar cos (8 — 8o) 


[Sugestão: Deduza a fórmula 5% - R"e!”® = 1/(1 — Re'?), válida para R| < 1] 
8. Considere o movimento de uma corda distendida que satisfaz 


— u(O) = u(L) = 0. 


a) Ache, sob a forma de uma única série, as duas funções de Green g(x | &; t) e gdx | E t), 
que fornecem as soluções 


L 
u(x, i) = r gilx | E; DuolE) dé, 


L 
ua(x, f) = J, gol | E; tvo(b) d 


correspondentes às condições iniciais 


D m0) = ua), SE @,0) = 0, 
i) u0) = 0, Č, 0) = vo) 


respectivamente. 


AS FUNÇÕES DE GREEN 549 


b) Mostre que a solução das vibrações forçadas da corda 


podem ser representadas sob a forma 


u(x, Ò) = Í, “a f t Gl | E; t1 T)AE, 7) dr, 
onde G satisfaz 


“6 2926 
a? TE ao + ô- Eel — 7) 


e as condições iniciais causais G = O set <7 (quaisquer x, É). 

c) Tendo achado G(x | £; t | 7) sob a forma de uma única série, compare-a com gx lEt 
achada em (a). Você pode dar uma razão física que explique por que G está simplesmente 
relacionada com g, e não com g,? (Sugestão: a lei das impulsões da mecânica pode ser útil.) 

9. Ache a função de Green que satisfaz a equação de Laplace bidimensional v2g = Ono retângulo O 
<x<a,0<y<b,e as condições de contorno 


g(x,0) =x — &), g(x, b) = g0, y) = glay) = 0. 


a) Faça isso achando diretamente uma série em senos de Fourier para g. 
b) Empregue a discussão da Seção 12.8 para mostrar que 


_ ôG |g yi) 
ðn 


n=0 


em que G(x |&yIméa função de Green calculada na Seção 12.4. Verifique o resultado 
de (a), efetuando as operações acima. (Cautela: A forma de quando y > n da p. 257 deve 
ser usada, pois no limite n — 0, a variável de campo permanece fixa.) 


10. Certas funções de Green da equação diferencial parcial de Laplace são bem conhecidas da 


eletrostática. Por exemplo: é A 
a) Lembre-se do potencial eletrostático devido a uma carga pontual no espaço e dê um racio- 


cínio, mostrando que 


1 1 
Ge |r) = — 2 T- rol 


satisfaz V?G = (r — ro). 
b) Efetue uma dedução análoga no cas 
a p. 263) 


o bidimensional para mostrar que agora (compare com 


1 
G(r | ro) = 57.108 |e — rol. 


Observe que a condição natural de que G — 0 ou mesmo que G <= quando |r| > = deve 


agora ser abrandada. 
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. A função de Green dada no pr 


oblema precedente podem também ser obtida sob a forma de 


séries. A função delta bidimensional. em coordenadas polares, é 


o(r — ro) = Lat — ro) (9 — 80). 


a) Obtenha a solução de VG =(1/r) Xr — ro) MO — 80) sob a forma de uma série de Fourier 


complexa 
as inô 
G(r | ro; 6] 80) = E» En(r, ro; do)e 


resolvendo as equações diferenciais para as funções gn. (Cautela: O cason = 0 deveria ser 


tratado separadamente.) . 
b) Tendo obtido G(r | ro; © | 9), faça isso igual a (1/27) log |r — rol e deduza o seguinte 


resultado: 


o 


log ro — » (=) cos n(0 — 60) (r < ro), 


n=1 


log Ve + rå — 2rrocos (0 — 60) = m i 
logr— >, (3) cosn(0 — 860) (r> ro). 


n=l 


. Procura-se uma solução para a equação de Poisson bidimensional V’y(r) = p(r) no semiplano 


0<x<0e,-»<y< +, sujeita à condição de contorno (0, y) = 0. Mostre que a função de 
Green apropriada pode ser posta sob a forma 


1 = 
Ge Jro) = aptos EE 
r— Fo 


O que é r'e? Formule a situação física em eletrostática e na condução do calor que se traduz 
neste problema matemático. 


. Use os autovalores e as funções características da membrana circular (Seção 9.7) para achar 


uma fórmula bilinear (como na Seção 12.4) em coordenadas polares para a função de Green 
que satisfaz 


1 
VG =ò — ro) ôO — 0) e G=0 parar=a 


A a re física e idealizada que conduz à deflexão da membrana representada por 
(r | ro; 0| 8o. 


- Mostre que, dependendo da técnica usada, a função de Green que satisfaz 


26 8G 
a T gy Me DY n) (0O<Xx<0,0<x< 5) 


GO, y») = G(x, 0) = G(x, b) =0  (G(%,y) < 00) 


pode ser obtida em uma das três formas diferentes abaixo: 
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co 
2 n n = nmx 
as £ senf? sen De rE® senh-  (G<8, 


n=1 BT b b 
a) G = “o E pa nT 
3 sen sen A Den > E; 
n=1 AT b b b 
2 “se k k hkysenhk(b — 
E a B Pae o<, 
M RSN a kEsenk k kb — y) 
sen ksen kxsenh km senh — y 
=£ > n); 
2 ksenh kb lts JEEN 
ER 2 [“sen (nry/b) sen (nmn/b) senkxsenkE a 
c) aS mb 2 Í, k2 + (n2r?/b?) e Aa 


Mostre também que a integração relativa a k reduz (c) a (a). [Sugestão: Os resultados dos 
Problemas 2 e 6, e a idéia de uma fórmula bilinear, reduzem este problema a manipulações 
quase triviais.] 
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Métodos Variacionais 


13.1 O PROBLEMA DA BRAQUISTÓCRONA 


Um dos métodos mais interessantes e importantes usados na física matemática é o do 
cálculo da variações. O problema seguinte está entre os mais antigos que foram solu- 
cionados pelos métodos variacionais: Considere uma partícula de massa m, deslizando 
sob a ação da gravidade, ao longo de uma certa curva T do ponto A ao ponto B (Fig. 
13.1a). Se os pontos A e B estão fixos, e a partícula parte do repouso, qual deve ser a 
forma de I para que o tempo do percurso seja mínimo? Desprezaremos o atrito e 
outras forças dissipativas. 

A curva que possui esta propriedade é conhecida como braguistócrona. Podemos 
conjecturar a existência de uma tal curva por meio do seguinte raciocínio. Entre os 
três caminhos possíveis, mostrados na Fig. 13.1(b), é claro que o tempo sobre o cami- 
nho I pode ser feito arbitrariamente longo, fazendo a inclinação, entre os pontos A e 
C, suficientemente pequena. E igualmente claro que o mesmo efeito poderá ser obtido 
no caminho III, baixando suficientemente o ponto D. Por conseguinte, é razoável 
supor que há um caminho optimal. Resta verificar se este caminho é ou não uma linha 
reta. 

Segue-se a formulação matemática do problema: Como o caminho T cortará, evi- 
dentemente, cada reta vertical entre A e B somente uma vez, ele pode ser descrito por 
meio de uma função y = y(x). Além disso, podemos escolher a origem das coordena- 


AXo Yo) ! 


A 
TN 
i , 7 Caminho | 
Um caminho possível Pad 
—— Caminho lI 

B(x) B 

—> x í 
| A >N 
(a) Caminho [| 
D (b) 


Fig. 13.1 
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das, de maneira a coincidir com o ponto A e o eixo dos y, dirigido para baixo. À 


partícula doane m, ao passar por um ponto arbitrário (x, y) de T, possuirá* veloci- 
dade yv = V2gy e percorrerá um elemento de arco ds no tempo 


dt = E a VTE (IF dx 
E V2gy 


O tempo total de descida é 


rof a- | ETEF k, 
o do vgy 


Escolhendo várias funções y(x). obteremos, em geral, diferentes valores para T. Em 
outras palavras, T é um número que dependerá de uma função, ou seja, um funcional. 
O problema matemático é, então, achar uma tal função que tornará mínimo O funcional 
T. 

Do significado físico do problema, segue-se que y(x) deve também obedecer a 
certas restrições: não somente deve ser contínuo, mas deve também ser duas vezes 
diferenciável, pois a existência de d?y/dx? está diretamente relacionada com a existên- 


cia da aceleração da partícula. É também óbvio que y(x) deve satisfazer as relações 


pois a curva deve passar por A e B. 

Formulada desta maneira, a procura da braquistócrona é um exemplo particular 
do problema mais simples do cálculo variacional: Entre todas as funções y(x) com 
valores fixos em dois pontos distintos, v(xo) = Yo y(xy = yı, ache aquelas que serão 
extremos (máximos ou mínimos) da integral 


Jo) =[ FO, y’, x) dx, 
zo 


em que F(y, y’, x) é uma função de três variáveis y, y' e x, explicitamente dada. 


Particula m 


Bia, b) 


Fig. 13.2 


PE de T. 
*Pela lei da conservação da energia, independentemente da forma 
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Supõe-se, em geral, que F(y, y’, x) possui as derivadas parciais necessárias e 
exige-se que y(x) seja suficientemente bem comportada, isto é, duas vezes diferenciá- 
vel. 


13.2 A EQUAÇÃO DE EULER-LAGRANGE 


A técnica usual do cálculo, para localizar os extremos de uma função de uma ou de 
mais variáveis, consiste dos seguintes passos. Selecionamos um ponto arbitrário, defi- 
nido por um conjunto de variáveis independentes (xo, Yo Zo -..). Introduzimos, em 
seguida, mudanças arbitrárias infinitesimais {dx, dy, ...) e formamos a diferencial 


total da função f(x, yY, z, -..), 


ðf of 
= “da pia 
df E dx + I y + 
com a convenção de que todas as derivadas parciais são calculadas no ponto 
(Xo Yo +). 


Como df deve anular-se em um extremo,* não importando o que sejam dx, dy, ..., 


segue-se que todas as derivadas parciais devem anular-se no ponto (Xo, Yo ...), se este 
for um ponto extremo: 
ðf af 
Jx $ 3y =s pe. 0. 
x L=70 y T=70 
Y=vo v=Vo 
etc. ete. 
Resolvendo estas equações, obtemos as coordenadas do ponto (Xo Yo ...). Neste 
ponto, omitiremos o subíndice O em (xo Yo ...) e representaremos o ponto extremo 
simplesmente por (x, y, z, ...). O cálculo variacional emprega a mesma idéia geral. 
Em vez do ponto (xo, Yo, -.-), temos agora uma escolha particular da função y(x), que 


representaremos por y(x). Ela deve satisfazer 


Wxo) = vo Wx) = yi- 
Como um segundo passo, efetuamos uma pequena modificação na função. Isso deve 


ser obviamente uma mudança na forma funcional y(x). Uma maneira simples de fazer 
isso é adicionar a (x) um pequeno múltiplo de uma outra função u(x): 


y 
A 


(ri yi) 
Wax) eulx) 


(Xo Po) NS -A 


Fig. 13.3 


*Veja, por exemplo, Kaplan, Advanced Calculus, Seção 2.15. 
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y(x) — y(x) + eu(x). 


Como a nova função deve mais uma vez passar pelos mesmos pontos (xo Yo) € (Xv Yu; 
é evidente que u(x) deve anular-se nestes pontos: 


u(xo) = 0, u(x1) = 0. 


De outra maneira, u(x ) será quase arbitráriat. Assim, é possível modificar a forma de 
Wx) de uma maneira essencialmente arbitrária, porém manter a nova função infinite- 
B a W(x), escolhendo e suficientemente pequeno. Isso está mostrado 
na Fig. 13.3. 


Observação. Em muitos textos, o termo eu(x) é representado por ày e chamado de variação da 
função y. Esta notação é semelhante à da diferencial dx de uma variável x. Observe, contudo, 
que uma função W(x) é, em um certo sentido, equivalente a uma quantidade infinita de parâme- 
tros.* Portanto, uma variação arbitrária de uma forma funcional é equivalente a uma quantidade 
infinita de modificações não-relacionadas, uma para cada parâmetro. Deste ponto de vista, O 
símbolo ày é análogo, não à diferencial dx de uma variável x, mas a todo um conjunto de tais 
diferenciais, (dx, dy, dz, ...). 


A mudança na forma funcional de y(x) resulta em uma mudança do valor da inte- 


gral J. Com efeito, o valor do integrando altera-se em cada ponto x, em virtude do fato 
de que, em cada ponto x, os valores de y e y' são modificados. Os novos valores são 


I = YO) + eux), y = V) + w(x). 


Portanto, o novo valor de F(y, y', x), em primeira ordem com relação a e, é 
9F ðF 
Fy + eu, Y + ew, x) = FU, Y, x) + aE -eu ew. 


Observe o significado das operações. A função F deve ser diferenciada relativamente a 
y e y' e as formas funcionais W(x) e W'(x) devem ser inseridas após a diferenciação. 

Como resultado destas considerações, o valor da integral J sofrerá uma modifica- 
ção, que é universalmente representada por &/. Explicitamente, 


o) -[ Fy + eu, y' + eu, x) dx e FQ, W’, x) dx 
5 l a (2 
= € m 3y 


O segundo tempo pode ser convenientemente integrado por partes: 


a Pd ss 
— u — | => | dx. 
E dx Ẹ 


To 


su + | . w) dx. 
ðy v=y 


, v'=y' 


m 


tDeve ser bem comportada, como o é W(x). 
+Por exemplo, uma função y(x) pode ser definida por seu conjunto de coeficientes de Fourier, em quantidade 


infinita. 
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Em virtude de u(xo) = u(x) = 0, 0 termo “integrado” desaparece, deixando o resul- 


tado 
z1 
or d/oF 
s- [E-E 
zo Lôy dx \8Y 


Como no cálculo comum, um raciocínio simples será agora efetuado, para mostrar 
que à/ deve-se anular em um mínimo. Se & > 0 para uma escolha particular de eu(x) 
(isso não contradiz a propriedade do mínimo), então & < 0, quando o sinal de e for 
alterado (isso contradiz a propriedade do mínimo). Como para € suficientemente pe- 
queno, o sinal de à/ fica determinado pelos termos de primeira ordem, segue-se que ôy 
= 0 é uma condição necessária para um mínimo. O raciocínio para um máximo € 
semelhante. Como isto deve ser válido para u(x) arbitrário e para € suficientemente 
pequeno, mas finito, segue-se que 


- u dx. 
=% 
vev 


tı 
j [a - 2(25)| «udx=0 
zo Lôy dx \ðy e 
y'=} 
para u(x) arbitrário. E isso é possível somente se 
[2 _ d (0E | -0 
əy - dxoy VI ` 
y'=% 


Uma afirmação rigorosa sobre isso é encontrada no 


Teorema fundamental do cálculo das variações. Se f(x) for contínua no intervalo 
(Xo xı) € a integral 


[ “ fg) dx 


se anular para toda g(x ) continuamente diferenciável (suave) em (xo, x1) e se anu- 
lar em x = xo € x = x, então fix) = 0 emxo 5x SX, 
Demonstração. Suponha que f(é) + O para um certo E, tal que xo < E < x,. Suponha 
que fi) > 0. Pela continuidade de f(x), deverá existir um intervalo (ë — e, E + e), tal 
que fix) >0emé — e sx =x + e. Construa a função 


x- i+ x t-e (E-e<Xx<t+o, 


0 (nos outros pontos) 


g0) = É 
É fácil verificar que g(x) é suave em (xo, xı) e se anula em x = xo €X =X, A integral 
f +e 
[E Ag dx = fT SOE — E+ P — E — o? dx 
zo —€ 


é, evidentemente, positiva, pois f(x) > m, onde m é o mínimo de f(x) em (E — e, é + e) 
em deve ser positiva, pois f(x) é positiva. Isso elimina a possibilidade de que fé) > 0 
para um certo é. A hipótese de que f(£) < 0 é rejeitada por um raciocínio paralelo e O 
teorema está demonstrado. 


MÉTODOS VARIACIONAIS 557 


O resultado da análise acima é que a expressão 


oF d (9F 
ðy ðy' 


deve anular-se (pelo menos se for uma função contínua de x) sempre que y for substi- 
tuído por uma função W(x), que torna J um extremo. Esta expressão é, por vezes, 
chamada de derivada Lagrangiana de F(y, y', x) em relação a y(x) e representada por 
8F/8y. Para simplificar a notação, a função Wx) pode ser denotada por y(x) e deverá 
satisfazer a relação 


aF d (98) dE O 
dy dxloy'/ 
conhecida como equação de Euler-Lagrange. É uma equação diferencial ordinária de 


segunda ordem em y(x). Com efeito, as derivadas parciais de F = F(y, y', x) são, em 
geral, certas funções de y, y' ex: 


9F = 4 9F nom [4 
ðy E e0, V’, x), ðy' “ee xO, y’ x). 
Então 
d (ƏN dx 9X, IX, X n 
a(o) = E- ay? E 3) 
ou 
d /0F 92F 92F 92F 
scan ua ag 
dx \ðy dx Oy ðy ðY ðy 


A equação de Euler-Lagrange deve ter a forma 


aF „_ 9F ,, 92F _ƏF 
ay 2? t 3y ay? Taxa o” 0: 


Como todas as derivadas parciais de F são funções de y, y’ e x, esta equação diferen- 
cial não envolve derivadas de y de ordem maior do que a segunda. 


Observação. Funções que satisfazem a equação de Euler-Lagrange, juntamente com as condições 
de contorno apropriadas, fazem com que a primeira ordem da variação à/ do funcional J se anule. 
Esta é uma condição necessária para um extremo, mas não suficiente. É possível considerarmos 
a primeira ordem de à/ = 0, mas sem termos um extremo.* Em qualquer caso, a equação de 
Euler-Lagrange determina os pontos em que J é estacionário.t É necessário mais investigação, 
para determinarmos se se trata de um extremo. 

Apliquemos nossa análise ao problema da braquistócrona. Como o fator 1/N2g é 
irrelevante, podemos fazer 


12 à E 


ão de muitas variáveis: O ponto em que todas as derivadas se anulam 
por exemplo, um ponto sela. ` 
= 0 até a primeira ordem. 


*Esta situação é análoga à de uma funç 
não necessita ser um extremo; pode ser, 


tPor definição, um ponto estacionário é onde àY 
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e calcular 


9F _ _1ı,—3/2 ENTE, dE uy 121/2 ,—1/2 
2y” 


4 GE) = (1 + yD y" = y + vp 13; 
= ay ye ye 


Formamos a equação de Euler-Lagrange e simplificamo-la para obtermos 
2y"y +1 +72 =0. 
Esta equação diferencial não contém x. A substituição padrão 
=p o y” = (dp/dyp 
permite uma integração fácil que resulta em 
vd +y’) = k, 


onde k é uma constante indeterminada. Continuando, obtemos 


E y 
dx = q 


Uma substituição conveniente é y = (4/21 — cos 0) = k sen? (9/2); então 


dx = k sen? 5 do 


x= => (0 — sen b) + kı (kı = const). 


NIX 


Fazendo 6 = 0 no ponto A (Fig. 13.2), deduzimos que k, = 0. A outra constante k, e o 
valor correspondente de 8, podem ser obtidos da condição que nossa curva passa pelo 
ponto B.* 


k 

a= 3 (8 — sen 6), b= Eq — cos 6). 

A curva braquistócrona é, então, dada em forma paramétrica por 
k 

x = 5 (0 — sen 8), y = Š (1 — cos 0). 


Estas equações representam uma ciclóide, que fornece realmente um mínimo para T, 
como se verifica por considerações físicas. 


*Uma análise simples mostra que existe sempre uma solução, se a > 0, b > 0. 
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yx A braquistócrona 
Fig. 13.4 
, Uma situação curiosa surgirá se a > (7/2)b. Neste caso, a braquistócrona desce 
abaixo do ponto B (Fig. 13.4). A partícula deve adquirir uma velocidade considerável, 


a fim de percorrer a parte *plana”” da ciclóide, em um tempo relativamente curto. 


Observação. Há um método abreviado, que é muito útil para resolver a equação de Euler- 
Lagrange, quando F(y, y’, x) é explicitamente independente do tempo. Neste caso, vale a se- 


guinte identidade: 
[Eaa Ny dfo o, 
à» dx \ðy/]? T dx ? ay 


Exercício. Verifique esta identidade, desenvolvendo ambos os lados. ' 


Se a equação de Euler-Lagrange se verifica, então o lado direito se anula, forne- 
cendo imediatamente 


9F 


F = ry = C = const. 


Portanto, se F(y, y’, x) não contém x, podemos escrever imediatamente esta relação, 
eliminando a formação da equação de Euler-Lagrange. Então, a integração fornecerá 


y(x). 
Por exemplo, para a braquistócrona, poderíamos ter escrito imediatamente 


EEE ane C. 
y Vy VI +y? ? 


e segue-se, como antes, y(1 + y'?) = 1/c? = k. Isso economiza um pouco de tempo e de 
esforço. 


13.3 O PRINCÍPIO DE HAMILTON 


Vimos que o problema variacional de tornar a integral 
Ti A 
J=[ FO, y’, x) dx 
zo 


um extremo, ou pelo menos, estacionária, se reduz a uma equação diferencial para a 
função desconhecida y(x). Reciprocamente, se for dada uma equação diferencial de 
segunda ordem para uma função desconhecida y(x), deveria ser possível, pelo menos 
em princípio, relacionar y(x) a um problema variacional. Considere, por exemplo, a 


equação diferencial do oscilador harmônico: 
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dx 
m=> + kx = 0. 

dt? + 
A variável independente é o tempo t e a função que procuramos é x(t). É fácil cons- 
truir uma função F(x, X, t), tal que a equação diferencial acima seja a equação de 
Euler-Lagrange para F. A função 


-2 2 
; mă kx 
certamente funcionará. Observe que esta função é a diferença entre a energia cinética 
e o potencial do oscilador. Como o movimento é conservativo, F é a função Lagran- 


giana£(x, ž, t)*. Isso não é surpreendente, pois a equação Lagrangiana do movimento 


é idêntica em forma com a equação de Euler-Lagrange. 
Embora a forma Lagrangiana da equação do movimento pudesse ter sido deduzida 
por outras considerações, podemos relacioná-la com o 


Princípio de Hamilton. Entre todos os movimentos possíveis de uma partícula su- 
jeita a forças conservativas** entre dois pontos, durante um intervalo de tempo 
(to tı) O movimento realmente efetuado será tal que torne a integral 


ti . 
=f £(x, x, t) dt 


estacionária 
Esta afirmativa adquire maior importância para os sistemas com vários graus de liber- 
dade, em outras palavras, para os problemas variacionais que envolvem mais de uma 
função. 

Considere o problema de tornar estacionária a integral 


J = [” FO, y', z, z', x) dx, 


To 


em que o integrando depende de duas funções desconhecidas y(x) e z(x). Podemos 
fazer J variar por meio de pequenas mudanças nas formas funcionais de y e de z. Estas 
mudanças são independentes uma da outra e escrevemos? 


I > yx) + eux),  z(x) > z(x) + €2u2(x), 


onde* u (Xo) = ulx)) = Ve u{Xo) = ulx)) = 0. Se €, € e são quantidades pequenas, 
teremos, para os termos de primeira ordem em e, € €z 


*Em nosso caso, £ não depende do tempo. 
**Forças representáveis como gradientes de funções escalares (veja a p. 15) 


tPara simplificar a notação, não distinguimos entre o símbolo y(x) e alguma forma partícula de y(x); semelhan- 
temente para z(x). 


*+Supondo tacitamente que os valores de y e de z são fixos nas extremidades. 
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~ 9F ðF ðF 9F 
FO + eu... JS FQ, y’, Zz, .. J+ 3y €u + 3y eui + FE Euz + 37 Euh. 
Integramos por partes como antes e deduzimos 
zi 
= 9oF d/9F F d/9F 
EN) 1 [ = F  d [9F 
zo lay dx (ay) |E + 3z ` Zx (az ) | teta dx. 


Como U, € uz são arbitrárias, faça u, = 0 e deduza a equação de Euler-Lagrange com 
relação a y(x): 


Faça, agora, u, = 0 e deduza a outra equação de Euler-Lagrange 


aF _ d (3P) o 
oz delaoz)” 


Resolvendo estas duas equações, obtemos, em princípio, as funções y(x) e z(x). Ob- 
serve, no entanto, que as derivadas parciais de F conterão, em geral, tanto funções 
desconhecidas quanto suas derivadas, juntamente com a variável independente x. Isso 
significa que as equações de Euler-Lagrange fornecerão um sistema de equações dife- 
renciais acopladas de segunda ordem. 

É evidente que a análise acima pode ser trivialmente estendida a um número arbi- 
trário de variáveis. Na mecânica clássica, isso conduz à formulação do princípio de 
Hamilton para um sistema com um número arbitrário de graus de liberdade, isto é, um 
sistema de várias partículas. O Lagrangiano é uma função de n coordenadas generali- 
zadas q(t), qát), -.. e suas derivadas q(t), ġdt), -.. e, talvez, o próprio t. À afirma- 
tiva do princípio é a mesma de antes, exceto que partícula é substituída por sistema 
dinâmico e ponto por configuração. O resultado essencial é um conjunto de equações 


diferenciais acopladas da forma* 


13.4 PROBLEMAS QUE ENVOLVEM OPERADORES DE 
STURM-LIOUVILLE 


Muitos problemas em física envolvem, de uma ou de outra maneira, operadores dife- 
renciais do tipo de Sturm-Liouville: 


s= Lp) E) - 560 


onde as funções p e s são não-negativas,t p(x)= 0, s(x) = 0, dentro do intervalo sob 
consideração. Seja (0, L) este intervalo e estudemos a equação diferencial da forma 


*Veja as Seções 10.1 e 10.2. 
tVeja a seção 11.6. 
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afr 4] = so) = SO) 


ma função desconhecida. Já encontramos tais 
e os consideraremos em suas relações com o 
ão mostrará que nossa equação diferencial 
agrange para O funciônal 


onde fix) é uma função dada e y(x) u 
problemas antes (Seções 11.8 e 12.2) 
cálculo variacional. Um pouco de reflex 
pode ser encarada* como a equação de Euler-L 


J =f [py + sy? + 2fy] dx. 


Portanto, as funções que possuem os valores fixos y(0) = a, y(L) = b e tornam J 
estacionária, devem satisfazer esta equação diferencial e vice-versa. 


Observação. Se y(x) se anula em x = 0 ex = L, o que acontece frequentemente, podemos então 


escrever 


L 


L L 
d d j 
= L (py) dx = — L (pyd. 
f, “dx add f “dx (py ) dx 


L 
2 
l py” dx = ypy' 
0 0 


e reduzir J à forma ( £ como acima) 


L 
J= -f OLy — 2fy) dx. 
0 


Esta transformação é importante nos problemas de autovalores. 


Para colhermos plenamente os frutos da formulação variacional. demonstraremos 
agora* que, se p(x) > 0 e s(x) = 0, existe uma solução de 


(py) —sy=f 


satisfazendo v(0) = a y(L) = b, e que uma tal solução é única. 

É mais conveniente demonstrar, em primeiro lugar, a unicidade. Suponha que haja 
duas soluções y(x) e€ yax), que satisfazem a equação diferencial e as condições de 
contorno. Evidentemente, sua diferença u = y, — Yz deve satisfazer a equação diferen- 


cial homogênea 
d du 
o E = s(x)u =0 


e as condições de contorno homogêneas u(0) = u(L) = 0. Multiplicamos a equação 


diferencial por u(x) e integramos de 0 a L: 
L df d L 
E eA días 2 dx = 
Í «El d|a | su“ dx = 0. 


+Pelo menos este fato verifica-se facilmente. 
*Um fato que aceitamos tacitamente antes. 
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No entanto, integrando por partes e usando as condições de contorno, obtemos 
L 
d A dul” L L 
us > | dx = au du a 
I dx |? dx| ** wa =), p (2) dx = — : py”? dx. 


Portanto, 
L B 3 
I (pu * + su?) dx = 0. 


omo nenhum ; i 
ps pa no termos pode ser negativo, cada termo tem que se anular. Porém, 
maneira que ui) Fi ul = 0 ou u = constante. No entanto, u(0) = 0, de 
máximo uma lis A a nula. Chegamos à afirmativa: ** Pode haver no 

y(x) de nossa equação diferenci igi ndições de 
contorno”. quaç ncial original e das condiç 
Atacando a E uats Eis : . 
slücóes de n agora a demonstração da existência, aceitamos que existem algumas 
PN Ae ra equação diferencial. O que desejamos mostrar é que podemos sele- 
duas Ea A lo que satisfaz v(0) = a e y(L) = b. Aceitaremos também que existem 
pondente ções linearmente independentes da equação diferencial homogênea corres- 


Seja u(x) uma solução não-trivial da equação diferencial homogênea, tal que 
uMO) = 0 
Então u (L) + 0. De outra maneira, u(x) seria zero (veja a demonstração da unicidade 
acima). Seja ux) uma outra solução não-trivial da equação diferencial homogênea, tal 
que uAL) = 0; então u(0) + O. Finalmente, seja yax) uma outra solução qualquer da 
equação diferencial não-homogênea, e formemos a função 


$ y(x) = Yo(x) + Ciua(x) + Coua(x). 


Evidentemente, esta função satisfaz a equação diferencial não-homogênea. A fim de 
que ela satisfaça nossas condições de contorno, devemos ter 


Ciui(O) + Coua(0) + yo(0) = a, Ciua(L) + Cous(L) + yo(O) = b. 
Em virtude das propriedades escolhidas para 1, € tz, podemos resolvê-las e achar C, e 
Cz; explicitamente, 
“b-yD, c, -127D. 
CG =D), 2 = uD) 


Observe que tanto C, quanto C, podem anular-se. No entanto, estão bem definidos. 
Combinando isso com a propriedade da unicidade, concluímos que existe uma solução 
única de nossa equação diferencial e das condições de contorno. no 

Podemos agora demonstrar O seguinte teorema do cálculo das variações: 


Teorema: Na classe das funções que são suaves em (0, L), e satisfazem y(0) = a, 


y(L) = b, o funcional 
= í E (py? + sy? + 217) dx (pœ) > 0, s(x) > 0) 
0 


tPor um raciocínio semelhante ao da P- 466. 
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; uma solução da equação de Euler- 
atin 


Lagrange. E 
A essência do teorema é que agora estamos definitiv 


não somente de um ponto estacionário. e , RG 
Demonstração. Seja y(x) a solução única da equação diferencial e das condições de 


contorno, e seja y(x) uma outra função suave qualquer, que satisfaça as equações de 
contorno. Façamos também y(x) — W(x) = g(x); então p é suave e se anula em x = Oe 
x = L; Temos 


papim tpe Jra y? 


ge seu mínimo se, € somente se, y(x) È 


amente falando de um mínimo, e 


e aJ = J} — JW) 
=2f l pye + sve + fo) dx +| L (pe'? + sẹ?) dx. 
0 (0) 


A primeira integral é zero. Com efeito, integrando por partes € usando as condições de 


contorno satisfeitas por p, temos 

L L L 

ESTO A Í doy 
al e GW de = — | eg de 


0 


L 
f py'g dx = epy 


de maneira que, usando a equação diferencial satisfeita por y, obtemos 


L L 
: (p'e + ste + fe) dx al e|- É w) +s% + f| dx = 0. 


Portanto, 


AJ = T > (pe? + se) dx. 


Evidentemente, AJ = 0. Além disso, A/ = 0 implica que q = 0. Em outras palavras, 
qualquer y(x) admissível não-idêntico com y(x) fornecerá um valor maior de J do que o 


valor correspondente de W(x), conforme enunciado. 


13.5 O MÉTODO DE RAYLEIGH-RITZ 


Considere mais uma vez o problema de resolver a equação diferencial 


d du 
alvo) d — s(x)y = fl), 
em que p(x) > 0, s(x) >0, sujeita a condições de contorno convenientes. Para sermos 


específicos, suponhamos que y(0) = y(L) = 0. Sabemos que existem conjuntos comple- 
tos de funções tais que nossa solução pode ser escrita como 


TE È Pen). 


S g 
e undo a Seção- 13.4, nosso problema e equivalente ao pro le 
b ma de minimizar O 
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= L 1 2 2 
T= f PODO? + SODA? + 2S dx. 
Substituindo nossa expressão de y(x) na integral, temos 


POD GP =D E Yn Yapen laeh). 


m=1 n=1 


Supondo válida a integração termo a termo, e escrevendo 


L 
J, Pen) dx = Cans 
obtemos 


L 
co o 
| POD? dx= D, DD Cnn Yn Yn. 
0 m=1 n=1 
Tratando o outro termo da integral de maneira semelhante, deduzimos que 


J= È DD AmYnYn +2% FaYn, 
m=1 n=1 


n=1 
onde 


F, = [5 Sex) dx, 
0 
Sn f [PCR AO) + Sml )pr(x)] dx. 


Os coeficientes A m» € F, são considerados conhecidos, pois o conjunto dos «, é co- 
nhecido. As incógnitas são, agora, os coeficientes Y,. Pelo teorema da seção prece- 
dente, podemos determinar estes coeficientes a partir da condição de que J deve ser 


um mínimo. Esta condição exige que 


—— = 0 (k qualquer). 
Efetuando a diferenciação e usando o fato óbvio de que A mn = Anm, obtemos 
co 
> Akn Yan + Fk = O (k qualquer). 
n=1 


Este é um sistema com um número infinito de equações não-homogêneas acopladas. 
A solução é fácil se o sistema for desacoplado, o que acontecerá se a matriz A dos 
coeficientes Ay, for diagonal. Isso acontecerá se as funções p(x) forem funções carac- 


terísticas do operador 
d eme — e 
fina ES ] s(x); 


isso pode ser verificado facilmente. Se estas funções características forem conhecidas, 
não haverá dificuldades (exceto, talvez, convergência lenta) e os coeficientes Y, serão 
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écni E is é mé 
facilment calculáveis Evidentemente. esta técnica o, é do que o método do 
acilmente . Ev ai 
olvime sp, funções caracteristicas eç: À . i 
desenvol do É as funções características não São conhecidas ou que ö 
onha. . ; y azão: mo, por exem : 

; o julgado muito complicado por alguma outta m a dia Tamel S 
mal d J integrais. Neste caso. a formulação variaciona p Ee pro- 
calo as - z 2 Jeigh-Ritz. seu 
nd de v(x) pela técnica conhecida como método de Rayleigh A Um 
x yl 


í nito N de funções gv). Não necessitam ser parte de um conjunto completo 
i i $ 
hano mas deveriam ser linearmente independentes. Suponha que, para uma certa 


escolha dos coeficientes Yn. à expressão 
N 
y(x) = È Papn(x) 
n=1 


seja uma boa aproximação da solução verdadeira y(x). Então, o valor correspondente 


de J, expresso como antes por 


N N N 
KP = 2 2 AmnYmYn +2 2L FnYn, 
m=1 n=1 n= 


deiro mínimo J {y}. Reciprocamente, de todas as combinações li- 
neares das funções p(x), podemos, em um certo sentido, considerar como à melhor 
aproximação de y(x) aquela que fornece J tão perto quanto possível de J{y}. Eviden- 
temente, isso significa que devemos escolher o menor valor possivel de J(v). Neste 
ponto, fica aparente o valor do teorema da seção precedente: se não conhecêssemos o 
caráter estacionário do ponto estacionário de J, não poderíamos dizer como melhorar 
qualquer aproximação y(x).* 
O problema de minimizar J {5 } reduz-se ao conjunto de equações 


aproximará o verda 


N 
DA t Fe=0 (k= lD Aiat N): 
n=l 


Este sistema não-homogêneo terá uma solução única desde que o determinante da 
Matriz A não seja zero. No entanto, isso deverá acontecer, pois A é positivo-definida: 
Para qualquer escolha não-trivial dos Y,, temos 


N N É 
PMDE A -[ (py? + sy?) dx > 0. 


m=1 n=1 


Conseqientemente, todos os autovalores de A são positivos e det A * 0. 


Observação. A qualidade da aproximação de Ritz depende vitalmente da escolha das funções 


a a prática. isso significa que deveremos ter uma idéia aproximada sobre a forma da solu- 
yX. 


“Isso é anál Es 

Ep Sd DA piole ma de um viajante mergulhado em um nevoeiro denso e que procura um “'ponto 

viajante sabe que deverá dir “que não lhe é familiar. Se o ponto estacionário for um pico montanhoso, O 
subir; semelhantemente, deverá descer se o ponto for o fundo de uma depressão. No 


entanto. se for um ponto de a. por e p p . 
sel or exemplo, um pass 
| E o montanhoso, não há maneira de dizer como devem 
continuar, a partir de um ponto qualquer dado. 


MÉTODOS VARIACIONAIS 3 
13.6 PROBLEMAS VARIACIONAIS COM RESTRIÇÕES 


Problemas de máximos e mínimos freqüentemente envolvem restrições. Por exemplo, 
pode-se procurar um extremo de F = F(x, y), sob a hipótese de que x e y estejam 
relacionados por uma equação da forma 


G(x, y) = C = const. 


Suponha que não é conveniente resolver esta equação para achar y, substituir este 
valor em F(x. y) e reduzir o problema ao cálculo dos extremos de uma função de uma 


variável. Neste caso, podemos usar o método dos multiplicadores de Lagrange, que 
está baseado no seguinte teorema. 


Teorema. O problema dos valores estacionários de F(x, y), sujeito à restrição 


ia y) =C, é equivalente ao problema dos valores estacionários, sem restrições, 
da função 


H(x, y) = F(x, y) + AG(x, y) 


para uma certa constante À, desde que pelo menos uma das derivadas parciais 
9G/9y, 9G/9x não se anule no ponto crítico. 


Este teorema pode ser generalizado para uma quantidade arbitrária de variáveis € 
restrições, e tem um análogo no cálculo das variações. Relembremos as idéias por trás 
do teorema. 

Em primeiro lugar, se F é estacionário em um certo ponto (xo, Yo), então dF = 0, 
ou seja, 

9F 9F 


ax + Iy? =0 (em Xo, Yo). 


O fato novo introduzido pela restrição é que dx e dy não são mais independentes, e 


não se segue que 9F/9x = 0, ðF/əy = 0. De G(x, y) = C, segue-se 
ðG ôG 
— — dy = 0. 
9x de ôy 4 


Esta relação determina dy em função de dx, ou vice-versa, desde que ôG/ðy + 0 ou 
0G/9x * 0, respectivamente. Para sermos específicos, suponha a primeira hipótese e 
escreva 


9G/9x 


dy = — 36/0p “* (em xo, Yo). 


substituindo em dF = 0, obtemos 


dE 96 06 SE) de = 0. 
3x ðy Ox O) 


Como dx 0 (de outra maneira dy = dx = 0), temos 


9F ðG 09G9F 


3x ðy  ðx ðY 
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No entanto, deve então existir um único À, tal que 


9F q06 dE 0-0 (em xo, Yo). 


Com efeito, um tal À é dado explicitamente por 


pas 9F/9y 
~ 9G/9y 


e satisfaz ambas as equações. Demonstramos, assim. a necessidade destas equações 
para o '*ponto estacionário condicional” de F(x, y). Naturalmente, elas também carac- 
terizam um ponto estacionário de H = F + AG. Observe que tivemos que supor que 
9G/9y * 0 ou que 9G/9x # 0 a fim de efetuarmos o raciocínio.* 

A demonstração da suficiência das equações de Lagrange 


não exige a condição 9G/9y # 0 ou 9G/9x # 0. Com efeito, suponha que as equações 
acima se verifiquem para um certo À e um certo ponto (Xa, Yo), tal que G(xo Yo) = C. 
Os incrementos dx e dy, consistentes com a restrição, devem satisfazer 


ðG ôG 
I” + y? =0_ (em Xo, yo). 


Multiplicando a primeira das equações de Lagrange por dx, a segunda por dy e adicio- 
nando, obtemos 


9F 9F 
3 gp 0 (em Xo, Yo), 


que significa que o ponto (xo, Yo) é, com efeito, um ponto estacionário de F(x, y) sob a 
restrição. 

Quanto ao problema variacional com restrições, talvez o mais simples seja o cha- 
mado problema dos isoperimetros. Este problema pode ser descrito como segue: Ache 
os pontos estacionários do funcional 


L 
J = | FO, y', x) dx 
0 
sob variações ôy, que se anulam em x =a ex = b, mas que deixam a integral 
L 
N=[ 60,3, x) dx 
(0) 


invariante e igual a uma certa constante C conhecida. 


Observação. O nome isoperímetro remonta a um dos mais antigos problemas deste tipo. Uma 
curva T de comprimento C deve ser traçada entre os pontos (0, 0) e (0, L) (Fig. 13.5), tal que a 


*Há situações em que o método de Lagrange falha, mas o valor estacionári = i 
3 , o de F sob G = const. existe. Em 
tais casos, 9G/9Gx = 9G/9y = 0 no ponto estacionário. 
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área entre a curva € o eixo dos x seja máxima. Supondo que T esteja dada por uma função y = 
y(x), o problema reduz-se à afirmativa: 
Maximize 


L 
J= Í ydx 
(o) 
sujeita à condição 


L 
Í, VIF y?dx = C. 


As variações da forma de I devem ser tais que o perímetro da área sombreada seja mantido 
constante, e iguala C + L. Daí o termo isoperímetro. 


_ E razoável conjecturar que o problema isoperimétrico pode ser resolvido por téc- 
nica análoga à dos operadores de Lagrange, isto é, tornando a integral 


K=[(F+ NG) dx = J + AN 


(para um certo À) estacionária. Isso implica que a função y(x) procurada deve satisfa- 


zer a equação 
ðF d/9F ðG d {ðG 
ER (6) lã - a a 


É fácil mostrar que isto é uma condição suficiente (para À apropriado) para a solução 
do problema isoperimétrico. Com efeito, multipliquemos esta equação por uma certa 
variação ôy(x) e integremos de 0 a L: 


L L 
ðF d [9F ðG d (ðG 
Í [> Tax (5) DEER j, E a) PT S 


Isso se verifica para variações arbitrárias ôy(x). No problema dos isoperímetros só 
permitimos variações que mantêm N invariante, ou seja, tais que 


L 
aG d [96 
=j [5 = aG) 


Segue-se que tais variações ocasionarão também 


“lar d /0F S 
f Ë = 5) ôy(x) dx = 0 


Fig. 13.5 


E ata DAE z 
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y 
(L, b) 
A corrente 
q 
Fig. 13.6 
ou seja, à/ = 0, o que significa que J é estacionário e que nossa função y(x) resolve o 


problema isoperimétrico. . 
Para demonstrar a necessidade do caráter estaciona 


que sejam necessárias algumas restrições sobre y(x), aná 
culo. Esta restrição será 


rio de K =J + AN, esperamos 
logas às do problema do cál- 


ðG d [96 
o» dx o) ii 


ou seja, y(x) deve ser tal que não torne N estacionária por si própria.* Isso está formu- 


lado no teorema de Euler. 


Teorema. A função y(x), que torna J estacionária sob todas as variações dy e 
mantém N constante, também torna estacionário o funcional K = J + AN, para 
um certo A, desde que y(x) não faça 8N'/8y anular-se; isto é, desde que não satis- 
faça a equação de Euler-Lagrange para N. 


Omitiremos a demonstração deste teorema; O leitor interessado deve dirigir-se a 


textos-padrão de cálculo das variações. 
Exemplo. A catenária. Uma corrente pesada de comprimento C está suspensa entre Os 


pontos (0, a) e (L, b), como mostra a Fig. 13.6. Ache a forma de equilíbrio. 

Da mecânica, sabemos que a forma de equilíbrio deve ser tal que a energia poten- 
cial seja mínima ou, o que é o mesmo, que O centro de gravidade esteja no ponto mais 
baixo possível. Isso significa que devemos minimizar o funcional 


L L 
J= pf, yds = ef, yv 1 + y”? dx, 
onde p é a massa do elemento de arco ds. A função y está sujeita à restrição 
L L 
N=f ds = v1 + y'2dx = C = const, 


que representa o fato de que o comprimento da cadeia é C. 


Eee maneira que êy é análoga a todo o conjunto de diferenciais dx, dy, dz, ..-(veja a p. 555), a 
êN 06 d [96 
ôy ðy dx \ðy' 

é análoga a todo o conjunto de derivadas parciais 9G/ôx, əGlðy., ƏGləðz, ...; a condição de que não se anulará 


deve corresponder à condição de que nem todas as derivadas parciais se anulam. 
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Segundo a análise precedente, podemos formar a função 
Ho, y, © = 9/1 +y? + V1 +y”; 


o fator pg é irrelevante e pode ser desprezado para nossas finalidades. Devemos, 
agora, resolver a equação de Euler-Lagrange para H. Como H não depende explicita- 
mente de x, podemos usar a técnica da p. 558 e escrever imediatamente 


o +y 
© +AV1I +y”? — y *— = k = const. 
VIF y”? 


Após manipulações simples, obtemos 
dy dx 


Vot- E k 


Integrando por meio da substituição y + À = k cosh 8, ou usando simplesm 
de integrais, obtemos 


ente tabelas 


y+ A= kcohž tt, 


onde h é a segunda constante de integração. As três constantes k, h e À são determina- 
das pelas condições 


psp koht (1) 
k 
b+ a = kcosh EA, 2) 


L 
f Vi + y? dx= C. (3) 
o 
Isso envolve resolver algumas equações transcendentes, mas Os detalhes são relativa- 
mente simples. Em primeiro lugar 


x+h 
k 


É) 


y’ =senh 


e a integral de (3) é facilmente calculada. Usando V1 + senh? a = cosh a, obtemos 


x + h|? 


k = C. 


ksenh 


0 


Além disso, usando 


senha — senh £ = 2 cosh Ž t P senh É ; 


reduzimos (3) à forma 


e L + 2h L. 
C = 2k cosh =a senha 
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Em seguida, subtraindo (2) de (1), e usando 


+8 -8 


cosh a — cosh 8 = 2senhŽ 3 senh2 5 


deduzimos que 


L + 2h 


L 
b — a = 2ksenh—5g senhs7 ` (5) 


Dividindo as duas últimas equações, obtemos 


b— a teh L+2h, 
C 2k 
de onde achamos facilmente o valor de (L + 2h)/2k. Também, elevando ao quadrado e 
de (4) subtraindo (5), vemos que 


C? — (b a = 42 senhe É 


ou 
senh(L/k) vC- 6 — a? 
L/k ~ L 


que fornece o valor de LIk. O resto é trivial. 


13.7 FORMULAÇÃO VARIACIONAL DOS PROBLEMAS DE 
AUTOVALORES 


Nesta seção, consideraremos o problema da formulação variacional da equação dife- 
rencial do tipo de autovalores, como a equação de Sturm-Liouville 


d 


a[o a| = s(x)y = —Ar(x)y, 


onde y(x) deve satisfazer condições de contorno apropriadas. Limitar-nos-emos ao 
caso de condições de Dirichlet homogêneas em um intervalo finito, (0, L): 


z0) = xL) = 0. 


Usando nossa experiência da Seção 13.4, podemos deduzir, sem grande dificul- 
dade, que o funcional 


L 1 
K = (py 24 sy? — ny?) dx 


possuirá uma equação de Euler-Lagrange da forma que procuramos. Vale também a 
pena observar que, em virtude das condições de contorno, o funcional acima pode ser 
reescrito sob a forma* 


+ : Stud 
Devemos, naturalmente, integrar o primeiro termo por partes e usar as condições de contorno. 
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L 
K= A [~y£y + ysy — yry] dx, 


onde £ = (dldx)Ip(x)(dldx)]. Esta expressão mostra que K é constituído a partir de 
produtos internos no espaço das funções y(x). Na notação do Capítulo 11, podemos 
escrever 


K = —(y, £y) + Y, sy) — O Ary), 


onde y é um vetor e £, s e Ar são operadores no espaço linear apropriado. 

No entanto, voltemos à integral original para K. Como A é ainda um parâmetro 
desconhecido, é lógico associarmos nosso funcional ao desenvolvimento da seção pre- 
cedente e tratar o problema de autovalores como um problema variacional com restri- 
ções. Especificamente, y(x) é uma função que torna a integral 


L 
J= py? + sy dx 
estacionária, sujeita à restrição* 


La 
N =, ry“ dx = const. 
o 


Observação. O valor da constante N é irrelevante na formulação variacional, mas é freqüente- 
mente tomado como sendo a unidade. Isso significa que y(x) está normalizado em relação a r(x), 
uma condição que é muito conveniente em problemas de autovalores. 


Supusemos tacitamente que todas as funções envolvidas são reais. No entanto, a 
generalização aos espaços complexos é imediata com as mudanças necessárias, aplica- 
das segundo o espírito da discussão dos Capítulos 10 e 11. 

A formulação variacional do problema dos autovalores permite agora o uso da 
técnica de Rayleigh-Ritz. Em primeiro lugar, se desenvolvermos y(x) em termos de um 
conjunto completo (y,(x)) em nosso espaço linear de funçõest 


y(x) = 3 FPrpn(x) 


e substituímos em K, obteremos então 


K = > De (Amn — Rmn) Ym Yn, 


m=l n=l 
onde os A, estão definidos na p. 565 e 


Ran = |" renon) dx. 
o” 


Para um conjunto escolhido (p,(x)), os coeficientes Am € Rmn são fixos e os valores 
estacionários de K ficam determinados pelas condições 


ôK 


Aee ( qualquer). 
ðY; 


*Usaremos a notação da Seção 13.6, exceto que temos —À em vez JEN: 


tOu seja, o espaço das funções bem comportadas, que se anulam nas extremidades do intervalo (0, L). 
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que facilmente se transformam (como na p. 565) no sistema de equações 
oo 


» (Amn = ARmn) Yn =0 (m = 1, 2, nar HA 


n=l 


Isso é agora um conjunto infinito de equações algébricas homogêneas e é provavel- 
mente mais dificil de resolver que a equação diferencial original de Sturm-Liouville. A 
exceção surge se as equações não forem acopladas (em forma diagonal), mas isso 
significa exatamente que as pn já eram soluções da equação diferencial, mantendo-nos 


em um círculo vicioso. 
Lembremos-nos, contudo, que o maior valor do método de Rayleigh-Ritz reside 


em aproximar uma solução y(x), em vez de calculá-la com exatidão. Esta característica 
ainda é válida para os problemas de autovalores. Selecione um conjunto finito de N 
funções linearmente independentes (Pi, Pz» --.» Pn} em nosso espaço e forme uma 
combinação linear 


N 
JO) = 2 Y„pn(x). 
n=l 
Substituindo y(x) na integral de K e efetuando as mesmas operações que antes, obte- 
mos um conjunto finito de equações algébricas 


N — — mee 
(Amn = ARmn)Yn = 0, 


onde Å mn € R mn são definidos da mesma maneira que A mn € R mn, Exceto que OS Pn são 
substituídos pelos Px. Para que exista um conjunto não-trivial de Y,, o determinante 
deste sistema deve anular-se, fornecendo N valores* para À. Obtemos, então, as fun- 


ções y(x) correspondentes. 
Para vermos a relação entre À e o autovalor verdadeiro À, observamos que se y(x) 
é uma solução da equação de Sturm-Liouville, então K realmente se anula, e podemos 


escrever 


p = do Oy? + ode JU), 
fo ry? dx NO) 


Uma relação semelhante vale entre À e y(x). Das equações para Vas segue-se (quando 
cada uma é multiplicada por Y„ e os resultados são adicionados) que 


N N 3 Lo = 
x — Enz Eni Ann Ynn Jo W? + sd JO) 
N N $ F a L = ` 
m= Done Rios Jo ry dx NO) 
Portanto, se y(x) está próximo de uma função característica exata y(x), então A está 
próximo de A. Na prática, o método é mais bem sucedido para aproximar o menor 
autovalor. Observe que, sob as hipóteses usuais p > 0, s = 0 (veja a p. 562), teremos 
sempre que J > 0. Exigiremos, por conveniência, que N = 1. Isso significa que O 
espectro dos autovalores está inferiormente limitado. É razoável supor, e pode ser 
rigorosamente demonstrado que, para uma certa função y (x), a integral J atinge, de 
fato, sua cota inferior, que é, então, o menor autovalor A,. Se tivermos alguma idéia de 


“Não são, necessariamente, todos distintos. 
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se a , . - 
como pas ser a função y(x)”, poderemos selecionar um conjunto de qn, tal que uma 
certa combinação linear de seus elementos esteja “próxima” a y;(x). Esta combinação 


ad Func: obtida pelo processo descrito como sendo aquela que fornece o menor 
valor de À. 


Exemplo 1. Resolva a equação* y” = —Ay Sujeita a condições de contorno y(+1) = 0. 


Suponha que não conhecemos a menor função característica [y/(x) = cos (7x/2)], 
mas esperamos que se assemelhe à forma da curva mostrada na Fig. 13.7. Tentamos 
aproximar esta função por uma parábola y(x) = Y(l — x?), em que o parâmetro Yé 
deixado indeterminado. Usando y'(x) = —2 Fx, formamos a integral (p = 1,s =0,r=1) 


[t z E o E 
K = [Ë Plx? 3d — xdr- Pg 480. 


Fig. 13.7 


Como Y x 0, deduzimos imediatamente de 9K/9Y = 0 que 
8 — 184 = 0, ou- À = 2,5. 
Que se compara favoravelmente ao autovalor correto A, = 7%/4 = 2,467 ... 


Neste caso, nos limitamos a um conjunto (p,), constituído por somente uma fun- 
ção. É possível obter uma melhor aproximação com duas funções. Escolhamos 


pr=1—-x], Z= xX- x? 
e procuremos y(x) como uma combinação linear 
y = pı + Y2 = (l — x?Y + Fax’). 
Então 


y= —2x? (F, + Fox?) + 2Fox(1 — x’). 


Vemos que a substituição na integral K fornece 


K = s8y[(105 — 42X)Y} + (42 — 12)Y, Yz + 833 — 2073] 


315 


Das condições 9K/9Y, = 0 e 9K/9Y, = 0, obtemos 


G5 — 1407, +0 -2Y =0, Q1- 6Y, + 63- MP, = 0. 


*Este é o exemplo original de Ritz (Crelle, Bd. 135, 1909). 
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A equação característica A? — 28A + 63 = 0 fornece as raízes 


Ài = 2,46744 ..., do = 25,6... 


O primeiro destes valores difere de A, por menos de 0,002%. É interessante observar 
que o segundo valor aproxima o terceiro menor autovalor, em vez do segundo, embora 
muito menos exatamente do que acima, pois o valor correto é à = 9mº/4 = 
22,2 .. .Não é difícil encontrar a razão por que saltamos o segundo menor autovalor. 


A verdadeira função característica y(x) = sen mx é uma função ímpar, enquanto que 
ambos &; e 7; são funções pares e, por conseguinte, não podem ser usadas para apro- 
ximar y,. Este exemplo mostra claramente a importância de uma escolha apropriada do 


conjunto (Pn). 


Exemplo 2. Cálculo da menor raiz da função de Bessel J 4x). Sabemos que às raízes de 
J m(x) estão relacionadas a problemas de autovalores. A equação diferencial de Bessel 


de ordem m 

dy 1 du 2 m? 

PEF PS e O 
possui uma solução y(x) = J„(kx). Se impusermos a condição de contorno y(1)=0, k 
deve então ser uma raiz de J„{(x). Escreva a equação de Bessel na forma de Sturm- 


Liouville 


de maneira que p(x) = x e s(x) = m?/x, r(x) = x e À = k?. Sabemos que Ja{x) possui um 
zero de terceira ordem na origem (veja a p. 360). Portanto, uma tentativa com a função 


I) = Yx?(l — x) 


poderá fornecer uma aproximação razoável. Então 
L 
K sf (py? + s9? — MP?) dx 
0 


2 


L 
= 7? | poxa — x? — 61 — x) + x°] 
0 
+ 2pº — 3] — Xxxê(1 — x)! dx. 


Isso reduz-se a K = Ÿ?(1/8 — 1/360) e fornece X = 45, de maneira que k = 45 = 6,70. 
Como a raiz correta é 6,379, há uma discrepância de mais ou menos 5%. 


13.8 PROBLEMAS VARIACIONAIS EM MUITAS DIMENSÕES 


Até agora, lidamos com funcionais que contêm somente uma variável independente x. 
Não é difícil, no entanto, estender a teoria a muitas variáveis independentes. Consi- 


dere, por exemplo, o funcional 
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ðu ðu 
J= f dd 
Í F (u RE À ») dx dy, 


que depende de uma função desconhecida u(x, y) de duas variáveis. Supomos que à 
região D é um domínio limitado no plano xy, com valores dados de u(x, y) sobre seu 
contorno S. O problema é achar u(x, y), tal que J seja estacionário sob pequenas 
modificações na forma funcional de u. 

A técnica que empregaremos é análoga à achada na Seção na 13.12. Fazemos à 
função u(x, y) variar para u(x, y) + ev(x, y), onde v(x, y) é uma função arbitrária bem 
comportada, que se anula no contorno S. Se e for pequeno, então a variação à/ se 
limitará a termos de primeira ordem em e. Em um valor estacionário de J, este termo 
de primeira ordem deve anular-se, o que equivale à condição* 


dJ 


de = 0. 


e=0 


Por conveniência, escrevemos ðu/ðx = u,, ðvlðx = vz, etc. Então 
dJ I / = əF ƏF 
de 5 da Pan O quo dx dy. 
D 
A seguinte relação é análoga à integração por partes da Seção 13.2:1 
ðv ðv ð$ , dy 
— — = — — — + — | dx dy, 
ff (62 + v 20) axa fow y dx) fo (ee +28) x dy 
D D 


que pode ser obtida do teorema de Green 


fazendo P = vọ e Q = —vy 
Em nosso problema, identificamos & = 9F/du, e y = ôF/du, e deduzimos 


dJ 9F Ja JI EE D e D (oF 
de (Bias = 5,69) +] Clgu ” Dx (ðu Dy ou, dx dy. 


Introduzimos aí uma nova notação. DIDx e DIDy. Para compreendermos claramente 
seu significado, observemos que, como F = F(u, Ux, U, x, y), teremos, em geral, 


9F e (u, Ux, Uys X, y). 
ður 


A significação do teorema de Green exige que diferenciemos 4, mantendo y constante, 
mas lembrando que u, Uz € Uy SãO também funções de x. Esta operação é dada explici- 


+Na seção 13.2, achamos que à! = «!' e exigimos que J’ = 0. Mas J' é exatamente (dJ/de)| o. 


fVeja a observação na p. 536. 
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tamente por 
Do d6 ag du , db du op 6, 
Dx ox ` ðu dx dz 0x2 ` ðuy ðX ðY 


amada de derivada parcial total, distinta da derivada parcial explícita 
$ n g SR: € 
observamos que o primeiro termo se anula. pois 


que pode ser ch 
nulamento do segundo termo nos fornecerá a 


ad/ax. Voltando à equação de dJlde. 
r = 0 em $. Como v é arbitrário, O à 
equação e Euler-Lagrange* 


aF _ D (F -2 (8) -° 
du Dx \ðuz Dy \ðüy 


A extensão desta técnica a três ou mais dimensões é simples. o 
Para a maioria das equações diferenciais parciais comuns da física DEA 
podemos construir o funcional J necessário, sem muita dificuldade, por simples inspe- 


ção. Por exemplo, o funcional 


f(a? (on (2) Ja dy dz 
POROM 
= A (grad u - grad u) dx dy dz 


dá origem à E DP de Laplace em três dimensões, 
u | Ou ð u = 
0x2  ðy? dz? 

como sua equação de Euler-Lagrange. Alternativamente, princípios variacionais da 

física podem ser usados, pelo menos de maneira heuristica. 

Exemplo. A corda distendida (Seção 8.1) pode ser considerada como um sistema com 

infinitos graus de liberdade. cada elemento dx sendo tratado como uma partícula de 

massa p dx. Portanto. a fórmula para a energia cinética de um sistema de partículas 


N 


l .2 
5) 2 Midi, 


i=l 


l E ETA 
Ecin = a (p dx) (5) é 


A energia potencial da corda deformada é mais facilmente calculada como sendo o 
trabalho efetuado contra a força de tensão T. O comprimento da corda deformada é 
um pouco maior do que o comprimento original L, e é dado por 


L 
p= [as = [ Vi + (E) ax 
[o 9x 


“A condição € = 0 em (àJ/9€)|, ~ O é equivalente à AE E : 
dps le ~ ente à substit à ue 
faz J estacionário; compare coma D 356. uição de u, na integral, pela solução verdadeira u, q 


Ecin =— 


Torna-se uma integral 
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Para deformações pequenas, temos 


14 (Pera 12N? 
V+ GY = EY. 


Por conseguinte, a extensão AL da corda é aproximadamente 


L 2 
AL=r'- Læ! (3) dx, 
2 Jo 


e a energia potencial (trabalho realizado contra T) é dada por 


L 2 
Epot S TAL S r f (3) dx. 
2 0 Ox 


Esta análise nos permite escrever o Lagrangiano de nosso sistema 


L= En — E TO Tee) Jax 
SaN Pt Jo 2lar) — 2laox i 


Segundo o princípio de Hamilton (p. 560), o movimento da corda deve ser tal que a 


integral 
t fL 2 2 
ho pfouy _T(ðu 
id -f f f 6 2 (=) as dr, 


onde to e f, são dois instantes arbitrários no tempo, seja estacionária. A equação de 
Euler-Lagrange para J toma, então, a forma 


em que a quantidade 
g =P (2N T (o? 
— 2 \8t 2 \ðt 
é geralmente chamada de densidade Lagrangiana.* Efetuando as operações necessá- 
rias, reduzimos nossa equação de Euler Lagrange à forma familiar 


13.9 FORMULAÇÃO DE PROBLEMAS DE AUTOVALORES PELO 
MÉTODO DA RAZÃO 


Ao discutirmos o problema da catenária na Seção 13.6, mencionamos que o equilíbrio 
da cadeia pode ser caracterizado pela posição mais baixa possível do centro de gravi- 


*A função Lagrangiana por unidade de comprimento, para sermos precisos. 
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dade. Na situação da Fig. 13.6, podemos escrever a fórmula geral para a altura do 
centro de gravidade: 


yo i yegds _ fo peyv + y? dx, 


fe pgds fó pg T+ y”? dx 


Vemos que com exceção do fator trivial* p, Y é a ração dos funcionais J e N, discuti- 
dos na Seção 13.6. Façamos variar a função y = y(x). Isso induzirá mudanças â/, ôN e 
ôY, tais que 


sy at 7) 1 NôJ— JSN 


= INFN N| p NN+6N) 
Se para uma y = ydx) particular, o valor de Y for estacionário, deveremos ter 


SY = NJ — JôN] = 0, 


Y=Yolz) 


ou, dividindo por N (N 0), obtemos 


J 
3 — Ny = O 


Y=UVo 


razão Y, multiplicado por p. Como nos é desconhecido, substituímos pY, por um pa- 
râmetro —A, de maneira que nossa condição será 


No entanto, a razão (J/N), = „w é exatamente o verdadeiro valor estacionário Y, da 


ôT + AN y, = 0. 


É agora evidente que podemos obter a mesma equação, procurando os valores 
estacionários de K = J + AN ou, equivalentemente, os valores estacionários de J, 
sujeitos a N = constante. Em outras palavras, obtemos a mesma equação de Euler- 
Lagrange que antes. A vantagem deste método é que fornece significado físico ao 
multiplicador de Lagrange A. 

Pela discussão da Seção 13.7, deveria estar claro que um método semelhante pode 
ser empregado para os problemas de autovalores. De fato, faremos uma generalização 
abrangente desta idéia, usando os seguintes conceitos. Seja x um vetor em um espaço 
linear complexo. de dimensão finita ou infinita, e sejam £ e operadores lineares 
neste espaço. Além disso, suporemos que £ e Q são hermitianos, e que R é também 
positivo-definido.t Na notação usada nos Capítulos 10 e 11, isso significa 


(y, £x) = (£y, x) = (x, £y), (y, QX) = (QY, x) = Œ; Qy) 
para dois vetores x e y quaisquer no espaço e que 
(x, 8x) > 0 
para x qualquer, com (x, Qx) = 0, somente se x é o vetor zero. O seguinte teorema é, 


então, verdadeiro. 


gil Css 


*Supomos p = constante. 
t Comparar com a p. 442. 
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Teorema. A razão de dois funcionais 


— &, £x) 
(xx) 


será estacionária sob pequenas variações ôx do vetor x se, e somente se, x satisfaz 
a equação de autovalores generalizada 


Lx = ARX, 
em que os autovalores À são os valores estacionários do funcional w. 
Antes de demonstrarmos este teorema, ilustremo-lo com alguns exemplos 
Exemplo 1. O problema de Sturm-Liouville com condições de Dirichlet homogêneas. 


Neste caso, o espaço linear consiste das funções duas vezes diferenciáveis em (0, L) e 
que se anulam em x = 0ex = L. A expressão para w será 


f ES E EO Ed Es so») dx 


w = — T 
| repara 
0 
Exemplo 2. A equação de Helmholtz em uma região limitada em três dimensões 
V2y(x, Y: Z) + y(x, y, z) =0 (em V), 


com as condições de contorno 


Eu + hb=0 (sobre S), 


n 


ð 
ô 


onde $ é a superfície fechada que envolve V, ày/dn é o gradiente normal de y em S 
(veja a p. 327) e h é uma constante. A formulação variacional é caracterizada por 


i WY dV 


D ar (ip é real). 
o Tijyav 


Com ajuda da primeira fórmula de Green (p. 535) e das condições de contorno, esta 
expressão pode também ser escrita como 


— fff (grad y - grad y) dV + p Y (grad y - dS) 
ý 
add iv? av 


Y (grad y - grad Y) dV + h Ë y? as 
< Jjjv? av 
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Exemplo 3. O problema algébrico de autovalores no espaço vetorial real de dimensão 
N, 


onde x é uma N-upla e A uma matriz N x N simétrica. Neste caso, explicitamente 


N N 
i=1 Dj=t 4ijXiXj , 


Ei xi 


Exemplo 4t. A equaçao de Schrödinger 
2M 


no espaço das funções complexast de quadrado integrável, isto é, aquelas para as 
quais 

ÍI y ydV < œ (limitação). 

Espaço 
A expressão para w será 


SÍS 1h? /2M)(grad y - grad 4) + U Y} aV 


Espaço P 


SS yav 


Espaço 


Ww = 


onde usamos outra vez a primeira fórmula de Green. 

Voltemos agora à demonstração de nosso teorema. Fazemos x variar arbitraria- 
mente de 8x e calculamos a variação w. Usando a lineariedade de £e o fato de que é 
um operador hermitiano, e as propriedades do produto interno, deduzimos que 


(x + òx, £(x + ôx)) = (x, £x) + (ôx, £x) + (ôx, £x) + (ôx, £ ôx), 


e semelhantemente para&. Por conseguinte, desprezando os termos de segunda ordem 
em ôx no numerador, temos 
_ (+x, gx + ôx)) (x, £x) 
— (x + ôx, Q(x + ôx)) — (x, 6%) 
[(ôx, £x) + (8x, £X) I(x, Rx) — (x, £xX[(êx, Qx) + (x, Qx) ] 
(x + ôx, Q(x + ôx))(x, Qx) ` 


ow 


Ora, se £ x = ARx é verdade, sabemos que A é real.* O numerador reduz-se a 


[N(ôx, Rx) + A(x, QX) I(x, Rx) — A(x, Rx)l(ôx, Rx) + (ôx, Rx) ] = 0, 


tNo espírito da discussão precedente, permitimos que a integral de normalização Jffy ydV varie. No entanto, 
deve existir (permanecer limitada). 

*Uma demonstração geral curta: Deduza que (x, Lx) = A(x, | R x), tome conjugados complexos (Lx, x) = 
À (Rx, x), use o fato de que £ ef são hermitianos para obter que (x, Lx) = À (x, Rx) e subtraia. Como Ré 
positivo-definido, o resultado é que à — À = 0. QED (Compare com a p. 447.) 
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e fica assim demonstrada a suficiência da equação de autovalores. . 
Reciprocamente, suponha que ôw = 0 e represente o valor estacionário de w por 
à, de maneira que (x, £ x) = A(x, Rx). De 8w = 0, segue-se agora que 


[(ôx, £x) + (ôx, £x) ] — M(ôx, Rx) + (EX, AX) ] = 0 
ou 
(ôx, Lx — ARX) + (ôx, £x — AQX) = 0. 


Isso deve ser verdadeiro para todos os ôx. Substituindo ôx por i ôx, deduzimos facil- 
mente que 


(ôx, £x — ARx) — (ôx, £x — AQX) = 0, 


e de (ôx, Lx — A Qx) = 0, segue-se que Lx = AGx, demonstrando a necessidade da 
equação de autovalores. 


Observação. Uma possível restrição sobre x, como a mencionada na p. 570 não se apresenta 
aqui. De outra maneira, a equação de Euler-Lagrange para N seria Rx = 0, o que é impossível 
para x + 0, pois!R é positivo-definida. 


A formulação de problemas de autovalores por meio da relação w = J/N é muito 
conveniente na análise do espectro de autovalores. Pode ser também usada como 
ponto de partida para uma aproximação do tipo de Ritz. Ilustraremos isso, tratando o 
problema da corda distendida, que suporta uma massa discreta em seu ponto médio 
(Seção 11.7). Isso envolve a solução da equação de Sturm-Liouville 


dy 2 m | 2 Wp 
ea AEE dd k? = CE 
dx? k'|l1 + p 300) |y T 
sujeita às condições de fronteira y(—L/2) = y(+L/2) = 0. Os autovalores k? = À são, 
então, os valores estacionários de 


E dis» (ya) dx 
E — FFL 2 
Seje [1 + (m/p) è(x)ly" dx 


Integrando o numerador por partes, vemos que esta expressão se transforma facil- 
mente em 


o = — ELI? (dy/dx? dx 
TEI y? dx + (m/p ON? 


É agora evidente que todos os autovalores são positivos e que o menor autovalor é o 


mínimo absoluto de w. ; á 
Se m = 0, a função característica que corresponde ao menor autovalor será 


cos (mx/L), sem + 0, esperamos (veja a Seção 11.7) que a função característica tenha 
uma cúspide em x - 0 e, talvez, a forma mostrada na Fig. 13.8. Introduzimos uma 


função tentativa, unindo os arcos de duas parábolas para imitar esta forma: 


(x + L/2) + elx + L/2)º (x < 0), 
eia leia — x) + a(L/2 — x)? (x>0), 
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X: 


—L/2 +L/2 


Fig. 13.8 
em que « é um parâmetro ajustável. O problema é, agora, determinar «, de tal maneira 


que w possua um mínimo e, então, calcular este mínimo. Temos 


al 1 + 2a(x + L/2) (x < 0) 
dx" \—1 — 2a(L/2 — x) (x > 0) 


e calculamos 


+LI2 3 272 

dy = SE), 
a (5) de= L(1+ al + 3 

+L/2 3 2792 
2 dx = E (14E S). 

E ? de= E (3+ 4 150 

2 aL” 
D(0)] =D (1+ aL + E): 


Escrevendo aL = é, chegamos à expressão 


2.4 L+E+ 8/3 
W = Ia gF &4+ 8/20 | m/pLQ + t+ 2/4) 


Para fins de exemplo, suponhamos que m/pL = 4/7, pois para esta escolha conhece- 
mos a solução exata:* A = 7?/4L?. Após algumas manipulações algébricas simples, isso 


conduz a 
80r 3 4+3E+ £ , 
~ L a+ bgc 


em que a = 20(12 + 7), b = 15(16 + 7), c = 3(20 + 7). Fazendo dw/dé = 0, obtemos a 
equação quadrática 


Be — b)? + 28e — at + 3(b — a) = 0 
ou, com uma precisão dentro dos limites da régua de cálculo 
3,942? + 9,453 + 2,355 = 0. 


As raízes são é = —2,11 e é& = —0,283, e é fácil verificar que a segunda raiz fornece o 
mínimo de w, igual a 


*Faça y = 7/4 na equação de autovalores da p. 493. 
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2,37, 


Wmi = —— 
min L2 


Há uma diferença de mais ou menos 4% entre este resultado e o autovalor verdadeiro 
2 
À = T J4L . 
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PROBLEMAS 


l. Mostre que a menor curva y = y(x) entre dois pontos do plano, (xo, Ya) € (x, Yı) é obtida, 
minimizando o funcional 


f a + yD? dx 
To 


e demonstre que esta curva é uma linha reta. 


2. O princípio de Fermat afirma que um raio de luz em um meio com um índice de refração 
variável seguirá o caminho que torna mínimo o tempo de percurso. No caso bidimensional, 
mostre que tal caminho é obtido minimizando a integral 


T $ 14 F Ha 
zo nO) 


onde n(x, y) é O índice de refração. Para o caso particular n = 1/y, mostre que os raios de luz 
seguirão caminhos semicirculares. 

3. Ache o ponto da curva y? = (x — 1)º, que está mais próximo da origem. Mostre que o 
problema pode ser formulado como um problema de extremos condicionados, mas que não 
pode ser resolvido pelo método dos multiplicadores de Lagrange. Explique por quê. Mostre, 
por um método de sua escolha, que a solução existe e é o ponto (1,0). 

4. Resolva o problema dos isoperímetros descrito na observação da p. 570 e mostre que a curva 
T é um arco de círculo. i 

5. Seja u(x, y, z) um autovetor da matriz real simétrica 


a) Escreva as equações algébricas para x, y, z, que correspondem à equação de autovalores 


Au = àu. . : z 
b) Considere a forma quadrática associada à matriz A, ou seja, 


F(x, y, z) = 9x? + 12y? + 9z? — 6xy — 6yz. 


Mostre que o problema de encontrar os extremos de F(x, y, z) sujeitos à condição 
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G(x, y, z) = x? +y? + z? = const 


conduz às equações achadas em (a), ao resolvermos o problema pelo método dos multipli- 

cadores de Lagrange. Mostre também que, essencialmente, as mesmas equações são obti- 

das quando desejamos achar os extremos de G(x, y, z) sujeitos a F(x, y, z) = constante. 
c) Mostre que os pontos sobre a superfície quadrática 


9x2 + 12y? + 922 — 6xy — 6yz = 18, 


que tornam a distância da origem estacionária, podem ser encontrados, resolvendo o pro- 
blema (b). Ache estes pontos, mostre que a quadrática dada é um elipsóide, e ache seus 
eixos principais. . = 
d) Qual é a relação entre os autovalores e os autovetores da matriz A, com os eixos princi- 
pais do elipsóide? 
6. Generalize os resultados do problema precedente para um espaço linear arbitrário de dimen- 
são finita, como segue: 
a) Mostre que o problema dos valores estacionários de uma forma quadrática xTAx (A = uma 
matriz real simétrica), sujeitos a xv = constante, se reduz ao problema de autovalores 
Ax = x. Ne . 
b) Formule o problema de autovalores gencralizados (veja a p. 455) Vx = AKx de maneira 
semelhante. 
7. Deseja-se calcular a primeira raiz da função de Bessel, Jdx), pelo método de Rayleigh-Ritz. 
a) Tome y(x) = Y(1 — x?), como função tentativa, e mostre que a raiz desejada é obtida com 
a exatidão de aproximadamente 1,8%. 
b) Tome y(x) = Yipix) + Yopax). onde 


pr=1— x? e g2 =(1— xP? + a); 


determine «, de tal maneira que &, € q» sejam ortogonais com peso x no intervalo (0,1). 
Mostre que o método fornece a primeira e segunda raízes de Jdx) com exatidão de mais 
ou menos 0,8 e 10%, respectivamente. 
8. Aplique o método de Rayleigh-Ritz para achar a solução aproximada do problema y” + y — x 
= 0, com y(0) = y(1) = 0 sob a forma 


a) vol) = Yx(1 — x), 
b) 3109 = x1 — (Fi + Fox). 


Ache também a solução exata y(x) e esboce yo, yı € y no mesmo gráfico, exibindo o grau de 
aproximação. 

9. Se uma corda distendida de comprimento L for sujeita a forças externas e está mergulhada 
em um meio elástico que produz uma força restauradora —ku(x, t), então o movimento da 
corda está governado pela equação (veja a p. 293). 


aulx, t) . 


T 9ulx, t) 
ðt2 


EAE + Fẹ, f) — kule, 1) = p(x) 


a) Formule um problema variacional que possua uma equação de Euler-Lagrange com esta 
forma. 
b) Faça o mesmo para uma membrana circular de raio a. 
10. Mostre que o problema de condições de contorno 


Sul, y) + Sulx, mo 
0x2 ðy2 


u(0, y) = u(a, y) = u(x, 0) = u(x,b) = 0 


—k = const (0<x<a,0<y<b), 


está relacionado ao problema variacional de fazer 


LG) +) oo 


Dada uma membrana retangular co 


MÉTODOS VARIACIONAIS 

ionário. Usando a função tentativa u, = 
vleigh- Rita. Obtenha também a Solução exata u(x b=21 
pa da p. 520 e estime a discrepânci “ Esto NO ponto x = a/2, »=b/2,sea:b = 2:1. 


m lados a = |, b = 2, use o método de di Ri 
üências características, Use uma função tentativa 
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para estimar as duas menores freq 
escolha. 
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Ondas, Radiação, Espalhamento 


14.1 MOVIMENTO DE UMA CORDA DISTENDIDA INFINITA 


Neste capítulo, dedicaremos algum tempo a um estudo mais detalhado da equação de 
onda em regiões que se estendem ao infinito. Um dos sistemas simples com esta 
característica é o da corda distendida infinita, já mencionado na Seção 12.9. Malgrado 
o fato de que este conceito idealizado não é, falando rigorosamente, fisicamente reali- 
zável, os métodos matemáticos empregados em seu tratamento podem servir de exce- 
lente introdução a fenômenos semelhantes, que ocorrem no espaço vazio, que, de fato, 


consideramos como se estendendo ao infinito. 
Deslocamentos transversais da corda, sem forças externas presentes, obedecem à 


EDP 
9? 1 9? 
THa = R (e = VT/p). 


Geralmente, exigimos que a função u(x, t) se anule no infinito; isto é, que a condição 


lim u(x,t) = 0 


T— 4o 


se verifique para todos os valores de t.* Consideraremos agora o problema de deter- 
minar u(x, t), se as condições iniciais 


u(x, 0) = uol), ŽE (x, 0) = vols) 


sao certas funções conhecidas. Além disso, usaremos um novo método, que envolve a 
transformação da EDP por meio de uma mudança de variáveis. Como no caso de 
equações diferenciais ordinárias, podemos tentar simplificar a E DP por meio de novas 


=” E a picos a A 
Por vezes, exige-se somente que u(x, t) seja limitado. Isso não cria nenhuma dificuldade, se u for tratado 
como uma distribuição. 
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variáveis independentes 
E = E(x, t), n = n(x, t) 
que substituirão x e t. Em particular, selecionaremos o seguinte novo par: 
f=x—€c q=x+ct. 


Os operadores diferenciais originais podem ser escritos em função dos novos; por 
exemplo, 


pois ô£/ðx = 1 e ônlôx = 1. Além disso, por meio da álgebra dos operadores, 
= (a DD -Bri2+2i DES E edi ca OE 
o logon) Tag t ag ant amor tam] apto am 
pois 9/9€ e 9/9n comutam. Semelhantemente, deduzimos que 
ð ð ð 2 2 2 ə? 
AEE A E 1 C 08 a 2 ð ps 
ðt ðE ð c2 ðt? df? ðtðn ðn 


Substituindo na equação de onda, obtemos 
3u 
ðt ðn 


A escolha particular das novas variáveis usadas acima parece ter sido feita por '“passe 
de mágica”. Observe, no entanto, que poderíamos ter achado fórmulas gerais, expres- 
sando 92/9x? e 92/91? em termos de 92/98, 9º/0nº, .. para funções arbitrárias (x, t) e 
n(x, t). Substituindo-as na EDP e exigindo uma forma particular mais simples para ela, 
poderíamos ter obtido equações diferenciais para as funções é e n que nos serviriam. * 
Por que a nova forma da EDP é mais simples do que a original? Porque permite 
achar imediatamente a solução geral por integração direta. Com efeito, escrevendo 


ð (ou) _ 
a(s) =o, 


concluímos que ðu/ðn deve ser independente de é, de maneira que 


ðu _ 
ðn are $n), 


arbitrária de ņ. A integração com respeito a ņ fornece agora 


ult, 1) = [" (0) do” + K, 


onde &n) é uma função 


*Para uma teoria geral ao longo destas linhas, consulte, por exemplo, Tychonov e Samarski, Partial Diffe- 


rential Equations of Mathematical Physics, Seção 1.1. 
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onde fë) é uma função arbitrária de é. Como é arbitrária, sua integral indefinida é 
também uma função arbitrária de n: por exemplo, g(n), € obtemos 


ult, n) = SE) + gC) 


ou, em função das variáveis originais, 

u(x, t) = f(x — ct) + g(x + ct). 
Esta fórmula notável revela a natureza física das soluções e explica o nome de equa- 
ção de onda. Com efeito, o termo fix — ct) representa um deslocamento com veloci- 


dade c na direção positiva dos x. Qualquer que seja o valor de fem um certo ponto x, e 
instante 19, o mesmo valor reaparecerá em um instante posterior to + 7 no ponto 


Xo + cr, pois 
fixo + er — elto + 1)] = flxo — cto). 
e e? — te” 
novo x novo t 
Semelhantemente, o termo g(x + ct) representa um deslocamento viajando com velo- 


cidade c na direção oposta. f 
É agora um problema simples determinar as funções fe g, a fim de que satisfaçam 


as condições iniciais. Evidentemente, em t = 0, devemos ter 
uox) = SO) + 80), vox) = ceig% — FCI 


onde g'(x) = dgldx e f'(x) = dfldx. Integrando a segunda equação, obtemos 
dg) — SON = f vox) dx, 
a 


onde a é uma constante indeterminada.* Resolvendo as equações, obtemos 


JO) = fuso) — 3º Í vol) dw, 80) = Zula) + i vo’) dx. 


Substituindo x por x — ct e por x + ct, respectivamente, e combinando, chegamos 


à expressão 
act 


u(x, t) = luox — ct) + uolx + c)] + = | vox’) dx”, 


—et 


conhecida como fórmula de d'Alembert. Representa a solução geral de nosso pro- 
blema, pois leva em conta condições iniciais arbitrárias.; Além disso, mostra que, para 
as condições iniciais dadas, a solução é única, pois qualquer solução deve ter a forma 


fix — ct) + g(x + ct). 


*A constante é, em verdade, abstrata, pois podemos, dada uma constante arbitrária, adicioná-la a f e sub- 
traí-la de g, sem afetar a solução; neste sentido, as funções f e g não são únicas. 

tPara que u(x, t) satisfaça a EDP, seria preciso que u, fosse duas vezes diferenciável, e v uma vez. Isso é 
resolvido, usando a teoria das distribuições. No entanto, por considerações puramente físicas, uo deve ser uma 
distribuição equivalente a uma função contínua e v, uma distribuição equivalente a uma função contínua por 


pedaços. 
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14.2 PROPAGAÇÃO DE CONDIÇÕES INICIAIS 


Embora o método da mudança de variáveis seja bem conveniente para a dedução da 
fórmula de d'Alembert, não é, de forma alguma, indispensável. Pode ser instrutivo 
deduzi-la de outra maneira, por exemplo, através do conceito de funções de Green. 
Observe que uma solução da u(x, 1) da equação de onda, com as condições de con- 
torno, depende linearmente das condições iniciais 


u(x, 0) = uo(x), ŽE (x, 0) = vols). 


Assim, u(x, t) deveria poder ser escrita como uma superposição contínua da distribui- 
ção das condições iniciais em vários pontos É, 


u(x, t) = je g1(x | E Duo(E) dé + f *º ga(x | E; VOCE) dE. 


Nesta fórmula, g, e g> são funções de Green para o deslocamento e velocidade ini- 
ciais. Deveriam satisfazer a equação de onda e as condições de contorno, e as seguin- 
tes condições iniciais: 


parago gx EO) = (x — p, ĈE (| 650) = 0; 


ð 
para g2, 8gə(x |£; 0) = 0, a (x 180) = ê(x — £). 
Achemos g, e g: pelo método da transformada de Fourier em relação a x. Escre- 
vamos 
Gi(k | 851) = Se{g1(x | E; 0). 


Então -c%k2G, = PGild? e G, = Ae! + B,e"ickt, Transformando as condições ini- 
ciais, deduzimos que Gi(x|£; 0) = e'*t//27m. Portanto, 


AtBh=Í> 4-B=0. 


Resolvendo e invertendo, obtemos 


l s k k 
: i ct iklț—ct)} —ikr 
gi(x | E; 1) = v AD [e Deae dk 


Hel — x + ct) + êl — x — ch) 


l 


De maneira semelhante, a transformada da segunda função de Green é 


—ickt 
, 


Galk | £; 1) = Aze™ + Boe 


com 
ei 


= — Bo = q 
A +B=0 tibi 
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de maneira que 


1 ” 1p ikgteh ik—cty, —ikz 
g(x 180 = grei) AG irg Je? dk. 


ntemente a integral pelo cálculo dos resíduos. Observe que 


Podemos calcular convenie c 
k = 0, pois podemos também escrever 


o integrando não tem pólo em 


1 *ºcenkct ik 
gax]; 0) = Frc T. y E E dk. 


Conseqüentemente, podemos deformar o caminho de integração, como mostra a Fig. 


14.1, e dividir a integral em duas partes:* 


a ı ["1 
ES DES À ciktk+ct—a) Aone + ik(k—ct—z) dk. 
82 = aci E ES dk — Frei f. k * 


Ao calcularmos a primeira integral para é < x — ct, devemos fechar o contorno 
por baixo e obteremos zero; se ¿ > x — ct, deveremos fechar o contorno por cima è 
obteremos 1/2c. Resumindo, a primeira integral fornece a função escada 


1 

z l- (x + co). 
De maneira semelhante, a segunda integral reduz-se a 

1 
= za E se (x + co), 
fornecendo 
| 
ga(x | E; 1) = 55 (SÉ — (x — c)]— SIE — (x + e). 


Vemos que gs é uma onda quadrada, igual a 1/2c no intervalo (x — ct, E + ct) e zero 


fora dele. 
, Substituindo nossas funções de Green na fórmula para u(x, t) e integrando o pri- 
meiro termo, deduzimos mais uma vez a fórmula de D’ Alembert: 


Plano k 


Re 


Fig. 14.1 


*Como na Seção 2.12, Exemplo 5. 
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z+ct 
u(x, t) = Suo(x — ct) + u(x + ct) + 5 f vo(E) de. 


Tz—ct 


Esta dedução segue o método usado na Seção 12.5 para a equação da difusão, e a 
fórmula de D'Alembert é análoga à integral de Poisson.t Pode ser interessante compa- 


rar as funções de Green, que governam a propagação do deslocamento inicial em 
ambas as equações, ou seja 


g(x | t;1) = —L apita 


V 4ra?t 


para a equação de difusão, e 


g(x] Et) = 4 êl — x+ ct) + hol — x- ct) 


para a equação de onda. Ambas as funções se reduzem a x — é) em t = 0, mas seu 
comportamento para ! > 0 é bastante diferente. A primeira propaga a perturbação 
inicial sobre todo o espaço, enquanto que a segunda divide a perturbação em duas 
partes iguais, c transporta-as, sem nenhuma mudança de forma, em direções opostas. 

A fórmula de D'Alembert é muito útil para visualizar a propagação das perturba- 
ções iniciais por meio de superposição gráfica. Considere, por exemplo, o caso em que 
volx) = 0, enquanto que o deslocamento inicial u(x) tem a forma mostrada na Fig. 
14.2, em que a escala vertical está exagerada. Para construir u(x, t), representamos 
u(x) como a soma de dois deslocamentos iguais e, quando o tempo + cresce, desloca- 
mos seus contornos, com velocidade c, em direções opostas. A superposição das or- 
denadas mostra a forma da corda em vários instantes t, como ilustra a Fig. 14.3. 

O outro caso especial, quando u(x) = O, mas volx) = 0, pode ser tratado como 
segue: Seja wo(x) uma função qualquer, tal que w'o(x) = volx). Então, 


u(x, t) = awolx + ct) — wolx — ct)]. 


Suponha, por exemplo, que v(x) tem a forma de uma onda retangular, como na Fig. 
14.4(a). Então, wo(x) pode ser escolhido como na Fig. 14.4(b). Ora, u(x, t) pode ser 
construída deixando os contornos two(x) e —4wolx) deslocarem-se com velocidade c em 
direções opostas, como mostra à Fig. 14.5. Vemos que uma distribuição de velocida- 
des iniciais deixa a corda em estado de deformação permanente, e que este efeito 


também se espalha em ambas as direções. 


uol) 


Fig. 14.2 


é ifusã i é imei dem em relação à 

a ds nd o de difusão, pois ela é de primeira or: ção à va- 
tHá somente uma condição inicial na equaçã 

riável z. 


NEEN E aa aids À 
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v(x) 
x 
(a) 
wo(x) 
>x 
(b) 
Fig. 14.3 Fig. 14.4 
<— x 
— AE 
DR e RE > 
AL e a 
E ga 
SEO 
Fig. 14.5 


14.3 CORDA SEMLINFINITA. USO DE PROPRIEDADES DE SIMETRIA 


Juntamente com o conceito de corda infinita, é muito interessante considerar a cha- 
mada corda semi-infinita. Em termos práticos, isso significa o estudo de fenômenos 
que ocorrem próximo de uma das extremidades de uma corda muito longa. A influên- 
cia da outra extremidade é considerada desprezível e a corda é, para fins de conve- 
niência matemática, considerada como se estendendo até o infinito em uma direção. 

Suporemos que a corda se estende de x = 0 até x = +9, e consideraremos o 
problema básico de resolver a equação de onda sujeita às condições iniciais 


u(x, 0) = ur), Č (x, 0) = vol), 
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onde uo € vo são certas funções dadas no intervalo 0 = x < o. Como de uso, há uma 
condição de contorno no infinito 


lim u(x,t) = 0 (t qualquer), 


2>+o 


ou, pelo menos, u(x, f) deveria ser limitado para todo x e t. Além disso, haverá uma 
condição de contorno em x = 0. A condição mais comum é a de uma corda fixa em 
uma extremidade, caso em que 


u(O, t) = O (t qualquer). 


Uma outra possibilidade é quando a extremidade da corda pode deslisar livremente* 
na direção vertical. Então, a força que distende a corda deve ser rigorosamente hori- 
zontal em x = 0 e isso implica que 


du 
Jx (0,t) = 0 (t qualquer). 


Armados com a experiência adquirida, em problemas semelhantes, com a equação 
da condução de calor (veja a Seção 12.6), podemos conjecturar que seria possível 
aplicar considerações de simetria para obter a solução apropriada. Em particular, su- 
ponha que estamos tratando de uma corda infinita, onde as condições iniciais 


u(x, 0) = uo(x), ŽE (œ, 0) = vo) (=% <x < +o) 


são funções ímpares de x. Deveria ser possível mostrar que a solução u(x, f) será, 
então, uma função ímpar de x em todos os instantes 1.7 Com efeito, considere u(—x, t) 


como dada pela fórmula de D'Alembert 
—z+ct 


u(—x, t) = Huol—x — ct) + ud + ch] + > L vol) d£. 


—r—ct 


Podemos usar a anti-simetria de xo diretamente, ou seja 
uo(—x — ct) = —uolx + ct), etc., 
e mudarmos a variável de integração de é para —é'; então 


g—ct 


1 
u(—x, t) = H—uolx + ct) — uo(x — ch] + Te Japet vol— E dt’). 


Em virtude da anti-simetria de vo, isso se reduz a 


a+ct 
1 t 
u(—x, t) = —}[uo(x + ct) + uolx — cO] — o volt’) de” = —u(x, t), 
como foi conjecturado. 


*Um caso intermediário entre estes dois extremos surgiria se a corda estivesse elasticamente fixa em x = 0, 


1 Re É 
sso significaria u(0, +a a (0, )= 0. 


fVeja a observação da p. 527; observe que à equação de onda é invariante sob reflexão. 
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Ora, se esta solução u(x, t) for anti-simétrica (ímpar) em x, deveremos ter 
u(O, t) = 0 (t qualquer). 


Este fato fornece a maneira de como tratar o caso da corda semi-infinita com uma 
extremidade rigidamente fixa. Estendemos as condições iniciais n(x) e vo(x) (definidas, 
por enquanto, somente para 0 = x < œ) a todo o eixo dos x, de maneira anti-simétrica; 
isto é, definimos #o(—x) = —uo(x) € vl—x) = —volx). Uma vez feito isso, a fórmula de 
D'Alembert é diretamente aplicável, e os valores de u(x, t) para x positivo podem ser 
considerados como a solução para a corda semi-infinita. Estes valores satisfazem a 
E DP, as condições iniciais e ambas as condições de contorno. E evidente que no caso 
em que as condições de contorno forem 


ou , 
E (06,1) = 0 (t qualquer), 


este deveria ser tratado de maneira semelhante, estendendo as condições iniciais de 
maneira simétrica sobre todo o domínio ~œ < x < +o, 

Uma ilustração gráfica desta técnica está mostrada na Fig. 14.6. Supomos que a 
distribuição de velocidade inicial é zero, enquanto que a distribuição do deslocamento 
inicial é a mesma mostrada na Fig. 14.6(a).* Se a extremidade x = O estiver rigida- 
mente fixa, estenderemos no(x) de maneira anti-simétrica, criando, assim, um “'deslo- 
camento imagem” (Fig. 14.6b)t Quando + cresce. ambas as configurações dividem-se 
em duas partes. dando origem a duas ondas que se movem em direções opostas. Even- 
tualmente, a onda que se desloca para a esquerda penetra na região ''não-física”” (x < 
0), enquanto que a imagem que se propaga para a direita torna-se uma onda visível em 
nossa corda semi-infinita. A situação final está caracterizada na Fig. 14.6(d) com duas 
perturbações se deslocando para a direita na corda. 

Embora este método de descrição seja bem elegante, não deveríamos esquecer 
que estamos essencialmente presenciando o fenômeno físico de reflexão de uma onda 
na extremidade fixa de uma corda. Com efeito. a onda real que se desloca para a 
esquerda (Fig. 14.6c) atinge a extremidade fixa em x = 0 e exerce uma força variável 
sobre esta extremidade. A extremidade fixa exerce uma força de reação igual e oposta 


Região não-física A Região física 
< 5 
Uo real 
(0) (0) 
(a) Imagem uo (b) 
Ondas reais t 
Ea N — — 
5 E a ES 
Ondas imagens (c) (d) 
Fig. 14.6 


*Com escala vertical exagerada. 
tCompare com os espaços da Seção 12.6. 
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sobre a corda, ou, mais precisamente, sobre o elemento dx da corda que lhe é adja- 
cente. Como a extremidade não se move, o elemento dx recebe uma aceleração oposta 
à que tinha recebido da onda original. O movimento adicional do elemento dx, tal que 
o movimento do ponto x = O se anula, cria uma nova onda na corda, que se propaga 
para a direita. Observe que, em relação à onda original, esta onda refletida tem uma 
diferença de fase de 180º, este efeito sendo originário da terceira lei de Newton. 
Podemos aplicar a técnica que utiliza as propriedades de simetria também à corda 
finita. Neste caso, quando o tempo passa, as ondas que se deslocam sofrerão múltiplas 
reflexões em ambas as extremidades da corda. Em um problema típico deste tipo, 
suponha que a corda se estende de x = 0 a x = L, e está fixa em ambas as extremida- 


des, 


u(O, 1) = u(L,t) = 0 (t qualquer), 
e que as condições iniciais estão dadas para o intervalo (0, L), 


u(x, 0) = uo(x) 
O<x<L). 
du (4,0) = onto) O EXE 


As condições de contorno em x = 0 podem, evidentemente, ser satisfeitas se uo(x) e 
volx) forem estendidas como funções ímpares para valores negativos de x. E razoável 
conjecturar que, se uolx) e volx) forem estendidas além do ponto x = L, de tal maneira 
que sejam anti-simétricas em relação à reflexão em torno do ponto x = L, então a 
solução u(x, t) preservará esta propriedade. Com a ajuda da Fig. 14.7, deduzimos que 
isso implica que 


uo2L — x) = —uo(x) VoL — x) = —vo(x). 


Não é difícil fazer uso destas relações na fórmula de D'Alembert e deduzir que 
u(x, t) satisfará com efeito 


u(2L — x, t) = —u(x, t). 


Segue-se imediatamente que, estendendo u(x) e volx) da maneira indicada, obteremos 
uma solução que satisfaz automaticamente as condições de contorno. 


Observação. As fórmulas impostas a uo(x) € vo(x) implicam que estas funções são periódicas em x 
com período 2L. Com efeito, segue-se que 


Fig. 14.7 
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uol—-x + 2L) = —uo(x) = uo(—x) 


(x qualquer), 
vo(—x + 2L) = —volx) = vo(—x) 


> AN. aa 
que são as relações de periodicidade usuais. 


A construção gráfica da solução está ilustrada na Fig. 14.8, onde O pacote de 
ondas inicial u(x) (supomos que vo é nulo) dá origem a uma quantidade infinita de 
pacotes de ondas imagens, que, de acordo com a fórmula de D' Alembert, dividem-se 
em duas partes, gerando ondas que se propagam em ambas as direções. A partir daí, a 
deformação da onda é dada pela superposição das ondas que estão no interior do 
intervalo (0, L) em um instante dado rt. 


u(x) inicial real 


Pacotes de ondas imagens 


Nu ? 
Pacotes de ondas imagens 


Fig. 14.8 


14.4 FLUXO DE ENERGIA E DE POTÊNCIA EM UMA CORDA 
DISTENDIDA 


Um elemento dx de corda movendo-se com uma velocidade transversal ðu/ðt possui 


a energia cinética 
1/00)? 
dEcn = > (Ss) p dx. 


Portanto, a parte da corda que vai de x = a a x = b possui a energia cinética 


b 
1 2 
Ecin(a, b) = T p (5 dx, 


ea quantidade łe(ðuləðt)? pode ser considerada como sendo a densidade linear de ener- 
gia cinética. 

A parte (a, b) está sob a influência de forças devidas a porções adjacentes da 
corda. Considere a extremidade esquerda em x = a. A força externa na direção trans- 
versal é (Fig. 14.9) -T sen a = —T(ôu/ôx). A potência fornecida à parte (a, b)) no 
ponto x = a é o produto da força aplicada pela velocidade do ponto de aplicação (mais 
Precisamente, o produto interno dos vetores correspondentes): 


du ðu 


P(a, t) = -TZ O : 
(a 8) 9X 9H, 


*Como x é arbitrário, podemos também escrever udx + 2L) = u(x) e vdx + 2L) = vdx). 
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ðu 


Fig. 14.9 


Esta fórmula representa, em verdade, o fluxo de potência (trabalho por unidade de 
tempo) na direção positiva dos x em um ponto arbitrário x = a da corda.* 


Observação. O termo fluxo de energia é, por vezes, usado para P, supondo-se tacitamente que o 


conceito de fluxo Ja pressupõe uma quantidade por unidade de tempo. Em nossas discussões não 
surgirão confusões e poderemos usar ambas as expressões. 


E importante perceber que a potência flui na mesma direção que as ondas. Uma 
solução da forma u(x, 1) = Rx — ct) fornece 


ðu , du r I df( = ct) 
dx 5 fo qo ce ( onde f= n o). 


Portanto, 


P(x, t) = cT f’)? > 0. 


Semelhantemente, uma solução u(x, t) = g(x + ct) fornece 


P(x, t) = —cT(g')? < 0. 


Além da energia cinética, a corda vibrante também possui energia potencial. No 
entanto, não é possível dizer quanta energia potencial está contida em qualquer ele- 
mento dx dado, pois a energia potencial é devida à interação mútua de todos os ele- 
mentos da corda.t No entanto, o método seguinte é habitual e conduz a bons resulta- 
dos. Calculamos a taxa de crescimento da energia cinética na parte (a, b) e a compa- 
ramos com a potência transmitida a (a, b): 


b 2 b 2 
dEm _ 1d ðu zI Bu) (9 
e = 24 eG) = e(a) (67) é 


Usamos agora p(ô?u/ðt?) = T(92u/9x?) e integramos por partes: 
b 
b 2 ð b ð q? 
dE au (980 p _ p (3 du) | 7 (28 (E 
E -J r (Gi) (x) a= r (33) (5 a Ja Vox) Nax ar) 9 


NE E E A = : . 
*Por exemplo, a potência entregue à corda na porção (a, b) no ponto x = b seria +Ti(êu/ôxXdu/a6), = p, pois o 


fluxo de potência é da direita para a esquerda. 

é agora da direita p l ; ; 4 X 
tUma is de rn m, elevada à uma altura y acima do solo, o ug potencial mg». Estritamente 
falando, est ia é devida à separação mútua da pedra e do solo de uma distância y. É completamente 
arbitrário dizer que à neral potencial reside na pedra, e não, por exemplo, na terra, ou ainda entre as duas, 
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ambas as extremidades à porção (a, b). 
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O termo integrado é 


"(55 (69, = +7(5) (53) 


e representa a potência total transmitida por 


Portanto, 
dE : ð 92u 
cin ou 
Por = q +[ r(3) G £) ax 


É costume postular que a entrada de potência na parte (a, b) é igual à taxa de mudança 
de sua energia total. Este ponto de vista implica que a energia potencial, isto é, a 
energia de interação entre as várias porções da corda, está distribuída sobre a corda de 
maneira análoga à da energia cinética. Se q(x, t) é a densidade de energia potencial, 


devemos então ter 


b b 
E dEpoa, b) Í au) / ðu 
Epoi(a, b) af q(x, 1) dx, g dt z a É dx 9x ðt á 


Segue-se que 


= Piot 


T=a 


1=b 


dg(x, t) _ r?! au 
ðt —— ðxðxðt 


2 
q(x, 1) = (5) +C (C = const). 


O termo constante adicionará uma contribuição constante C(b — a) a Epala, b). Como 


a energia potencial é geralmente definida a menos de uma constante aditiva, é conve- 
niente e costume fazer C = 0.* Desta maneira, chegamos ao conceito de densidade 


total de energia 
au. T/0? 
ot) o) E Ca) | 


Esta quantidade. juntamente com o fluxo de potência P(x, t), satisfaz a equação de 
continuidade 


9P(x, t) + ðw(x, t) — 


ôx ðt 0, 


que é a análoga de div j + ðp/ðt = 0 em dimensão um. Com efeito, temos 


ðP = ð (ris ðu a ðu du ðu du 
dx dx dx ðt dx dtôx ` Ət 9x2. 


*Isso é istente A i i 

n m a expressao para a energia potencial da corda finita da página 579. Observe que a 

Poiencal dera onald riada pois Bi soroa finita realmente não interage com seu ambiente. A energia 
4 orção ta, b) de uma corda é, dentro de certos limi itrári a 

densidade de energia potencial. mites, arbitrária. O mesmo acontece com a 
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enquanto que 
-F -aey + r(e] = ðu du _ pòu Ou, 
ðt atl? Nat 20x) 17 Poor” "ox ôx ðt 


Estas duas expressões são iguais, pois p(ð?ulðt?) = T(Ə?uləx?). Observe que p pode 
depender de x; somente T deve ser constante. 

Os problcmas do fluxo de energia e de potência são de interesse particular no caso 
de soluções em ondas harmônicas da equação de onda, ou seja, soluções do tipo 


u(x, 1) = Ailton (w = ke = kvT/p), 


onde A é uma constante complexa. Tais soluções são casos particulares da fórmula de 
d'Alembert. Surgem também de maneira natural se a equação de onda for resolvida 
por separação de variáveis ou pelos métodos da transformada de Fourier. Se desejar- 
mos a solução real, fica tacitamente subentendido que a solução verdadeira é a parte 
real* da expressão acima: 


ur(x, t) = Re (Aeitz vb), 


Esta forma descreve a onda harmônica mais geral que se desloca para a direita. 
Com efeito, se A = Ap + iA,, então 


ur(x, t) = Arcos (kx — wt) — Assen(kx — wt). 


Escolhendo Ap e A, apropriadamente, obtemos fases e amplitudes arbitrárias para a 
onda harmônica real, que será 


ur(x, t) = |A| cos (kx — wt + ô). 
As fórmulas de transformação serão 

Ar = |Ájcosô, Ar = |A|senô, 
Z, A= |Aļe®. 
R 


A 
AP = Až +A tgs g 


Em relação a estas convenções, deveríamos sempre lembrar-nos que a parte ima- 
ginária da solução na interfere com a parte real em qualquer relação linear com coefi- 
cientes reais. As relações de potência e de energia são, contudo, não-lineares em rela- 
ção a u(x, t) e devemos prestar atenção a este fato. Por exemplo, o fluxo de potência 


du ou 
P(x, 1) = —TRe (55) Re (5) >, 


e não como sendo a parte real da quantidade complexa P(x, t). i 
No entanto, vemos que é freqüentemente possível o uso direto da solução com- 
; problemas clássicos,t pela fórmula acima, o fluxo de potência 


deve ser calculado de 


plexa. Por exemplo, em 


Ei e im 
*A parte imaginária seria igualmente boa. € 2 > 

tA "dona RA problemas clássicos, que envolvem a equação de onda, possui fórmulas análogas para o fluxo 
de potência. 
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para a onda harmônica será 


P(x, t) = Tkol Ahsen? o+ A? cos? 0 + ArArsen 20), 


em que 0 = kx — ot. Vemos que a potência varia de maneira senoidal com freqüência 
“dobrada” 2w. Em muitos casos de interesse prático, somente € importante o fluxo de 
potência médio sobre um longo período de tempo. Evidentemente, é suficiente tomar a 
média de P(x, t) sobre um período. O fator sen 20 tem média zero, enquanto que sen? 0 


z | 
e cos? 0 fornecem cada um O fator se 


f 27l en 2(kx — wt) dt = 0, 
(0 


fisen? (kx — wt) dt Ti cos? (kx — wi) dt = 3 
0 0 


Por conseguinte, o fluxo de potência harmônico médio é 
Bai) = 1Tkw]A|? = ipcw?|A]?. 


Para uma onda que se desloca para a esquerda, vale a mesma fórmula, exceto quanto 
ao sinal (devido à inversão do sinal de ðu/ðx). O significado físico disso é, natural- 
mente, que, em verdade, a potência positiva é transmitida da direita para a esquerda. 


14.5 GERAÇÃO DE ONDAS EM UMA CORDA DISTENDIDA 


É evidente, por considerações físicas, que as ondas em uma corda distendida devem 

ser geradas devido a influências externas.* Estas influências podem manifestar-se das 

seguintes maneiras: 

a) Submete-se a corda a deslocamentos € velocidades iniciais em t = 0 e, então, a 
deixamos livre. 

b) Forças externas fazem com que as extremidades da corda se movimentem, indu- 
zindo condições de contorno não-homogêneas. 

c) Forças externas afetam O movimento da corda ao longo de todo o seu compri- 
mento. 

A primeira situação já foi adequadamente tratada nas seções precedentes e no Capí- 

tulo 8. A segunda possibilidade aplica-se, evidentemente, apenas às cordas semi- 

infinitas e finitas. Consideraremos agora um problema típico desta categoria. 

Considere uma corda semi-infinita distendida com movimento dado no ponto de 
contorno x = 0. Sem perda de generalidade, podemos supor condições de contorno 
iniciais nulast e nosso problema é resolver 


Cb res O (parax>0 e t > 0), 


*Isso segue-se das propriedades matemáticas da equação de onda: Se as condições iniciais e de contorno forem 
nulas, então a solução será a trivial, u(x, t) = 0. 

tUma solução u(x, t), que satisfaz condições de contorno não-homogêneas e condições iniciais não- 
homogêneas, pode ser representada como a soma de duas soluções: u,(x, t) satisfazendo as condições de 
contorno não-homogêneas e as condições iniciais homogêneas, e u(x, t), que satisfaz as condições de contorno 
homogêneas e as condições iniciais não-homogêneas. Este é um exemplo importante de como é ubíqua a 
técnica da superposição nos problemas lineares. 


ONDAS, RADIAÇÃO, ESPALHAMENTO em 


desde que u(x, 0) = du(x, O)Jor = O e u(0, t) = z(t), em que z(t) é uma função dada. 
Supomos tacitamente que z(t) se anula antes de 1 = 0; de outra maneira, condições 
iniciais homogêneas não seriam possíveis. Já encontramos um problema semelhante 
envolvendo a equação de condução de calor. É instrutivo relembrar a interessante 
técnica descrita na Seção 12.7, que reduz o problema a um já resolvido. 

Segundo a discussão da p. 533 e seguintes, construímos, em primeiro lugar, uma 
solução para a condição de contorno homogênea e as condições iniciais de desloca- 
mento unitário, OU seja, a função u,(x, t), que satisfaz 


PAA eO (x>0,1> 0), 
com 
u(x, 0) = 1, Sit (1,0) = 0 (x > 0), 
e 


u:(0,1)=0 (1>0). 


Pela Seção 14.3, estendemos as condições de contorno a valores negativos de x de 
maneira anti-simétrica:* 


1 
u(x, 0) = E para = 2S(x) — 1 (x qualquer), 
—l para x<0 


em que S(x) é a função escada unitária. Aplicando agora a fórmula de D'Alembert, 
obtemos imediatamente 


u(x, t) = S(x — ct) + S(x + ct)— 1 (t > 0), 


a qual, a propósito, reduz-se a S(x — ct) se x > 0e t > 0. Desta expressão, podemos 
obter uma solução de um problema semelhante com as mesmas condições iniciais, mas 
ocorrendo no instante t = 7, em vez de t = 0; tudo o que necessitamos fazer é substi- 


tuir t port — 7 
u(x, t — 7) = Six — elt — T) + Six + e(t- r] 1l (se t>7). 


Se subtrairmos agora esta expressão da identidade, como na p. 533, deveríamos obter 
uma solução do problema com condições iniciais homogêneas e condições de contorno 
não-homogêneas, válida para t > 7 € dada por uma função escada unitária, que princi- 


pia em £ = +. Explicitamente, a função 


2 — sx— el — T) Sx+et—7] (se 1>7), 
u(x, t; T) = 0 Beres 


deve satisfazer 


a a i g ão é fisicamente realizável, em virtude d. 
' RT mo uma distribuição, não é : nao 
dn souio, evideniement Kaa cat os simplesmente seguindo um processo formal de valor heurístico e 
ontinuidade em x = 0. No e , resultado final. 


não deveríamos nos preocupar. Verificaremos O 
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com 
m0) = Eron-0 e OGT = SE r) 


Vemos que isso realmente acontece. 
Em primeiro lugar, observe que para x >0er>r7, 
valor um, de maneira que podemos escrever 


a segunda função escada tem 


1 — Six — e(t — 7)] (>T) 


u(x, t; T) = l 0 Uei (x > 0). 


Sex = 0, então S[-c(t — 7)] = 0 parat > Te a(o, t; 7) reduz-se realmente a S(t — 7). 
Set = 0, então A(x, t; 7) = 0 (estamos supondo tacitamente que 7 > 0) e seguem-se as 
condições iniciais. A equação de onda é satisfeita* em virtude do fato de que x e t 


aparecem na combinação (x — ct). 
Podemos agora repetir, quase que exatamente, O raciocínio heurístico da Seção 


12.7 e conjecturar que a expressão 
t au 
u 
u(x, t) -[ |- (x, t; | z(7) dr 
0 ôT 


é a solução final de nosso problema com condições de contorno arbitrárias. Calcu- 
lando a expressão, teremost 


> six — c(t — T)] = c ôlx — c(t — 7) 
èl(x/c — t + 7) = òlr — (t — x/c)). 


Integrando, obtemos 
z(t — x/c) (set > x/c), 


Ri ds 0 (set < x/0). 


O sucesso de nossa técnica é agora auto-evidente, pois u(x, t) claramente satisfaz 
todas as condições desejadas. 

A fórmula que obtivemos exibe uma característica física importante, que está re- 
lacionada com a equação de onda. Um ponto x sobre a corda segue fielmente o movi- 
mento do contorno em x = 0, mas o faz com um atraso no tempo de t’ = x/c. Isso é 
naturalmente, o tempo necessário para que a onda atinja o ponto x e lhe transmita a 
perturbação criada em x = 0. Dizemos que o movimento do ponto x está retardado em 
relação ao movimento do contorno. 

Uma outra observação digna de nota é que a solução contém somente a onda que 
se desloca para a direita. Isso também não é inesperado. A perturbação deveria 
propagar-se, distanciando-se de sua origem, que é o ponto x = 0. No esquema eomé- 
trico que adotamos, isso implica a onda que se desloca para a direita. E 

Vejamos, agora, a terceira possibilidade de gerar ondas em uma corda distendida 
ou seja, por meio de forças externas que agem em pontos arbitrários da corda. Neste 
caso, devemos tratar da equação de onda não-homogênea* (veja a Seção 8.1) 


ia So 
*A função escada é considerada c istribuição e é 
À s omo uma distribuição e é, portanto, di iá 
tVeja a Seção 6.3 para as propriedades de função ô. j ARES 
Por vezes chamada equação de D'Alembert. 


ONDAS, RADIAÇÃO, ESPALHAMENTO 605 


em que F(x, t) é a força externa por unidade de comprimento. Por conveniência, es- 
crevemos 


PES nen = f(x t). 


Como nosso primeiro problema desta espécie, consideraremos o movimento de 
uma corda infinita sob a influência de forças externas, que principiam a agir em um 
certo instante de tempo, tomado convenientemente como sendo t = 0. Além disso, 
suporemos que não há movimento da corda, antes daquele instante. Formulamos, en- 
tão, o problema como segue: Resolvemos 


ou 1 ðu 
axa T c3 are T AD 


sujeita às condições iniciais u(x, 0) = ðu(x, 0)/at = 0 e as condições de contorno usuais 
no infinito (limitação). Em virtude do caráter das condições de contorno e das condi- 
ções iniciais, achamos razoável usar a transformada de Fourier com relação a x, e a 
transformada de Laplace com relação a t. Além disso, pode ser instrutivo desenvolver 
uma função de Green G(x, të, 7). resolvendo em primeiro lugar 


"o 10% 
9x2 c2 ðt? 


= (x — Bo(t — 7) 


com 


Gg olin= TE 7)=0. 


Seja Gr(k, t]é, 7) a transformada de Fourier de G e Grilk, sl, 7) a transformada de 
Laplace de Gp. Tomando a transformada de Fourier, obtemos 


E” 1 926r l ik 
k‘“Gr 2 ae T T ôlt — 7) 
com 
ôG 
Gr(k,0| £7) = 5 (k, 0| £7) = 0. 


Além disso, tomando a transformada de Laplace, obtemos 


2 
k?G S G = l ikt —sr 
a FL — c2 PL aa e 


ou 


Grr = 5 Sião 


Invertendo a transformada de Laplace com o uso da propriedade do deslocamento 
(veja a Seção 5.3), obtemos 
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PE e pesenkel = S — T). 
F VIr 


mada de Fourier, temos 


Finalmente, invertendo a transfor 
e +ºsenke(t — T) gite- dk, 
Gœ = -zs E kc 


; x A 
Não é difícil calcular a integral. EM verdade, já sabem 
3, que a transformada inversa de Founer de 


F(k) = se (a > 0) 


T 


s da Seção 7.2, Exemplo 


é a onda retangular de altura um, OU seja, a função f(x) que é um dex=-aatéx= 
+ a e zero nos outros pontos. x 

Trataremos G(x, t|£, 7) como uma função de £ com x, t e r como parâmetros 
temporariamente fixos. Fazendo k = —k' no integrando e abandonando os índices, 
podemos reescrevê-lo convenientemente como 


+o = 
2 senkc(t — Lik—r 
emilio = -Ese- = | (rt, ke2) dk 
NV 2r Yo 


É agora evidente que, a menos do fator —(c/2)S(t — 7), nossa função de Green é uma 
onda retangular unitária entre os limitest=x—ct—-m)eg=x+ c(t — 7). Isso pode 
ser traduzido pela fórmula analítica 


G(x, | EM) = (en RAEE E — Ss — x— et — MD) : : É 


A solução geral para forças externas arbitrárias é, então, dada pela integral 


ate(t—r) 


u(x d=-S [aro owen adi=-—É 3 ) dE. 
, 2 o ss 3 , > À 2 o T fE T 


z—c(t—rT) 


Esta fórmula representa a resposta da corda no ponto x e no instante t às forças que 
lhe foram aplicadas em outros pontos e em outros instantes. Mais uma vez, há O efeito 
de resposta retardada. Para vermos isso mais claramente, consideraremos a função de 
Green como uma função de t com £, T e x como parâmetros fixos. Analisando a fór- 
mula para G(x, t|£, 7), deduzimos: ' 

a A a o pn Rd hino cniao somente primeira função 


c Rem 
om ilbn=—Es[r- 14! x] (x>Et>T). 


c 


*Por conveniência dividimos a expressã 
or co I im ssão dentro dos parê ã 
pois c é um número positivo. parênteses retos porc. Isso não altera uma função escada. 


A 
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7), ambas as 
E — stc, O 
descrito 


b) Se x < É, então, no início (quando t começa a crescer a partir de t = 
funções escadas contribuirão e se cancelarão; no instante t = T + ( 
segundo termo desaparecerá. O comportamento pode, evidentemente, ser 
por 


Gs km) = —Ss[1- 1 E=2] K<Et>T). 


Finalmente, ambas as fórmulas podem ser combinadas em 


GG tt T) = -Ssfi-r- od), 


N 


válidas para todo x (e para todo r, pois a expressão é automaticamente zero se ! < 7). 
È agora evidente que não há resposta no ponto x a uma força aplicada em 4 e no 
instante 7, até que tenha decorrido o tempo |r — £l/c; esse é o tempo necessário para 
que uma perturbação atinja o ponto x. A partir daí, a corda é deixada em estado de 
deformação permanente .* 

Embora a solução de nosso problema esteja completa, poderemos estar curiosos 
de saber se ela poderia ter sido deduzida do tratamento da equação de onda homogê- 
nea com condições iniciais não-homogêneas. Por exemplo, sabemos da Seção 12.5, 
que há uma relação estreita entre as duas funções de Green correspondentes da equa- 
ção da condução do calor. Por analogia com os raciocínios físicos daquela seção, po- 
demos raciocinar como segue: uma força 


F(E, T) dx — BD lt — 7) 


transmite um impulso F(£, r)dx ao elemento dx em um intervalo infinitesimal de tempo 
próximo a 7. Isso é igual à mudança de momento e implica um aumento instantâneo de 
velocidade igual a 


dp  Fhr)dx Fr), 
v(E, T) S dm Ei p dx =, p 


em que dm = p dx é a massa do elemento dx. Esta expressão pode ser interpretada 
como sendo a distribuição de velocidades? recém-criadas, no instante 7. Se substituir- 
mos F(£, 7) por — TAE, 7), poderemos então reunir o efeito das forças que ocorrem no 
instante 7, por meio da integração de v(£, 7), com a função de Green das velocidades 
iniciais, ou seja (veja a Seção 14.2), 


galal E D = E (SE — (x — e) — SE — (+ en), 


desde que substituamos t por t — 7, pois as condições iniciais se encontram agora em 
t =7. A solução completa seria obtida integrando agora esta expressão sobre todos os 
valores permissíveis de 7. Deveríamos então ser capazes de demonstrar o seguinte 
resultado. 


E a . 
*No que diz respeito à força proporcional a &x — $) &(t — 7); de outra maneira, há um efeito cumulativo de 


todas as outras fontes. i à açã i 
*Virão adicionar-se a quaisquer velocidades já presentes devidas à ação de forças anteriores a y, 
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Teorema. À solução u(x, t) da EDP de D'Alembert 


tu 1 Su 
0x2 c2 dt? 


+ fls 1) 


com condições iniciais homogêneas u(x, 0) = (ðulðd(x, 0) = 0 pode ser obtida da 


solução u(x; tlr) da EDP de onda 
om _ 12u 
ax? e dt 


com as condições iniciais não-homogêneas 


u(x; t | Dl, = 0, = (x; t| Dor = =P f(x T) st arbitrário) 


por meio de 


ulx, t) = f a(x, t | 7) dr. 


Demonstração. Diferencie u(x, t) em relação ao tempo: 


Tt” 


t 
au(x, t) i ou(x, t |T) 
= dr + U(x; t|7T 
T 4 T + a(x; t| rT) 
Como o último termo é zero, segue-se, por enquanto, que u(x, t) satisfaz ambas as 
condições iniciais homogêneas. Além disso, 


t 
aulx, t) -[ a“ulx: t | 7) or. 
RE ap Gt Dar 


O último termo é iguala —c'fx, f)*, de maneira que 
1 au 1 ll “a 
—> 55 = — d ; 
c2 R ðt? T+ fx, t) 


Ora, como 


segue-se que 


a? 2 "aa 25 
ERT] (Ea — l 2) dr + 165,0 


o ox? c2? 3t? 


*A notaçã não inici = ae: 
ale: dem a pa a condição inicial para ðğ/ðt significa essencialmente: “Se diferenciarmos 
c; substituirmos tanto t como 7 pelo mesmo símbolo (você oderá chamá 

= amá-lo de e 
quiser), obteremos então a forma funcional Ax, 0).” ! p ans 
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Como o integrando à direita se anula, vemos que u(x, 1) satisfaz a equação de 


D'Alembert. 

Em virtude deste teorema, tudo o que precisamos conhecer é a solução da equa- 
ção de onda para as condições iniciais em £ = 7. em vez de t = 0. No entanto, isso È 
simplesmente obtido, substituindo 1 por t — r na fórmula de D'Alembert;* como ne- 
cessitamos somente do efeito das velocidades iniciais, temos 


is atc(t—r) 
u(x; t |T) = -£[ j HE, T) de, 


—e(t—r] 


e rededuzimos nossa fórmula: 


é t s+e(t—r) 
u(x, 1) = — sf af SCE, 7) dE. 


—e(t—r) 


Como nosso segundo problema envolve forças externas, consideraremos uma 
corda infinita sujeita a forças que variam harmonicamente no tempo, com uma fre- 
quência dada wo. Procuramos soluções de 


92u 1 8? : 
T L g E = foe (wo > 0). 


A característica peculiar do problema é a ausência de condições iniciais. Em vez disso, 
estamos procurando uma solução que também varia harmonicamente com o tempo e€ 
com a mesma freqüência, e escrevemos 


u(x, t) = y(x eT". 


A existência de tais soluções está baseada em nossa experiência física.* No entanto, 
não deveria ser surpresa que não está unicamente determinada. Devemos ainda sele- 
cionar uma solução que seja fisicamente aceitável. As razões para isso são: Uma dada 
deflexão u(x, !) da corda pode originar-se de várias maneiras; ou seja, pode ser cau- 
sada por forças que agem em x; por uma onda vindo da direita ou da esquerda, e pela 
“confluência” de duas dessas ondas. Faltam-nos as condições iniciais, que poderiam 
diferençar entre estas possibilidades. 
Se substituirmos u(x, t) na EDP, obteremos 


TICO 4 kiyo = SO) (ko -2> 0): 


É natural tratar este problema pelo método da transformada de Fourier, e é conve- 
niente desenvolver a função de Green G(x/€), que satisfaz 


2 
iS + KG = dx — £). 


te, fazemos a mudança de variáveis ! = t' + 7, com 7 fixo. Agora a fór- 
ermos de !', exatamente como antes. 
eais: nem as forças nem o movimento podem existir 


Es Nadie quis 
*Para demonstrar isso formalmente, f 
mula de D'Alembert pode ser rededuzida em t 


“Naturalmente idealizando condições físicas rez ; aa n 
namos fórmulas é que, muito tempo apos O principio do movimento, espera-se 


“para sempre”. O significado destas fórr é ? 
que a solução se aproxime de uma solução de estado constante do tipo acima. 
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Im 
Plano k 


k= +k 
É Re 


Fig. 14.10 


2.9 e podemos nos limitar aqui a 


Em verdade, já resolvemos esta equação na Seção 1 
sformada 


algumas observações sobre o processo lá usado. Aplicando o método da tran 
de Fourier, deduzimos que 


1 +o ima 
G| 8) = A E 


É claro agora que a escolha de contornos diferentes, para evitar os pólos em k = —ko € 
k = +ko, fornecerá funções de Green diferentes. Devemos selecionar o contorno que 
fornecerá um G(x|ë) fisicamente aceitável. 


O critério usado na Seção 12.9 foi que G(xlé), quando combinada com o fator 


eres, deve representar uma onda se deslocando e afastando-se da fonte. Podemos 
reforçar esta conclusão, baseados em nossa experiência com outros problemas seme- 
lhantes (por exemplo, veja a p. 604). Mais importante, as considerações de fluxo de 
energia e de potência (Seção 14.4) mostram que a potência positiva é transmitida na 
mesma direção em que a onda se desloca. Portanto, a escolha correta da função de 
Green para processos de radiação é tal que deve representar onda que se afastam da 
origem. Isso necessita, como explicado em detalhe na Seção 12.9, o caminho de inte- 
gração mostrado na Fig. 14.10, e fornece, pelo cálculo dos resíduos, 


— ES —iko(z—) 
ke (x < $), 


= i ikotz—E) 
TA e (x > E). 


G(x | E) = 


14.6 RADIAÇÃO DE SOM DE UMA ESFERA PULSANTE 


Tendo estudado os aspectos básicos da propagação de ondas no exemplo simples de 
dimensão um da corda vibrante, podemos agora voltar-nos para os problemas que 
envolvem a equação de onda em mais de uma dimensão. Veremos que exibem quase 
que as mesmas características do caso de dimensão um, malgrado o fato de que o 
processo de solução pode, em geral, tornar-se trabalhoso e pesado. Como um dos 
exemplos mais simples, estudemos a radiação de som de uma esfera pulsante. 


Exemplo 1. Considere uma esfera de raio médio R = a, que pulsa harmonicamente. 
com o tempo, variando seu raio de acordo com a relação 


R(t) = a + hcos wt, 


onde su j ilaçõ ã 
RPE eo que A << a, ou seja, que as oscilações são pequenas. As pulsações da 
sarao um movimento do ar circundante, que pode ser descrito, como se 
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segue das discussões da Seçãô 8.9, por uma equação de onda, satisfeita pelo potencial 
de velocidade y(r, t): 


1% 


vo — 
d c? ðt 


N 


Para sermos específicos. suporemos que a freqüência da pulsação cai dentro da faixa 
acústica (digamos, entre 20 e 20.000 cps) e descreveremos as ondas como sendo ondas 
sonoras. - 

E lógico procurarmos a solução em um sistema de coordenadas esféricas, de 
maneira que ¢ = ẹ(r, 9, $; 1) e que o domínio de r esteja restrito a a = r < %. Para 
acharmos as condições de contorno, que devem ser satisfeitas por q em r = a, lem- 
bramos que a velocidade macroscópica do ar é dada por 


v = —gradç. 


Ora, emr =a, a componente radial da velocidade do ar deve coincidir com a veloci- 
dade da superfície da esfera*, de maneira que devemos ter 


ð 
v, = — EE = RO = —hwsenwt. 


T=a 


Vemos que o potencial « deve variar harmonicamente com o tempo, quando r = a, e é 
razoável esperar que, em geral, seja uma função harmônica do tempo. Além disso, é 
conveniente usar uma solução complexa da forma 


(r, 0, 6; t) = y(r, 0, pje T= 


não esquecendo que Re q deveria representar a solução física. Neste espírito, adicio- 
namos uma parte imaginária à função R(t) e definimos um ‘traio complexo” 

R(t) = a + her ist, 
Exigindo agora que 


dy — dR(t) do as —iwt 
n de ihwe 


satisfazemos automaticamente 


ð e: 
-5 (Re o)l, a = q Re RO 


que é a condição de contorno verdadeira. Resolvendo a equação de onda para o po- 
tencial complexo y, sujeito à condição de contorno complexa, resolvemos simulta- 
neamente o problema físico verdadeiro. No que diz respeito à função Y (r, 6, $), a 


condição de contorno reduz-se a 


VAE LE RÃ a DES, 
*Devemos supor que a 
que implica A << clw; 


ravelmente menor do que a velocidade do som, o 


i ulsação é conside er veloc 
velocidade da puisaca sônicos e nossa teoria não será aplicável 


se h > clw, aparecerão fenômenos super 
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Voltando agora à equação de onda. observamos que a solução deveria ser esferi- 
camente simétrica. pois as condições de contorno são esfericamente simétricas.* Por- 
tanto, y = W(r), e esta função deve satisfazer a equação diferencial 


1d/20&W 2 
dE r a) +ky=0 (k = w/c). 
ção são as funções esféricas de Bessel 


Podemos reconhecer que as soluções desta equa! e 
em detalhe na Seção 9.9. Por conse- 


e de Neumann de ordem zero, como descritas 
guinte, 

y(r) = Ajolkr) + Bno(kr). 
= 0, não há razão para desprezar nolkr), e B 


mos determinar A e B da única con- 
da solução deste problema pode ser 


Como nossa solução não se estende a r 
não necessita anular-se. E evidente que não pode 
dição de contorno em r = a. Uma pista na direção 
obtida, se nos lembrarmos que (p. 384) 


cos kr 


; senkr 
jolkr) = -Ẹ’ no(kr) = — —Ẹ; 


Como y(r) deve ser multiplicado por e-tot, é conveniente escrevê-la em termos de et” e 


de et", o que fornece 


_ A-— Bi irr , A+ Bi —ikr 
W) =r E Tom E 


A solução completa seria, então, 


se —iwt A — Bi ilkr—wt) A + Bi —i(kr4+wt) 
elr, 1) = We = ikr | Zikr | ; 


Como k = olc, não é difícil ver que O primeiro termo representa uma onda se deslo- 
cando na direção de r crescente. Isso é exatamente como no caso de dimensão um, a 
única diferença sendo que a amplitude da onda decresce segundo l/r. Dizemos que 
uma tal onde é uma onda radial divergente. Semelhantemente, o segundo termo repre- 
senta uma onda radial convergente. 

É agora razoável que a solução física deveria consistir somente da onda diver- 


gente, o que implicaria que 
A + Bi = 0, 


e nos forneceria a segunda relação necessária para determinar A e B. 

PA: Esta conclusão é paralela ao raciocínio apresentado na seção precedente (p. 610) e 
é instrutivo justificá-la pela consideração de um fluxo de potência acústica. Um vo- 
lume de ar V, limitado por uma superfície S, está sujeito a uma força total externa* 


F = Eid 


*Isso é intuitiva i : 

Já estamos in Sega para- urn Maea: Par uma discussão matemática desta afirmativa, veja a p- 618. 

condições de contorno (Seções 8.3 e 9.6). o análogo, onde a solução preserva a simetria sob reflexões das 
Veja a Seção 8.9. 
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onde p é a pressão; isso, naturalmente, sob a hipótese usual de que as forças do corpo 


são desprezíveis (p. 323). Desta fórmula, segue-se que dF = —p dS é uma força infini- 


tesimal atuando sobre dS, e se v é a velocidade macroscópica do ar neste ponto, então 


a potência produzida por esta força é —p(v-dS). Para sermos mais precisos, este € o 
do volume 


fluxo de potência para dentro do volume V. O fluxo de potência para fora 
V é obtido mudando o sinal, de maneira que o fluxo total de potência para fora de 4 
(energia que emana de V por unidade de tempo) é dado por 


Piot = P (py - dS). 
S 


É costume definir o vetor fluxo de potência 
P = py, 


que representa, então, em grandeza e direção, a quantidade de energia que passa, por 
segundo, através uma área normal unitária ao vetor* (compare com a p. 598). 
Além disso, em função do potencial de velocidade q, teremos 


ð 
v=—grdy, p= po + poô = po + po 
de maneira que 


a 
P = — po grad o — pos, grad q. 


Se estivermos usando soluções complexas, então, naturalmente, q deverá ser 
substituído por sua parte real e 


P = po Re (grad q) — po Re ($) Re (grad 4). 


Como já foi mencionado na Seção 14.4, estamos mais freqüentemente interessa- 
dos na potência média, sempre que y varia harmonicamente com o tempo. Neste caso, 
o primeiro termo na fórmula acima consistirá de termos proporcionais a sen wf e cos 


wt, cujas médias serão nulas, e ficaremos com 


ð 
P rédia 7 -20 Re (£) Re (grad o] e 


a soluções esfericamente simétricas, podemos calcular facil- 


Aplicando esta fórmula : 
onda divergente 


mente (como na Seção 14.4) que uma 


itkr—wt) 
(D = const), 


Pdivlr, t) =D 
fornece o vetor fluxo de potência (seu valor médio em relação ao tempo) em uma 
direção radial positiva; 


owk] D|? 
média = e Fo 


*Na teoria eletromagnética, um vetor análogo é chamado de vetor de Poynting. 
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onde ro é O vetor unitário na direção r. Por outro lado, o vetor fluxo de potência 
devido a uma onda convergente, 


—itkr+uwt) 
(C = const), 


Peony", t) = C 


será na direção oposta: 


wk|C|? 
Pacai = — pokel ro. 


Exercício. Forneça os detalhes, para a dedução das fórmulas acima, para Pmédio. 


onda divergente como sendo a solução 


Esta dedução confirma a escolha de uma Io à D 
fórmula para O fluxo de potência, que € 


de nosso problema e também nos fornece uma 
de importância prática primordial. Temos, assim, B = Ai e 


ikr —iwt 


elr, 0) = (re = ze 


Para determinarmos A, usamos a condição de contorno em r = a, ou seja, 
ôy A ika ika _ 
Ər a does = k 2€ iwh, 
ria 3 ika 
de maneira que 
—ika „ik 
wahe"? e rot 


Desta fórmula, podemos determinar todas as quantidades mensuráveis. Em particular, 
o vetor fluxo de potência é 
P. = powk wath? z poah wt To 
2 Œ= = — 
mésio= 2,2 (1 + ka?) O” 2e(l + 02/42) r? 


onde k foi substituído por w/c no numerador e por 1/à no denominador, À sendo o 
comprimento de onda das ondas sonoras. Isso é feito para exibirmos a transição à 
chamada fonte pontual, quando o raio da esfera pulsante é negligenciável, comparado 
com o comprimento de onda do som irradiado. Sea << À, então 


A potência total irradiada pela fonte é, naturalmente, a integral de superfície deste 
vetor sobre uma esfera de raio R arbitrário (R > a): 


27p oath2w* 


2r T 
Piot -f af |P médio |r= RR? sen 0 do = 


C ã ais ; 
wito Fae a este problema, é útil introduzir certas funções especiais novas, 
as em problemas de radiação e de espalhamento. Lembre-se que o fator 
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radial de nossa solução foi 
WO) = AUolkr) + ino(kn]. 


Esta combinação particular de funções esféricas de Bessel e de Neumann é caracterís- 
tica dos problemas de radiação e de espalhamento. Definamos, em geral, as funções 
esféricas de Hankel de primeira e de segunda espécies, respectivamente, por 


hiP(kr) = jlkr) + in(kr), hP (kr) = jkr) — in(kr). 


A razão desta idéia é a separação das soluções da equação de onda em ondas conver- 
gentes e divergentes, pelo menos em suas formas assintóticas, isto é, para grandes 
valores de r. Com efeito, sabemos* da Seção 9.9 que as funções esféricas de Bessel e 
de Neumann estão relacionadas com as funções de Bessel e de Neumann de ordem 
meio-inteiras por 


jx) = RE n(x) = VE Nua). 


Ora, segue-se das formas assintóticas das funções de Bessel e de Neumann (pp. 392 e 
393) que j4x) e ndx) comportam-se assintoticamente como 


jx) ~ Lsen(x — w) > nO) — L cos (x Ee m ; 


Por conseguinte, as funções esféricas de Hankel possuirão as formas assintóticast 
e” i ez 

a) He Dos (Dt 
nP) = (DOS HE C)- 6) = 


que correspondem a soluções complexas convergentes e divergentes, quando combi- 
nadas com o fator* e~. Como ji(kr) e ní(kr) são expressíveis em função de h/P(kr) e 


h(Mkr), ou seja 


Ud = UG) + APEL mkr) = GAPE — APE), 


6) das soluções da equação de Helmholtz 


é claro que a dependência radial (veja p. 38 ç e 
r das funções esféricas de Hankel: 


pode ser escrita como uma combinação linea 


*Veja as pp. 384-385. . a 
tEm geral, definimos as funções de Hankel de primeir 
fórmulas 


a e de segunda espécie (e de qualquer ordem) pelas 


HL = J + NO, HCO = 109) — iN). 


Estas funções possuem as formas assintóticas (para x real) 


2 —iztlir/BDu4l 
[2 jin /D)(u+1/2) Dix) ~w a| — e T1212) 
HP) TX e” di 3 H; (x) TX E 


j S NEEE E no tratamento de problemas de espalhamento bidimen- 
Quando q é um inteiro, estas funções são convenientes Ha 
sional. d 
db Z a 

Se usássemos o fator e“, então Ai”(kr) corresponde 
convergentes. 


ria a ondas divergentes e h/"Ykr) corresponderia a ondas 
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Rr) = Dib (kr) + CH (kr). 
amento. esta representação é de interesse pri- 


nsiderações físicas. fazer afirmativas imediatas 
= 0 (! qualquer) em problemas de radiação, 


Em problemas de radiação e de espalh 
mordial, pois podemos. baseados em co 
sobre as constantes: por exemplo. Ci 
quando não há ondas provenientes do infinito. 


Observação. Venfique que a função 
fr) 
tem a propriedade de que r(ðflðr) — ikrf = 


infinito. mas o termo do lado direito se anula. 
de radiação de Sommerfeld 


er /kr 


—f. Nenhum dos termos do lado esquerdo se anula no 
Por conseguinte, fir) satisfaz a chamada condição 


Como g(r) = e'*"lkr não satisfaz esta condição.* ela pode ser usada para distinguir entre as 
ondas convergentes e as ondas divergentes. Com efeito. como h"(kr) satisfaz a condição de 
radiação de Sommerfeld. enquanto que /1/*(hr) não a satisfaz. o mesmo deve acontecer para a 
solução completa” g(r, t) de um problema de radiação. Por conseguinte, em tais casos, pode ser 


tratada como uma “condição de contorno assintótica”. 


Exemplo 2. Considere o campo acústico de uma esfera. cuja superfície exibe vibrações 
radiais harmônicas arbitrárias. Cada ponto da esfera, caracterizado por dois ângulos 0 


e y. sofre deslocamentos radiais 
n(9, 6; t) = A(0, $) cos [wt — ô(8, &)] 


a partir de sua posição média r = a, onde a amplitude A e a fase ô variam ambas de 
ponto a ponto. Como antes, é conveniente introduzir o deslocamento complexo 


u(ô, $; 1) = A(O, peu, 
onde (0. &: 1) é a parte real. Esta fórmula pode ser reescrita como 
u(B, $; 1) = uol, e", 


onde u0. $) = A(O. Pet PV É a amplitude complexa do deslocamento. 
agora determinado pelo potencial de velocidade gr. 0, œ; t), 


O campo acústico fica 
a condição de contorno emr = a: 


que satisfaz a equação de onda e 


-2% = = —iouo(, Jet. 


Como antes. gr. 8, $; 1) = Wr, 0, p)e™™ e y devem satisfazer a equação de Helmholtz 
paraa Sr < =<, Sabemos (veja a p. 382) que y pode, então, ser escrita em termos de 
harmônicas esféricas, como segue 


Ne die E RUN E Cin Yml, $). 


“Satisfaz lim... Ir(ðg/ðr) + ikrg] = 0. 
Supomos tacitamente que «(r. 1) se estende a todos os ângulos quando r — <=. 
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Não especificamos a forma exata da soma em relação ao índice m, devido à nas 
razão: Como estamos tratando com uma solução complexa, não há nenhuma pag 
em usar os Yim clássicos, que são reais, como definidos na p. 382. Em vez Cl da 
introduzimos a definição quanto-mecânica das harmônicas esféricas, por meio 


única fórmula 


YimCO, &) = 2+1 Q — mb! pimiços be”? 


4 + Im! 


onde agora m pode tomar também valores negativos (dentro dos limites -| = m = D. 


Observação. Infelizmente, há mais de uma definição dos Yim em mecânica quântica. E 


mos empregando é a chamada definição de Darwin, Proc. Roy. Soc., Londres, À 118, 
As outras duas definições comumente usadas são as definições de Condon-Shortley e de Bethe, 
relacionadas com as nossas, como segue: 


WOondon-Shortley 2 Res (m > 0), 


ypervin (m < 0), 
Yu (m>0), 


yBethe Se 
im E m „Darwin 
(—1)" Yim (m < 0). 


Não é difícil ver que os Yp são os mesmos que os do conjunto clássico, enquanto que 
param + 0, 


Ym = Cria = Vim); (+) param >0, (—) param < 0. 


$l- 


A principal razão para esta escolha em mecânica quântica é o fato de que as funções 
Yim são funções características de L,, a componente na direção z do operador de mo- 
mento angular. Estamos usando-as aqui, pois elas são um pouco mais fáceis de tratar 
do que as fórmulas clássicas. De acordo com sua natureza complexa (veja a Seção 


11.1), a ortogonalidade dos Y;m é dada por 
2r T = 
f dọ f Fin(0, 6) Yrm (0, 6) sena do = Stvòmm'. 


Examinando agora as funções Rr) na expressão de y, reconhecemo-las como 
uma combinação linear das ji(kr) ou das nkr) ou, equivalentemente, de h/M(kr) e de 
htkr). No entanto, nosso campo acústico deve satisfazer a condição de radiação; 
isso implica que os termos com A,?(kr) devem estar ausentes. Segue-se, então, que 


Wr, 8, p) tem a forma 


o +! 
y(r, 0, $) = 2D hP (kr) bD i Cim Vin(0, $) (a < r< æ). 
l=0 . 


m=— 


Fazendo ðy/ðr no ponto r = a coincidir com iwuç(9, $), obtemos 


o dh? k +l 
iwuo(ð, &) = 2 di ha) » Cim Yim(0, $), 
l=0 r m=—l 
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o que determina os coeficientes C pelo processo padrão. Multiplicando por Y rw(8, $) 
e integrando sobre os ângulo, obtemos 


lm 


2r T 
= e )/dı J J af uo(0, $) Yin(0, &)sen 0 do. 
[dhi(ka)/dr 


Esta fórmula completa essencialmente a solução de nosso problema. 
por razões puramente matemáticas, a afirmativa feita na 


fericamente simétrica, se as condições de contorno 
constante, então a fórmula acima 


Observação. Podemos agora justificar, 
p. 612 de que a solução q(r, t) deve ser es 
forem independentes dos ângulos. Com efeito, se uo(0, 4) = 
mostra que todos os Cim se anulam, exceto Coo. 


14.7 O POTENCIAL RETARDADO 


Nesta seção, deduziremos a solução geral da equação de Dº Alembert 


em que a função flr, t) é dada, e a solução se estende por todo o espaço. Esta equação 
representa ondas geradas por fontes distribuídas por todo o volume e não é provável 
que ocorra em acústica, onde as ondas sonoras são geralmente produzidas por superfi- 
cies vibrantes. No entanto, tem grandes aplicações na teoria do eletromagnetismo de- 
vido às seguintes razões: em um meio não-polarizável e não-magnetizável, o campo 
elétrico E e o campo de indução magnético B devem satisfazer as equações de Max- 
well. Em unidades MKSA, onde a densidade de carga p(r, t) e a densidade de corrente 
J(r, t) são, em geral, dependentes do espaço e do tempo, estas equações são 


1. divE = 2; 2. divB = 0, 
€0 


3B E 
3. rotE + ET = 0, 4. ro B— EoHO 7 = uoJ 


Um dos métodos de resolver este sistema de equações é introduzindo o chamado 
potencial escalar (r, t) e o potencial vetorial A(r, f) por meio de 


ðA 
E = —grado — 7» B = rotaA. 
Esta escolha satisfaz automaticamente as segundas e terceiras equações de Maxwell. 
Além disso, é conveniente* exigir que A e ọ satisfaçam a chamada condição de Lo- 
rentzi 


*Isso é obrigatório em mecânica quântica relativística. 
TO ponto é que não foram ainda unicamente especificados. Se subtrairmos de A o gradiente de uma função 
escalar arbitrária X e adicionarmos a ọ o termo ôX/ðt, os novos potenciais A’ = A — grad X e œ’ = ọ + ôxlôt 


fornecerão os mesmos cam, i i 
sm pos E e B. Podemos sempre selecionar (de mais de uma manei X, de 
modo que a condição de Lorentz seja satisfeita. f nd Ne 
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Substituindo estas relações nas duas equações restantes de Maxwell, podemos verifi- 
car que y e A devem satisfazer 


; 2 
grad div A — rot rotA — iga = — pod. 
c 


A primeira destas equações é a equação de D'Alembert. A segunda se reduz a três 
equações de D'Alembert, se A for escrito em suas componentes cartesianas. Então 
(veja a p. 34), 


grad div A —rot rotA = V?A = V2Ai + V2Aj + V2AX, 


e temos E 
2 1 “Az 

V Ás E cz 312 = — Hoodz, 
2 1 3A, 

Y4- a ge T TH 
2 1 924 

v As e c2 TN = — od. 


Nosso problema eletromagnético é, portanto, redutível a resolver a equação de 
D'Alembert. Como no caso unidimensional, é conveniente achar a função de Green 
que satisfaz 


vG- => = &dr-—roót-— to), 


onde fica convencionado que G é uma função das variáveis x, y, z, t e dos parâmetros 
Xo» Yo» Zo» to; € por definição 


(æE — ro) = ô(x — xo) 80) — Yo) dz — Zo). 


No que concerne às condições de contorno, G, sendo uma distribuição ,* sofrerá a 
restrição de ser limitada somente quando x, y, z —> + %. No que diz respeito às condi- 
ções de contorno, G deve ser limitada para x, y, z dadas, quando t—> +%e, além 
disso, exigiremos que se anule identicamente quando t< to Este é o princípio da 
causalidade, que já encontramos (p. 530, nota de rodapé). | A 
Atacaremos o problema, tomando transformadas de Fourier em relação às três 
variáveis espaciais e à variável tempo.? O trabalho envolvido nesta dedução pode ser 
reduzido pelo uso da notação vetorial e certas mudanças de variáveis. Em primeiro 


lugar, introduza as novas variáveis 
X=x— Xo Y = y — Jo 


Z = Z — Zo rT = t — to 


n EA SS EEE 
2 


ma distribuição do que como uma fun- 
amg função de Green é mai n 
ão. 


s convenientemente encarada como Ui 


lação a t teria sido mais lógica, mas O método usado aqui é tão comum 


ta ES 
ransformada de Laplace com recordá-lo. 


na literatura da física, que vale a pena 
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e observe que, com estas novas variáveis, a EDP para G é 


26 , 926 8G 182G 
Se t Sys t ge 53 Sos = 800 CF) è(Z) è(r). 
Segue-se que G(r, t | ro to) deve, em verdade, ser uma função do escalar 7 e do vetor 
R = Xi + Yj + Zk; isto é, deve depender somente das diferenças £ — per — ro* 


Podemos escrever G = G(R, 7). 
Para acharmos a transformada de Fourier de G, multiplicamos em primeiro lugar 


G por (1/V27m)e'*:X e integramos com relação a X; efetuamos, então, operações análo- 
gas com Y, Z e 7. O resultado final é, evidente, 


1 +% +o +o +o : 
g(K, w) a l axf arf az [ G(R, rje E Rom) dr, 
(v 27)* —oo —oo —o —o 


onde K = K,i + K,j + K.k. Isso é a transformada dupla de Fourier de G. Segundo o 
processo de inversão, G(R, 7) será obtido de 


l w e Te +o 
G(R, T) = ——— f dK; dK. f dK. | K, w)e i E Rton dis: 
(V2r)t ai cado Y Em 2 “o g( 


É agora fácil deduzir que 


8G 3G 926 1926 
9x2 + 2Y2 + ðZ? c? ðr? 


+ 
2 . 
-ap [J eco eimena 


onde K = |K] e usamos a notação conveniente muito comum 


dK = dK, dK, dK,. 


Temos também 


(X) èC Y) AZ) ô(T) = ê(R) d(7) 


+o 
1 KK- 
= ay J|] C= a au 


Substituindo isso na E DP, deduzimos que 


dE as c? 1 
EN 0) = r w2 — GL RO 


Io E 
* É À ` Sirah i 
Em outras palavras, G é invariante sob translações no tempo e no espaço, uma conseqüência direta da 


EDP que satisfaz. 
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Im 


lo Re 


Fig. 14.11 


de maneira que nossa função de Green é dada pela fórmula integral 


+o 
e fil e` E Re tT A 
GR, 7) = Gra o £ Kylo = cK) K do. 


E conveniente e costume efetuar primeiro a integração em relação a w. O trata- 
mento dos pólos fica ditado pela princípio da causalidade, que exige que G se anule 
para 7 < 0. Isso implica no contorno mostrado na Fig. 14.11, e a integração fornece 


+o eT tT F sa | gi ckr 4 pKr E o Sen Kr 
3 lw + (o — O” T an (=2cK) ` 2cK cK 
e - 
2 yy K: 
c sencKT —iK-R) 33 t 0. 
gas] ck * Br. sie) 


Observe agora que G é dada por uma integral sobre todo o espaço dos vetores K. 
Pode ser calculada por meio de coordenadas esféricas neste espaço*, fazendo 


(K-R) = KR cos 9, d'K = Kºsen6 dK do dg, 


onde R = |R| e o eixo polar é escolhido na direção de R. Ora, 


27 


G=- £ be ax [ eK Reati seno do | dọ (r > 0). 
(27)? o 0 


Como 


+1 
f 2 senKR 
x —IK Rz Z s 
f gm 'KR eo? seng do Ela e dx = RR. 
0 


iginalmente usado no processo da transformad 
m K,, K, como origin: a 
*Em vez das coordenadas cartesianas Kr, Ky ds 
de Fourier. 
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obtemos 


c 
G= — TN 2sencKrsen KR dK (r > 0). 


Escreva agora 


2sencKrsenKR = cos (cKr — KR) — cos (cKr + KR) 


e use a fórmula* 


i cos Kx dK = 7 ô(x), 
0 


que se deduz facilmente da representação integral 


ESR 

ôx) = z- f e'Kz qK. 
T J—o 

Por conseguinte, 

c (cr — R) 

4r R 


Como R = 0, o segundo termo nesta expressão é sempre zero (enquanto que para 
T < 0, G deve ser identicamente nula, como postulado; isso segue-se também da Fig. 
14.11). Usando (ax) = (1/a)è(x) (a > 0), podemos finalmente escrever, em função das 


variáveis originais, 
r — rol 
(1 — to — trl) 
l 8 c 


c Mc + R), 
+ 4r R 


G(R, T) = — 


G(r — ro; t — to) = S a A (t > to), 
0 (t < to). 


Esta fórmula é análoga, no caso tridimensional, da fórmula dada na p. 607 e exibe uma 
característica física semelhante. Não há resposta em r devido à perturbação do 
“tipo 8”, criada em ro, no instante to, até que seja decorrido o intervalo de tempo 
(1/c)lr — rol, tomado pela onda para atingir o ponto r. No entanto, há também uma 
diferença: Tão logo a onda passa, a solução volta a seu valor original (zero) em vez de 

. ficar permanentemente mudada. 
Tendo achado a função de Green, podemos escrever imediatamente a solução de 

V?y — (1/c)(02%p/91º) = fir; t) como sendo 


yC, t) -ff G(r — ro; t — to)f(ro; to) dĉro dto. 


Além disso, podemos efetuar a integração com relação a £ e deduzir que 


*A integral é, sem dúvida, divergente. Entretanto, está bem definida como distribuição. Compare com a p. 316 
(rodapé). 


ONDAS, RADIAÇÃO, ESPALHAMENTO 023 


ON 


|e — rol 
Esta fórmula define o que é geralmente chamado de potencial retardado.* 


14.8 ONDAS QUE SE DESLOCAM EM MEIOS NÃO-HOMOGÊNEOS 


Felas seçoes precedentes, sabemos que ondas de várias naturezas físicas podem ser 
descritas por meio de uma equação de onda. Todas as ondas aí consideradas 
propagavam-se em UM meio com características físicas constantes.t Suponha, todavia, 
que as características do meio não são mais constantes, mas variam de ponto a ponto. 
ad simples é a corda distendida de densidade variável, que dá origem à 
e 


Falando rigorosamente, as soluções destes problemas já não podem ser chamadas 
de ondas, pois não podem ser escritas na forma flx — ct) ou g(x + ct), em que c é uma 
constante. O que acontece fregientemente, contudo, é que a não-homogeneidade do 
meio está localizada, isto é, confinada a uma região finita, como é o caso da corda 
distendida, em que p(x) = constante, exceto em uma região em torno da origem 
(-a =x = a). Nestas situações, as soluções obedecerão ainda a equação de onda 
usual fora da região de não-homogeneidade e podem ser descritas por ondas legítimas. 
Tais ondas serão distorcidas ao penetrarem na região de não-homogeneidade, e isso 
afetará sua aparência quando deixarem esta região. Em particular, teremos a impres- 
são de que as ondas são irradiadas divergentemente a partir da região de não- 
homogeneidade. 

Este fenômeno, e outros fenômenos relacionados. são conhecidos por difração de 
ondas, ou espalhamento.t Foram desenvolvidas várias técnicas especiais para tais 
problemas. Limitar-nos-emos a um breve tratamento introdutório. 

Suponha que a corda distendida infinita possui densidade constante p, em todos os 
pontos, exceto no intervalo —a = x = a, onde a densidade será um pouco maior, mas 
ainda constante. Podemos, então, dizer que a densidadep(x) da corda varia de acordo 


com 
p(x) = po + (Pı — po)B(X), 


em que B(x) é a função onda retangular para O intervalo (—a, a). Procuramos soluções 


de E 32 
o“u ug 
Toa t PO) ge 2 


—— ns . E ém ser chamada de solução retardad 
*Um termo tomado ao eletromagnetismo. A solução y pode també ç a da 
equação de D'Alembert. das no vácuo são também possíveis. Por exemplo, as 


tEstes meios não necessitam ser meios materiais: on , a 
ondas eletromagnéticas se propagam no vácuo com a velocidade c = !/V€oHo, onde €o € po podem ser 
considerados como características do vácuo. 
*O termo espalh é pedido emprestado 
palhamento é pedido « 

de partículas, e supomos as partículas espalhadas. nda 
termo ondas espalhadas, aplicado a todos os tipos Se homogen 
geral, teremos algum tipo de obstáculo, em vez de 

tanto, é semelhante, nos dois casos. 


à mecânica quântica, onde as ““ondas'” representam o movimento 
minologia moderna, contudo, podemos encontrar o 
s. O termo difração origina-se da ótica, onde, em 
idade. O comportamento das ondas, no en- 
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; ; = E E % 
que variem harmonicamente com o tempo € fazemos u(x, t) = ylx)e-*"!, conduzindo à 


equação diferencial para y 


2 2 
TE + pl) TWO) = 0. 


Em nosso caso, esta equação reduz-se a 


dy 2 2 E 
+ IR? + SBN = 0, 
onde 
2 w? 2 2 
Po qa PO spo pi = e. 


T 


Sabemos que, fora do intervalo (~a = x = a), nossa solução deve ser uma combi- 
nação linear de e'*r e e'tr, Especifiquemos as condições físicas que desejamos des- 
crever. Suponha que geramos uma onda harmônica Ae!” em x = —º, isto é, em um 
ponto muito à esquerda. Na ausência de não-homogeneidade próxima à origem, esta 
onda prosseguiria inalterada na região x > 0. Uma tal solução será modificada para 
x > —a, se a não-homogeneidade estiver presente, mas para x > a deve tornar-se uma 
combinação linear de e't? e e-'tz, Ora, a presença do termo e” !*” para x > a implicaria 
uma geração de ondas em x = +; isso não pode corresponder à situação física que 
estamos descrevendo. Por conseguinte, a solução procurada tem que ser da forma 
Feitz para x > a, e a única pergunta é: O que será F? 

Examinando a região x < —a, observamos que a solução é dada sob a forma 
Ae!" + Be-'tr; não há nenhuma razão para rejeitar a possibilidade de uma onda refletida 
da região de não-homogeneidade, e B não é necessariamente zero. Quanto à constante 4, 
suporemos que é conhecida, pois podemos regular fisicamente a onda gerada emx = —º. 
Neste problema particular, podemos igualmente escrever de imediato a forma da solução 
na região -a =x <a, ou seja, a combinação linear de e'*'” e de e-'t"”, pois a equação 
diferencial para esta região é 


A solução completa deve, então, ser da forma 
Aetz + Be tz (x< —a), 
YO) = {Cet + Det: (-a<x<a), 
Fet (x > a). 


Considerações físicas exigem que y(x) seja contínua em x = +a. Além do mais, 
dbldx deve também ser contínua, pois a densidade p(x) é finita em todos os pontos.* 


*De dyldx? + p(x)(w?/T)y = 0, segue-se, por meio da integração entre xo — & e xo + ô, que 
zo+ô 2 


dy w 
p(x) T y(x) dx. 


Eco + 8) — Ex 8) = [ 


Quando 8 > 0, o lado direito tende para zero, de maneira que dy/dx é contínua em todos os xo. 


0—ô 
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Isso nos fornece quatro equações para as incógnitas B, C, D, e F: 


AeTika 4 Beika — Ce—ikia + Dee, (1) 
ikAe™™e — ikBeito = ik Cetikia — jk, Deita, o 
Ceia 4 Deita — peika, (3) 
ikyCetio — jk, Deita — jkFesto, (4 


Omitindo os detalhes algébricos, enunciamos a solução: 


2 4a2klk +k) 
C e A SE Rd) e telado D do A 


2k(kı — k) g'ia 
A , 
4kk1 emita, 


an A 


sen2k;ae™?™, F=A4A 
onde 


A = 4kk, cos 2k;a — 2i(k? + k?)sen2kia. 


Exercício: Resolva as equações acima e deduza os valores dados de C, D, B e F. 


Faremos agora algumas observações importantes sobre os fenômenos de espa- 
lhamento. Em primeiro lugar, na grande maioria das experiências reais, observamos as 
ondas muito distantes da região de não-homogeneidade (ou região de espalhamento). 
Deste ponto de vista, somente as amplitudes B e F, na solução acima, serão importan- 
tes para as finalidades de comparação com a experiência. Em segundo lugar, o que 
está sendo realmente observado é, muito frequentemente, não a função y(x) propria- 
mente dita, mas o fluxo de energia que lhe está associado.* Segue-se, por exemplo, 
que a quantidade (veja a p. 601) 


p= UG pp (e= TJ) 


representará a potência média transmitida pela região de não-homogeneidade, isto é, o 
fluxo de energia em uma direção positiva, além de qualquer ponto com x > a. O fluxo 
de energia para a esquerda da não-homogeneidade deve ser calculado pela solução 


u(x t) = Aet kaen + Be *ttztob) 
3 


por meio da fórmula P = T Re (au/3x) Re (ðulðt). Um cálculo direto? mostra que este 
fluxo de energia (tomando sua média sobre o tempo) é dado por 


2 2 
— Potw 2 _ Pocw 2 


Evidentemente, o primeiro termo pode ser interpretado como a potência incidente e o 
, 


segundo como a potência refletida. 


Exercício. Faça os detalhes deste cálculo. 


empre invariavelmente verdadeiro. 


E óti ústicas, isso é quase $ 
óticas e ac 
Por exemplo, no caso das ondas em geral, complexos. 


tTenha em mente que A e B são também, 
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Em virtude destas observações, é costume definir os coeficientes de transmissão e 
de reflexão: 
2 
|F|? |B| 
Sais RC = ; 
TC = Tap ZE 


que representam a fração da potência incidente, que é transmitida ou refletida. Como a 


: Z 2 — 2 = 
o de não-homogeneidade não gera energia. devemos obviamente ter ja — |B| 
es de transmissão e de reflexão devem, somados, 
afirmativa em nossa solução: Escre- 


regiä ) 
[F]?: em outras palavras. os coeficient 
ser iguais à identidade. Podemos venficar esta 


vendo k/k, = p, deduzimos 


TC = 4u” > 

c= 4u? cos? 2k,a + (1 + u?) sen? 2k;a 
1 — u’ sen? 2k;a 

RC = (l — p“) sen? 2k: , 


4u? cos? 2k;a + (1 + u2)2sen? 2k;a 
e observamos que 
4u? + (1 — u?) ? sen? 0 = 4u? cos? 0 + (1 + u?)? sen? 8. 


Uma forma ainda mais compacta para TC e RC é obtida, se escrevermos 


u 
caso em que, 
4 
TENS 4 + B? sen? 2kja” 
RC B? sen? 2kja 


=4F b2 sen? 2kja 


Uma característica interessante do problema fica claramente mostrada. A trans- 


missão perfeita é possível, quando sen 2ka = 0*, ou seja. ka = nT[2? (n = 1,2, 
3. ...). Como k, = wVpı/T. vemos que, para uma corda dada, a transmissão perfeita 


acontecerá nas frequênias 
nra 1 
p (n=1,2,3,...). 


Em uma situação destas, temos o que é chamado de ressonância de transmissão, ou 
seja. a amplitude transmitida atinge seu máximo, que é igual à amplitude incidente, de 
maneira que não há espalhamento. 


Observação. O problema matemático, tratado nesta seção, surge também na mecânica quântica, 


aa representa espalhamento unidimensional de partículas pelo chamado potencial de poço retan- 
gular.? 


e Bé zero somente se k = k,, isto é, não há não-homogeneidade na corda. 
ara detalhes, veja, por exemplo, Merzbacher, Quantum Mechanics, Capítulo 6, Seção 8. 
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14.9 AMPLITUDES DE ESPALHAMENTO E DESLOCAMENTOS DE FASE 


Na seção precedente nos familiarizamos com o que é, talvez, o mais simples dos pro- 
blemas de espalhamento. Façamos agora algumas generalizações e, ao mesmo tempo, 
introduzamos um método um pouco diferente, extremamente útil em casos de fenômenos 
de espalhamento mais complicados. 

Consideremos mais uma vez a equação 


dy 2 
dx? + PO) E Y = 0. 


Suponha que a densidade p(x) é constante, ou quase constante, fora de uma região 
localizada |x| < a em torno da origem. Então, 


PO) = po + u(x), 


onde u(x) é uma função que se anula, ou é desprezível, fora do intervalo (—a, a). A 
equação diferencial pode ser reescrita como 


d? 
T + ky + uay = 0, 
onde 
2 2 
2 — Pow | 2. v. 
k= T en 


A essência dos problemas de espalhamento é que procuramos soluções que se 
reduzirão a soluções prescritas da equação mais simples 


dy 2, 
de t kY =0, 


se imaginarmos que a função e?u(x) se reduz gradualmente a zero. A solução prescrita 
é chamada de onda incidente, e supomos que é dada por* 


Vinc(X) = Ae'tz (A > 0). 
A solução verdadeira do problema de espalhamento pode, então, ser escrita como 


y(x) = Ae™ + Y esp [69] = Vine(X) + Y esp (x), 


; X A 
onde a chamada onda espalhada Wesp(x) deve reduzir-se a zero, se eu(x) reduzir-se a 


zero. RIET E ; 
es de |x|, a equação diferencial verdadeira toma a 


Além disso, para valores grand e 
forma y” + k%y = 0. Por conseguinte, Wes(x) deve, para |x| grande, reduzir-se a uma 
combinação linear de e!” e de et”. As condições físicast exigem agora que Wbesp(x) 


satisfaça a condição de radiação; portanto, 


AeTitz (x< o o 
V esp (x) e [qo (x > a) (A, A, = const). 


da plana, que incide da esquerda 

isi i x) e é costume escolher a onda a à i 

ia mo liberdade oe E el não interessa o que seja o termo eu(x). Estas condições 
Pa p. ; El pio de 

são adicionadas a quaisquer outras mencionadas até aq 
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ão. Esta afirmativa é exata somente se e(x) anula-se rigorosamente fora do intervalo 
` E +9 
o entanto, e?u(x) é somente “desprezível” fora deste domínio, e as 


adas. É, então, costume dizer que WeslX) satisfaz assintoticamente 


Observaç t 
(—a, a). Em muitos casos, n 
condições acima são aproxim 
estas condições, e escrevemos 


Dl (x Rá — o), 


Yes x) fo pasa (x > +00). 


Evidentemente, e?u(x) deve decrescer suficientemente rápido, quando |x| > º, a fim de fornecer o 


grau desejado de exatidão às formas assintóticas acima.* 


Podemos também citar que idéias semelhantes podem ser aplicadas à equação 


dy + Eu) = 0 
DS 4 pONO) + é l 


em que p(x) não é uma constante. No entanto, devemos essencialmente possuir solu- 
ções exatas da equação y'' + ptx)y = 0. Os casos em que eulx) decresce lentamente 
quando |x| > =, podem ser tratados desta maneira. 

As constantes complexas A. e A, são chamad 
anterior e posterior, respectivamente. No problema da seç 
A =BeA,=F-A. É também costume definir as seções retas 


e posterior.i 


as de amplitudes de espalhamento 
ão precedente, tínhamos 
de espalhamento anterior 


MAR JAR 
7- = Tap + TAP 


Evidentemente, o significado físico de o. é a razão da potência refletida pela potência 
incidente.* Na seção precedente era chamado de coeficiente de reflexão. Observe, 
contudo, que a seção transversão de espalhamento frontal (ou anterior) não representa 
a razão entre a potência transmitida e a potência incidente (ou coeficiente de transmis- 


são): este é dado por 


A + 44l? 
TO c = St 
RUA eae 


Devemos reconhecer que o, e o- caracterizam a “capacidade” de uma não- 
homogeneidade localizada espalhar ondas frontal e posteriormente. No entanto, as 
ondas espalhadas frontalmente sofrem interferência com a onda incidente, enquanto 
que isso não acontece com a onda espalhada posteriormente. Por exemplo, se aconte- 
cer que 4, = —A e o, = |. dizemos que há espalhamento forte frontal. No entanto, 
nenhuma onda aparecerá realmente na direção anterior, pois as ondas incidentes e 
espalhadas exibem interferência destrutiva completa. Estas propriedades peculiares da 
amplitude de espalhamento anterior e da seção transversal estão também presentes em 
problemas bi e tridimensionais. Em verdade, é exatamente nestes problemas que a 


RE : Ee aid 

Não podemos, aqui, fazer uma análise rigorosa destes problemas. O leitor interessado deve consultar a litera- 
tura sobre soluções assintóticas de equações diferenciais. Em quase todos os problemas físicos, eu(x) decresce 
suficientemente rápido (veja, no entanto, a p. 632, nota de rodapé, para uma exceção importante). 

tO termo é tomado ao espalhamento tridimensional, onde as seções transversais são medidas em unidades 
de área. Em problemas unidimensionais são números puros. 

Em problemas semelhantes de física clássica, a potência está invariavelmente associada ao quadrado dos módulos 
de amplitude complexa de uma onda harmônica. Em mecânica quântica, o conceito de número de partículas 
substitui o termo potência. f 
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noção das amplitudes de espalhamento é particularmente útil.* Nós as consideramos em 


da fee Eus anal somente com finalidades introdutórias. 

usado no palha mencionar um outro conjunto de quantidades, muito 
n'Os >I e tridimensional, ou seja, os chamados deslocamentos de 

fase. Para começarmos, descreveremos a função y(x) como função da distância da 


origem |x| = r e da direção. Como há somente duas direções, positiva e negativa, 
podemos distinguir entre elas, introduzindo uma chamada variável dicotômica u, OU 
seja, um parametro, que pode tomar somente dois valores, convenientemente escolhi- 
mamos realmente u = sinal x, o sinal de x.) 


dos como sendo +1 e —1. (To 
A descrição talvez não seja familiar, mas é tão boa quanto a usual. Por exemplo, a 
pode ser escrita como 


onda incidente Yicx) = Aeitr 


Á i , 
Vine(X) = 3 (e'tr + er) + uS (e E emt 


, 


o que pode ser verificado sem nenhuma dificuldade.t Semelhantemente, a onda espa- 
lhada é dada assintoticamente por 


Yeso 0) ~ (A4 + AD + (A4 — AJ (r> o). 


Observação. E evidente que, nesta notação, o termo sem u representa a parte simétrica de uma 
função, e o termo contendo H representa a parte anti-simétrica. Ora, qualquer função flx) pode 
ser decomposta de maneira única em suas partes simétrica e anti-simétrica: 


SO) = fi) + falx). 1) 
Segue-se que qualquer função fx) pode ser escrita, de maneira única, com nossa notação, como 
SO) = SA) + ufar). 2) 


Exercício. Demonstre a afirmativa (1) acima, isto é, ache as funções f(x) e fax), tais que 
fá-x) = f4x) efd—x) = —f4x) para uma função f(x) dada qualquer. 


Voltando ao problema do espalhamento, é agora conveniente introduzir as ampli- 
tudes de espalhamento simétricas e anti-simétricas: 


A; = A, + As Aa = A} — A. 


Nesta notação, podemos escrever 


ikr Á —ikr A ikr A —ikr 
p= due tta (Er A) Ae eng A) Le ii 
(r — 00). 


Assim, decompusemos a solução em quatro partes, de acordo com a forma seguinte 
kd 


5 = ikr —ikr 

y ~ D,e™*" + C.e ir + X uDe + Cae l 
— n 

Simétrica 

divergente 


; i-simétri Anti-simétrica 
imétrica Anti-simétrica 
Simer divergente convergente 


convergente 


aA oi 5 lvem funções que variam 
i mas de duas e de três dimensões envo! 11 
*Em vez de duas amplitudes A- e An os associadas com a onda espalhada (veja a Seção 14.10). 
E A fo, a une sen kr = sen kx, sex > 0 e sen kr = —senkr, sex < 0; portanto, 
serve que cos kr = cos kx. , 
H senkr = sen kxr. 


630 FÍSICA MATEMÁTICA 


Esta decomposição possui as seguintes vantagens: . 
1. A potência total média, irradiada a partir da origem, é dada por 


2 
Pa =" (ID + Da? — IC]? — Cal’), 


ou seja, os quatro termos não interferem um com o outro. 
Exercício. Verifique esta afirmativa por meio de cálculo direto. 


2. Em todos os problemas de espalhamento, devemos ter 
|De|? + | Dal? = |Csl? + ICal?. 


Isso segue-se imediatamente do fato de que, em problemas de espalhamento, não 
há potência gerada na origem. Isso é naturalmente verdadeiro para a onda inci- 


dente. 
3. Se a função e?u(x), que é responsável pela onda espalhada, for simétrica, então as 


partes simétrica e anti-simétrica de Pr: deverão anular-se separadamente, ou seja 
2 — 2 2 — 2 
|D? = |C”, [Da]? = Cal? 


Para vermos isso, suponhamos que a onda incidente desloca-se da direita para a es- 
querda. Isso é equivalente a mudar o sinal da parte anti-simétrica na expressão para 
Wine(x). O processo de espalhamento é, evidentemente, o mesmo que antes,* e y(x) éa 
mesma que antes, exceto quanto ao sinal de sua parte anti-simétrica. Desta maneira, 


temos duas soluções possíveis para o problema 


A ikr Á ikr A ikr —ikr 
va~ ($+4)e! qe -u(S+4)et -a(-De i 


Somando estas soluções (e isto ainda é uma solução possível), obtemos 
A ; A i 
vrtyo- (5 + A) e™ + 25€ ea 


Aplicando a propriedade 2, deduzimos que |A/2 + A,| = A/2, o que significa que 


|D;] = |C ||; segue-se, então, que |D,| = |Cal. 
Nossa análise nos conduziu, portanto, à afirmativa geral que 


sa 
=$ 


A 


2 


A 
7 + As 


A 
2 + As 


Vemos que os números complexos A/2 + A, e A/? podem diferir somente em fase; 
portanto, 


*F. alando figuradamente, o termo eu(x) na equação diferencial não pode distinguir entre a esquerda e a direi- 
ta (invariância sob reflexões da equação diferencial). 
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A A i 

pf er 81 

7 +A = 7& ? (ô, = constante real), 
e semelhantemente, 

A A ; 

fa ae 254 

2 + 4 = 7E s (ôa = constante real), 


(O fator 2 em gre e ei é introduzido somente por razões de conveniência em nosso 
trabalho posterior.) As constantes ô, e 8, são chamadas de deslocamentos de fase de 
espalhamento para os espalhamentos simétrico e anti-simétrico, respectivamente. 
Todas as propriedades do processo de espalhamento podem ser expressas em termos 
de deslocamentos de fase, por exemplo 


Miss | 
A =5 (e? — 1) = Aiesend, A= deti 1) = Aie ®*senôa, etc. 


14.10 OS TIRNO EM TRÊS DIMENSÕES. ANÁLISE PARCIAL DAS 


Consideremos o análogo tridimensional do problema tratado nas Seções 14.8 e 14.9. 
Ele dirá respeito a soluções da equação modificada de Helmholtz 


Vyr) + Kyo) + eull) = 0. 


Na física clássica, esta equação surge ao estudarmos ondas em um meio com uma 
heterogeneidade local. Como exemplo, ondas acústicas no ar são geralmente descritas 
pelo potencial de velocidade y (p. 326), que satisfaz 


V? = — 5 (onde 1/¢ = po/Ypo). 


Suponha agora que, em uma pequena região, o valor de 1/c? é variável. Por exemplo, 
pode haver um bolsão de ar rarefeito ou condensado, ou uma região ocupada por uma 
substância diferente do ar, em que o som se propaga com velocidade c' + c. Em tais 
casos, devemos substituir 1/c? pela quantidade variável 


Za +O), 


onde ftr) é uma função localizada de r; ou seja, anula-se fora de uma certa região 
limitada do espaço. Fazendo e(r, t) = y(r)e™™, obtemos a equação modificada de 
Helmholtz enunciada acima. 

Em mecânica quântica, 9 
469). No caso comum em que a função 
potenciais, a equação é 


devemos resolver a equação de Schrödinger (veja a p. 
Hamiltoniana é a soma das energias cinéticas e 


., 3YE, t) 
= LT 9 + UWG, 1) = ih x 


Se procurarmos os estados de energia total definida E (estados estacionários), então 
(p. 471) 
iE 


y(r, t) = (e 
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| Feixe incidente 
++—d Direção de 
propagação 
| 
Fig. 14.12 


e a função «(r) deverá agora satisfazer a equação dada. Na o p o 
práticos, a função potencial U(r) ou se anula ou pode ser desprezada fora de certa 
região limitada V.* e . : | 

Os problemas de espalhamento surgem, na prática, da seguinte maneira. Um feixe 
incidente de ondas (ou partículas, na linguagem da mecânica quântica) emerge de uma 
fenda de largura d, ou de uma abertura circular de diâmetro d, como mostra a Fig. 
14.12. Um tal feixe pode ser descrito aproximadamente por 


e(r, t) = Ae ETD, 


onde k é um vetor constantet, chamado de vetor propagação, com componentes reais 
kz, kv, kz, e A uma constante complexa. A parte de p, que depende da posição, cha- 
mada 


y(r) = AiE = Ae? kzztkyy tk) 


satisfaz evidentemente a equação de Helmholtz V?y + k?y = 0, em que k = |k|. Ela 
descreve uma onda que se propaga na direção de k com velocidade c = w/k. Esta 
aproximação de um feixe físico é aceitável para os pontos próximos do eixo do feixe, 
por exemplo, o ponto P, mas não para o ponto Q da Fig. 14.12, desde que a largura da 
fenda seja muito maior do que o comprimento de onda À = 27/k.* Suporemos que esta 
última condição se verifica 

Suponha agora que haja uma heterogeneidade do meio, no caso das ondas clássi- 
cas, ou um potencial localizado devido a um certo campo de forças, no caso das partí- 
culas, tratado na mecânica quântica. A experiência mostra que nosso feixe será distor- 
cido pelo aparecimento de uma onda espalhada, como mostra a Fig. 14.13, que diverge 
do local da heterogeneidade. Suporemos que o tamanho do centro de espalhamento (a 
o de heterogeneidade apreciável do potencial) é pequeno comparado à largura d 

o feixe. 


Observação. O mesmo tipo de fenômeno ocorre quando o centro de espalhamento é representado 
por um obstáculo que é impermeável às ondas, e pode ser tratado pelas mesmas técnicas matemá- 
ticas (veja as p. 636-638). 


= = 
*A funçã ; F 
unção U(r) pode ser desprezada, se tende rapidamente para zero, quando |r| > œ. Um tratamento especial 


é necessário para o potencial de Coulomb i , j 
é » que se comporta como ljr. t 
] p / Para os detalhes matemáticos, veja, po 


tQue não j i itári 
tQ deveria ser confundido com o vetor unitário na direção z. 


No caso i i Ant Pra : 
de um feixe de partículas, tratado pela mecânica quântica, substituímos œ por E/h e identifica- 


mos kh = P com o movimen od Í 
. o as partículas. Para detalhes i ica. 
E ent SS / 5 e es, consulte qualquer texto de mecâni q 1 
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Centro de 
espalhamento 
(região Vo) 
Onda 
espalhada 


| REA 
| 


Como mencionado antes, as soluções de estado constante g(r, t) = y(r)je™', nesta 
situação, implicam que y(r) satisfaz 


Vy + k?y + eumy = 0, 


Fig. 14.13 


onde u(r) é uma função que ou se anula, ou pode, pelo menos, ser desprezada fora de 
uma região limitada Vo. Evidentemente, nos pontos r fora de Vo, a função y(r) deve 
essencialmente satisfazer Vy + kàp = O. Na grande maioria dos casos, o valor de k* é 
o mesmo aplicável na ausência de um centro de espalhamento*. Podemos, então, re- 
presentar convenientemente nossa solução como a soma das ondas incidentes e espa- 
lhadas 


Y = Yin + Y esp , 


tais que, por definição, y deve reduzir-se a Wine, Se O centro de espalhamento for remo- 
vido. Formalmente, isso pode ser descrito por 


Y — Yine como e — 0. 


Os problemas de espalhamento são mais frequentemente tratados em coordenadas es- 
féricas com o eixo z ao longo da direção do feixe e a origem sendo o centro de espa- 
lhamento. Podemos também escolher a onda incidente como tendo convenientemente 


a amplitude 1, de maneira que 


— sikz — „ikr cos 8 
Vine =e =e 4 


Neste ponto, imporemos a restrição adicional de que a função u(r) seja esfericamente 
simétrica, isto é, independente dos ângulos beg. Evidentemente, o problema pos- 
suirá, então, simetria axial em torno do eixo Z € y(r) será uma função somente de r e 
de 9. 

Como (r, 0) deve satisfazer, pelo menos assintoticamente (veja a p. 628), a equa- 
ção de Helmholtz V?y + k?y = O para r grande, podemos decompô-la em uma série do 


tipo (veja a p. 382) 


*O chamado espalhamento elástico em mecânica quântica, onde as partículas conservam energia cinética após 


O espalhamento. 
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yr, 0) ~ 2 NOVATO (r> o), 


onde somente retivemos os termos com m = 0, pois y é independente de œ. Além 
disso, é conveniente exprimir Rr) como uma combinação linear das funções esféricas 


de Hankel (veja a p. 615, de maneira que 
Wr, 0) ~ D [DAS (kr) + Ch (kr) Yro(o) (> o). 
l=0 


A vantagem de usar as funções esféricas de Hankel. em vez das funções esféricas 
de Bessel e de Neumann, é que estamos separando cada função Rdr) em uma parte 
convergente e uma parte divergente (veja a p. 616). Isso é análogo à decomposição 
semelhante da p. 629 para o caso da onda unidimensional, exceto que, em vez de 
termos simétricos e anti-simétricos, temos agora uma série infinita de termos, cada um 
correspondendo a uma harmônica esférica Y,(9). Ainda segundo esta analogia, é mais 
uma vez possível relacionar os coeficientes C, e D, a afirmativas sobre o fluxo de 
potência. Em particular, para ondas acústicas*, podemos fazer as seguintes afirmati- 
vas. 

1. A potência total média irradiada da origem através de uma esfera de raio R grande é 


dada por 


2 œ 

[4 

Pra = "SE (Di? — [Ci 
=0 


Isso se verifica facilmente, usando a expressão para o fluxo de potência da p. 613 e 
integrando sobre uma esfera, com a ajuda da propriedade de ortogonalidade das 


funções Y,(6) (p. 618). 
2. Para os problemas de espalhamento, tempo P « = 0 e, portanto, 


> «Di? — c13 
1=0 


0, 


pois não há potência gerada no centro de espalhamento. 
Decomponhamos agora a onda plana incidente e'** desta maneira. Para este fim 


usaremos a chamada fórmula de Bauer (veja o Capítulo 9, Problema 17) 


[ee] 


e% cot = 3º (21 + Djikr)Picos 0). 


l=0 


Por conseguinte, usando as fórmulas das páginas 382 e 616, podemos escrever 


gitrcosb À S [DAS (kr) + CH (kr) Yi0(0), 
i=0 


onde D', = C', = 4i!V47Q] + 1). Observe que a condição 2 acima se verifica de tal 
maneira que, cada termo em /, se anula separadamente. 

Escrevamos a função Wesp sob a mesma forma. De considerações físicas, exigimos 
que contenha somente ondas divergentes,t de maneira que 


*Propriedades análogas podem ser deduzidas para outros tipos de ondas clássicas, como também para a equa- 
ção de Schrôdinger em mecânica quântica. 
tEm outros, estamos impondo a Wesp à condição de radiação de Sommerfeld (p. 616). 
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o 
Vem ~ Do Ahk) Yio). 
Comparando os coeficientes da relação Y = Yine + Wesp, Obtemos imediatamente* 


CG=Ci=4vV&Q D, Dı = D + Ar. 


mmen faremos uma afirmativa análoga à afirmativa 3 da p. 630: “Se a função 
u(r) for esfericamente simétrica, como já supusemos, então as contribuições a Pio, dos 


termos com 1 diferente, devem anular-se separadamente, exatamente como no caso da 
onda plana, ou seja, 


|D? = |C? 


Podemos demonstrar a validade desta fórmula, usando idéias análogas às dadas na p. 
630. Omitiremos a demonstração. ; 

, Como |D|| = IC] e como C, = C’, = D', segue-se que os números complexos D, e 
D', têm o mesmo módulo e, portanto, podem diferir somente em fase. Podemos então 
escrever 


Res 4,207 
D, = Die y 


introduzindo, desta maneira, as diferenças de fases 8, que são números reais, e em 
termos dos quais podemos exprimir convenientemente a maioria das quantidades de 
interesse em problemas de espalhamento. Em particular, cada termo na série de Wesp da 
p. 634 é chamado a Lésima onda parcial. Sua amplitude A, está relacionada com 6, 
como segue: 


Aı = Dı — Di = Die" — 1) = Djeêisend,. 


Para grande valores de r, a função A; (kr) pode ser substituída por (>i)! + Ieitrikr) 
(veja a p. 615) e Wesp toma a forma 


ikr œ ; ikr 
Pe~ z È e“ sendrv47(2] + 1) Yıo(0) = fg + : 


onda a função de distribuição angular RO) é chamada de amplitude de espalhamento. O 
quadrado de seu módulo 


a(0) = | fc)? 


chamada de seção reta diferencial é uma quantidade diretamente mensurável: Pela 
Fig. 14.13, nas regiões distantes do eixo dos z, somente estará presente a onda espa- 
lhada, e, portanto, o fluxo de potência (ou o fluxo de partículas em mecânica quântica) 
devido a Wesp, que pode ser medido em todos os ângulos 0, exceto aqueles próximos de 
8 = 0 ou 6 = 7.* Seja p(9)dS o fluxo de potência que penetra em um ângulo sólido 


* Devido à independência linear das harmônicas esféricas e das funções esféricas de Hankel. sa 
Em mecânica quântica, onde o valor de | está relacionado com o momento angular da partícula, isso é inter- 
pietini a AOA potencial esfericamente simétrico não espalha partículas fora de seus estados de 
Pa pn akak ds asie mecânica quântica, enviamos o leitor à discussão em Messiah, 
a análise de a 
Quantum Mechanics, Capítulo 10, Seção 4. 
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Es 
= 
E 


E =" 8 RS ado 


0 
l HH] wi 


ma i g Ho 


E = E) 


636 


af os 
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Rute ud 
RS 


Fig. 14.14 


infinitesimal dO (Fig. 14.14). A quantidade p(9) é, portanto, mensurável. Usando 
agora a expressão para o fluxo de potência da onda divergente da P. 614. não é difícil 
ver que o(8) é a razão de p(9) pelo fluxo de potência por unidade de área devido à onda 
incidente e'"*.* Em termos de deslocamentos de fase, temos 


D v4rQl + e” 
1=0 


o(8) = = 


Se integrarmos o(9) sobre todos os ângulos e calcularmos a chamada seção transversal 
total 


g= Í fot) ag = I aT do f, "o(0) seno do, 


Todos os 
ângulos 


obtemos uma fórmula particularmente simples, devido à ortogonalidade dos Y: 
= 3 2 (21+ I)sen?ô = } o. 
I=0 l=0 
A quantidade 


= = QI + Dsen?ô; 


é geralmente chamada de Lésima seção transversal parcial. 
Observação. A chamada seção transversal de espalhamento frontal o(0) não é mensurável, pois 0 


feixe espalhado não pode ser separado do feixe incidente, quando 0 — 0. No entanto, a seção 
transversal de espalhamento total é mensurável, pois o valor de o(0) não afeta a integral, en- 


*Isso é, falando estritamente. a definição de o(8) como uma quantidade física. 


ONDAS, RADIAÇÃO, ESPALHAMENTO al 


quanto o(8) permanecer limitado para 9 + 0. O mesmo é verdadeiro em relação à seção transver- 
sal de espalhamento posterior o(7), embora a última pudesse, em princípio, ser mensurável pelo 
uso de um dispositivo que transmitina livremente ondas se deslocando em uma direção, mas 
registrania as ondas se deslocando na direção oposta. 


útil, quando Os 


Como exemplo, 
cial 


Este tratamento do problema do espalhamento é particularmente 
deslocamentos de fase podem ser obtidos sem grandes dificuldades. 
considere o espalhamento do som de uma esfera sólida de raio a. Ser > 4,0 poten 
de velocidade satisfará a equação de onda 


Ve- -E =0 (>a). 


Na superficie da esfera, o movimento das moléculas de ar não deveria possuir compo- 


nente radial, e temos a condição de contorno 


del o 


ðr | a 


Fazendo g(r, t) = y(r)e™™, obtemos as relações 
Vy +ky=0 (r>a) e | Z| =0 


Além disso, estamos procurando uma solução do tipo 


Y = Yin + Y espo 


onde Yme = eik" cos 8 enquanto que Wesp deve satisfazer a hipótese de radiação. 
À primeira vista, este problema parece diferente do caso discutido acima: Nunca 
aparece uma equação contendo a função u(r). No entanto, pode ser resolvido pelos 


mesmos métodos. Certamente, podemos escrever 
HO = YE, 0) = D [Dh (kr) + ChP NYO C> a) 
l=0 


e fazer uso da mesma espécie de afirmativas sobre D, e Cı, que já fizemos anterior- 


mente; em particular 


onde C', = D', = (i/2)V4r@I + 1). Observamos agora que, se usarmos as condições 
de contorno, 


and o) (2) 
2 3 år(2l + Dle” d Geo) + ah) do (Patai; 
t=0 


podemos imediatamente afirmar que 


a dns (ka) , dh) o q qualquer). 
e n di ARO) 4 E (! qualquer) 
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ada valor de 1), obtemos os deslocamentos de fase, e 


Testas Tea E dades. Por exemplo, para as finalidades de calcular 


seguem-se todas as outras quanti 
o, necessitamos de sen? à. Temos 


1 
sen? ô = 4 — q cos2ô1, 


: (2) 
; d/drhi (kr) 
= 216 = Ske Sen 
cos 2ô, = Ree (d/drhSP(kr)lr=a 
Ora, do, e 
gPa 5k [io + id O) e 
d. .d 
OO 
Portanto, 2 
[À 
cos 281 = cr e í 
ni + ji lz=ka 


4r ji 
o= zl + D- n i 
k2 je + nyle-ta 
e 
4 o 12 
s=ZD 0+1) 
l=0 Ji l lz=ka 


Cálculos numéricos de o exigem tabelas das funções j(x) e ndx). Podemos, no 
entanto, observar que se ka << l, oua << A, então somente o termo com / = 0 


contribui significativamente. Calculando jyka) e n'dka), e conservando o termo líder, 
podemos mostrar que 


c = $ra?°(ka)t (ka & 1). 
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PROBLEMAS 


1. Desejamos deduzir a fórmula de D’ Alembert, por meio da aplicação da transformada de La- 
place em relação ao tempo £. 
a) Mostre que 


+o 
U(x, s) = L{u(x, 1) = Z J. [ww + a] pres g, 
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o Problema 5, Capítulo 12, pode ser útil. 

b) Uma maneira elegante de inverter esta expressão é separar as integrais segundo É < x ou 
é > x e usarmos a mudança de variável (x — £)/c = ++. Deduza a fórmula de D'Alembert 
por meio desta técnica. 

2. O problema que envolve a corda semi-infinita, tratado na Seção 14.5, pode ser igualmente 
resolvido por meio de métodos de transformadas. Que transformada você empregaria? Re- 
solva o problema por uma transformada de sua escolha e mostre que o resultado é idêntico ao 
dado no texto. 

3. Na Seção 14.6, foram dadas fórmulas para o fluxo de potência de ondas sonoras divergentes è 
convergentes. Mostre que se ¢(r, 1) for uma combinação linear de ondas divergentes e conver- 
gentes, 


è ilkr—wt) è —i(kr4+wt) 
e(r, t) =D + C 5 
r 
então 
fe powk 2 2 
Prédio= “2 (DI? — IC yro. 


Em outras palavras, as ondas convergentes e divergentes não interferem. Observe que o resul- 


o está longe de ser óbvio. É ele verdadeiro para o fluxo de potência instantâneo em acús- 

ca? 

4. Considere o análogo bidimensional do Exemplo 1, na Seção 14.6, isto é, a radiação do som de 
um cilindro infinito, descrita por 


1 ðf dp 15% 1% 
(- rabo 


a) Mostre que se ør, 0, t) = 4r, O)e-iut, então 


W(r,0) = (r) = AJo(kr) + BNo(kr). 


b) Estude o comportamento de W(r) para grandes valores de r e forneça um raciocínio que 
conduza à exigência de que y(r) seja proporcional à função de Hankel HoMkr) (veja a p. 
615, nota de rodapé). Mostre que B = Ai e complete o problema calculando A. 

c) Você pode sugerir uma característica geral das ondas divergentes em duas dimensões aná- 


logas à condição de radiação de Sommerfeld? 
5. Considere o campo acústico de fonte pontual, localizado em Fo € emitindo ondas harmônicas 


de fregúência w. 
a) Mostre que o potencial de velocidade satisfaz 
1 ð 
v2 Ce T E 
b) Mostre que o estado constante de um tal campo exige o conhecimento da função de Green 


para a equação de Helmholtz 


VG | ro) + k?G(r | ro) = ôl — ro), 


que satisfaz a condição de radiação de Sommerfeld. A 
c) A função delta tridimensional, em coordenadas esféricas, é 


êle — ro) = a dr — ro) ô(cos 8 — cos 80) ôl — do). 
Usando esta expressão e procurando Gtrlro) sob a forma 


co +l 
G(r | ro) = 2 » Fim(0, $) Yim(80, Po)Rr | ro), 


l=0 m=—i 
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obtenha a equação diferencial para Ráriro) (os Yim estão definidos na p. 617). Resolva a 
equação diferencial e mostre que 


ij nro) (r < ro), 


Rr | ro) = | ser hr) (> ro) 


6. Na função de Green achada no problema precedente, faça ro > 0. 
a) Mostre que R(r|0) = 0 se ! £ 0, enquanto Ra(r|0) = —(1/r)e'*” e deduza que 


b) Dê um raciocínio (veja a técnica usada na Seção 14.7) para mostrar que, em geral, a função 
de Green do último problema é simplesmente 
iklr—ro] 
G(rir)=—-— zT’ 
| 4r |r — rol 
e que a série achada acima deve então ser O desenvolvimento desta função em esféricas 
harmônicas. 
c) Especifique um problema de radiação geral em acústica, que pode ser resolvido por meio da 
função de Green acima. Você pode explicar por que O problema do Exemplo 2 da Seção 
14.6 envolve a mesma G(rlro)? | 
7. Suponha que a onda incidente Yindx) = Ae'tz é espalhada por uma heterogeneidade simétrica 
e2u(x), como está descrito na Seção 14.9. 
a) Mostre que a solução total y pode ser escrita, pelo menos para |x| grande, como 


y = Aeticos (kr + 8) + udes sen(kr + ôa), 


onde ô, e à, são os deslocamentos de fase (p. 631). 
b) Para o caso particular u(x) = B(x) (Seção 14.8), mostre que a expressão acima é exata para 
|x| > a, enquanto que para |x| < a temos o seguinte: 


y = Pcoskir + uQOsenkar (P, Q = const) 


com k? = k + e 

c) Mostre que, se fizermos coincidir y com dyldx em x = a, poderemos então fazer coincidir 
separadamente as partes simétricas € anti-simétricas, e isso fornecerá quase que imediata- 
mente 


k tg (ka + ô) = kı tg kia, 
ki tg (ka + ôa) = k tg kia. 
d) Mostre que, em geral, a seção transversal de espalhamento posterior (coeficiente de refle- 
xão) é dada por 
4-1? 


JA = sen? (ôs — ôa). 


Calcule o-a partir da relação obtida em (c). Sugestão: Não tente achar 8, e a, mas obte- 
nha em primeiro lugar tg(ô, — ŝa), por meio da identidade trigonométrica 
tea-— tg B 
8) = ger tE P, 
1+ tga tg B 


8. Da expressão para Wesp da p. 635, deduza a seguinte fórmula para a amplitude de espalhamento 


Ho: 


tg (a — 


é 
fo) = E 2 I+ (e — 1)P (cos 0). 


ONDAS, RADIAÇÃO, ESPALHAMENTO E 


5 stre O 
Além disso, fazendo 8 = 0 e comparando com uma fórmula semelhante para o, demon 
chamado teorema ótico (ou relação de Bohr-Peieris-Placzek) 


4r 
= ym f0). 
- s 1 i $ a 
9. Considere o espalhamento da onda plana Vino = e't” cu 8, não necessariamente acústica 


5 : = la 
partir da chamada esfera dura, onde a função y = pne + WespSatisfaz Vip + ky =0ese e 
na superfície de esfera r = a. Trate o problema por análise de ondas parciais e mostre qu 


4r jilka) 
= z Utal . 
kz Jilka) + nilka) 


3 ã i = ã versal 
Mostre também que se ka << 1, então somente interessa o termo! = 0 e a seção trans 


total é aproximadamente 
2 
2 [senka 
o E 4ra ( ) . 
ka 
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Métodos de Perturbação 


15.1 INTRODUÇÃO 


Os métodos de perturbação estão entre os métodos de aproximação mais comumente 
usados em problemas provenientes da física matemática. A idéia central por trás de 
tais métodos, dos quais há muitas variedades, é usar uma solução aproximada já exis- 
tente como ponto de partida e achar uma correção para a mesma, melhorando, assim, 
a aproximação. A técnica pode ser usada em uma grande variedade de situações e em 
conjugação, com qualquer um dos métodos descritos nos capítulos precedentes. Como 
nosso primeiro exemplo, seria instrutivo tratar um dos problemas que já resolvemos. 
Consideremos a corda distendida infinita com uma parte finita de densidade um pouco 
diferente (veja a Seção 14.8). As soluções harmônicas do tipo ylu)e'“! são determina- 


das pela equação diferencial 
Ph rh? = 
+ k? + aBC = 0, 


onde k = powilT, a = (pi — powilT e B(x) é a função onda retangular unitária no 
intervalo (—a, +a), em que a densidade p; é um pouco diferente da densidade nos outros 
pontos. A última afirmativa implica que o parâmetro « é pequeno, por exemplo, 
quando comparado com k’, e este fato é vital em todo o ataque pelo método das 
perturbações. Sob estas circunstâncias, é costume dizer que o termo aB(x)y(x) repre- 
senta uma pequena perturbação da equação não-perturbada 


dy 
dx? 


+kyp=0. 


É razoável supor que a solução da equação original-perturbada diferirá muito 
pouco da solução correspondente W(x) da equação não-perturbada. Neste caso parti- 
cular, as soluções da equação não-perturbada são bem conhecidas, e procuraremos 
uma solução y(x), que se reduza à forma particular 


Vol) = Ae"? 
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qua fada «B(x)ytx) se reduz a zero, o que pode ser formalmente conse- 
gui a — 0. Neste espírito, suporemos que a solução procurada é da forma 


VO) = Ae™ + y(x) = yolx) + vil), 
fi a a dd q m 
md W(x) representa uma correção a ser adicionada à solução 


Por enquanto, não fizemos nenhuma aproximação e podemos, em verdade, identi- 
ficar y (x) com a onda espalhada W,,(x) da Seção 14.9. No entanto, não faremos ne- 
nhuma tentativa para calcular y,(x) exatamente, mas apenas aproximadamente. Ob- 
servamos que iy,(x) deve depender do parâmetro a e é, portanto, razoável supor que 
pode ser desenvolvida em série de potências 


Vi) = api(X) + apx) + apal) + er, 


onde OS 1, pz, ... são certas funções independentes de a. Observe que o termo líder 
é proporcional a œ, segundo a exigência de que p(x) > 0 quando a — 0. 

. Ora, se œ for muito pequeno, poderemos, presumivelmente, desprezar as potên- 
cias superiores de a e representar a solução aproximadamente por 


YO) = Yolx) + ag). 


Se substituirmos este resultado na equação diferencial perturbada, seria consistente 
manter os termos de primeira ordem em «, donde resultará a equação aproximada 


Y + ap! + k’po + kapı + aB(xWo = 0. 


Como W satisfaz a equação não-perturbada, temos yo” + kpo = 0 e os termos 
resultantes, todos de primeira ordem em a, fornecem a equação do termo correção 
y(x); por conveniência, voltaremos à notação y, = ag, e usaremos yo = Ae'*r: 


WU + kyi = —aB(e) Aee. 


É agora uma tarefa simples resolver esta equação, e isso pode ser feito por vários 
métodos. Ao fazê-lo, no entanto, deveríamos lembrar-nos de que as condições físicas. 


do problema exigem que Yı satisfaça a condição de radiação, ou seja, 
Ce Tits (x RES 00), 


Vil) ~ Coetz (xo +o). 


Empreguemos o método da função de Green. A função de Green necessária pode 
ser encontrada nas Seções 12.9 e 14.5 e é 
E a 


G(x | E) = i ke-0 (x>b) 
ami 7k e K R 


Do ponto de vista prático estaríamos interessados somente no comportamento assin- 


tótico de p(x), quando x > +°: Portanto, na integral” 
t , 


a devido à função onda retangular, que pode ser agora substituída 


-aa+ 
*A integração estende-se somente de —a à 


pela identidade. 
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yi) = [7 GE | Blade dê, 


usaremos somente, de cada vez, uma das duas formas de G(x|£). Para x —> —º, tere- 
mos 


+a 
Ai =“iktrot) é isen2ka i 
Yi) — E E: per Re dg = A - 2k? e E 


enquanto que para x > +%, 


+a 


O) = Sã ete dp = Ae 


Resumindo, obtivemos a solução aproximada de nosso problema de espalha- 
mento, pelo menos assintoticamente, isto é, quando |x| = =. Explicitamente, 


aisenZka e7 itz 
2k2 


Ae™” + A (x E O), 
TO =" 
Ae? + A = Pi (x > +o). 


Observação. Estas expressões podem realmente ser aplicadas, como aproximações, fora do in- 
tervalo (-a, +a). Como mencionado na p. 624, no entanto, somente será significante a forma 
assintótica da solução, pois todas as quantidades fisicamente mensuráveis são calculadas a partir 
dela. 


Estamos agora em posição de compararmos nossos resultados com a solução 
exata da Seção 14.8. De y(x), teremos as amplitudes de espalhamento anterior e poste- 


rior: 


aisen2ka ~ q Gai 
2% : A4 ani A=? 


A-A 


das quais seguem-se os valores aproximados dos coeficientes de transmissão e de re- 
flexão: 


2 
~ 24 


|4? 


ap set2ka, qon A+ A 
|a]? 


RE 4k4 ZIE 


E, 


Os valores exatos de 4. e de A, são dados pelas quantidades B e A — F, respectiva- 
mente, na p. 624. Desenvolvendo-as em potências de «, podemos demonstrar que 
nossos resultados aproximados são corretos, com exatidão de primeira ordem ema. O 
coeficiente de reflexão será correto com exatidão de segunda ordem em «, que será o 
termo líder. Observe, contudo, que o coeficiente de transmissão não tem exatidão de 
segunda ordem. Mesmo o sinal do termo quadrático em a está patentemente errado: 
como está, viola a lei da conservação da energia, permitindo que a potência transmi- 
tida exceda a potência incidente. 

Não é difícil encontrar a razão para esta característica. Adicionar A a A,, antes 
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do cálculo do quadrado do módulo, tem efeito diferente sobre a aproximação do que O 
observado no caso de A_.* 


Exercício. Efetue o desenvolvimento (em potências de a) dos resultados da p. 625 e verifique as 
observações acima. 


15.2 A APROXIMAÇÃO DE BORN 


Os resultados da seção precedente são um exemplo particular da técnica da perturba- 
ção de primeira ordem para problemas de espalhamento, geralmente conhecida como 
aproximação de Born. Enunciemos formalmente este método. 

Em uma dimensão, o problema é achar uma solução de 


d 
= + k?y + u(x = 0, 


que se reduza a yo = e'*” (amplitude unitária escolhida por conveniência) sempre que a 
perturbação u(x) se reduz a zero. Supomos que a função u(x) é “pequena”, geralmente 
proporcional a algum pequeno parâmetro «, incluído por conveniência na expressão 
de u(x). Supomos também que u(x) se anula fora de um certo intervalo (—a, +a), ou 
seja, pelo menos, desprezível, se |x| > a. 

Supomos, então, que y(x) pode ser escrita como 


VOO) = Vol) + Lil) + pal) + ce, 


onde pix) (k = 1, 2, 3, ...) são funções de mesma ordem de grandeza que a"; devem 
satisfazer a condição de radiação. A aproximação de Born consiste em tomar y = po + 
y, e conservar os termos de primeira ordem em a, na equação diferencial. Como na 
Seção 15.1, obtemos 


dpr/dx? + k?py = —u(x)e™. 


Usando as funções de Green, obtemos as expressões 
; +a 
—ikz ik 
TOE J upe Ede Œ> — o), 
—a 


qa 
p(x) = 5 erf u(t)dg (x—> +œ), 


que representam as correções de primeira ordem desejadas para Volx). Evidentemente, 
estamos tratando das ondas espalhadas frontais e posteriores, e podemos escrever 
imediatamente a seção transversal de espalhamento posterior (veja a Seção 14.9) 


2 


l = RC, 


e- = ga 


+a E 
i u(t)e?™ dt 


que é também o coeficiente de reflexão. Em virtude da discussão da seção anterior, 


e imação de primeira ordem é inadequad: á 
*Em princípio, deveríamos lembrar-nos que uma aproximaç E ATAPA parao cálcio 


de resultados válidos em segunda ordem. 


tOu, talvez, como primeira aproximação de Born (veja a p. 648). 
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esperamos* que ela seja uma aproximação razoável do valor correto, se u(x) for sufi- 


cientemente pequeno. Quanto ao coeficiente de transmissão, podemos usar a relação 
TC = 1 — RC, 


pois um cálculo direto por meio da aproximação de Born é inadequado. 

Problemas de espalhamento em dimensões dois e três podem ser tratados pelo 
mesmo método de ataque. Suponha, por exemplo, que desejamos resolver o problema 
tridimensional dado por 


Vlr) + kyle) + euy = 0 (e? = const), 


em que u(r) é uma função desprezível fora de uma região finita r < a e pode ser 
considerada uma perturbação pequena da equação de Helmholtz. Desejamos uma so- 
lução que se reduza à solução de onda plana 


Yole) = e 
quando a perturbação tender para zero (e? — 0). Como antes, façamos 
y(r) = yole) + y(r), 
onde y,(r) é da mesma ordem de grandeza que e?.t Então y(r) satisfaz 
Vyle) + kyle) = — eue. 


Podemos resolver esta equação com a ajuda da função de Green Gtriro), que satis- 
faz 


V?G(r | ro) + kºG(rlro) = ôl — ro) 


e a condição de radiação, pois y(r) deve ter esta propriedade. Podemos calcular 
Gtrlro), tomando transformadas de Fouriert em relação a todas três coordenadas (a 
técnica é semelhante àquela empregada na Seção 14.7). Seja R =r — ro, então G deve 
ser uma função de R e deve poder ser escrita como 


+0 
1 ; 
G(R seta Ke “ER dK, 
(R) Gon te K 


onde g(K) é a transformada de Fourier tripla de G(R). Também 
+a 
1 . 
5 = —i(K-R) 33 
(R) Or file PK. 


* Deveriamos ter em mente que não foram especificadas condições rigorosas que assegurem a validade do 

Res de aproximação. Como quase todos os métodos de aproximação, a aproximação de Born é usada em 

mica na esperança de que funcionará . As demonstrações de que ele realmente funciona, nos casos práticos 
eoria moderna do espalhamento, são geralmente difíceis e não se encontram com facilidade. 

? Uma condição razoável para isso é que k? >> max |eut(r)]. 

*Para outras maneiras de obter G(rlr,), veja os Problemas 5 e 6 do Capítulo 14. 
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Substituindo na E DP, obtemos 
sake 
(V27)? 


+o 
N l e "ER 
o = y J|] i eK 


E agora conveniente calcular esta integral em coordenadas esféricas no espaço K 
e efetuar, em primeiro lugar, a integração em relação aos ângulos. Se o eixo polar 
estiver situado na direção R, teremos 


2r r 
do | —iKR cos 0 = senkR, 
I $ é seno do RR 


(—K? + Kg(k) = 


de maneira que 


de maneira que 


1 [CsenkR K?dK 
oR = js |, KR (k— K?) 


Como o integrando é uma função par, podemos estender a integração ao intervalo 
(—-», +œ) e escrever 


dns sa a (CER — KR dK 
> BmRil. KFOR- K) 


escrevendo também sen KR em termos de funções exponenciais. A integral pode ser 
calculada pelo cálculo dos resíduos, mas devemos especificar o tratamento dos pólos 
em K + k. É evidente que G(R) conterá, em princípio, fatores citf ou e`ikR, pois os 
resíduos contribuirão com tais fatores. No entanto, somente os termos com e'*2 satis- 
farão a condição de radiação de Sommerfeld (p. 616).* Por conseguinte, o caminho de 
integração deve ser escolhido de tal maneira que somente os termos com e“? ocorram. 


O caminho está mostrado na Fig. 15.1. 
Im Plano K 


K= +k 


Re 


K= —k 
Fig. 15.1 
Com efeito. como R > 0, o contorno para a primeira parte da integral com eitR 


deve ser fechado por cima, fornecendo 


+o err dK . ep 
ge Es Dl e 
T. (K + KKK — k) 2k 


enquanto que a segunda parte com e-'*R deve ser fechada por baixo, fornecendo 


rr aa E Pi : i tkr quando R = Ir — 
*Uma maneira fácil de ver isso é observar que e!** é praticamente igual a e”, q R = |r — ro é grande, 
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a ETERRAK vi ECH, 
o KFK -k) “(CH 
Combinando estes resultados, obtemos 
ikR 
- ikR bRO Er 
G(R) = — gmaRi {rie + nie = — GR 
ou, explicitamente, 
| eitlt-ro! 


Podemos agora escrever a expressão para y(r): 


yı) = l ff Es Eu(roe O fr 
j 4r r — rol £ a 


onde d?r, é o elemento de volume no espaço da variável de integração ro (veja a p. 
621). Esta expressão representa a aproximação de Born para a onda espalhada Wesp(F). 
É costume fazer mais aproximações na integral acima, mas não as apresentaremos 
aqui.* 


Observação. O processo empregado acima para calcular a aproximação de Born pode também ser 
usado para obter correções adicionais dos resultados já encontrados. E desta maneira que surgem 
as chamadas aproximações de Born de ordem superior, como a segunda aproximação de Born. 


15.3 PERTURBAÇÃO DE PROBLEMAS DE AUTOVALORES 


As idéias dos métodos de perturbação podem também ser aplicadas a problemas de 
autovalores, ou seja, problemas do tipo 


Ly = My, 
ou, ainda, mais geralmente, do tipo 


Ly = ARY, 


em que £ e Q são certos operadores lineares e y é um vetor do espaço linear corres- 
pondente. Por exemplo, £ e R podem ser operadores diferenciais (ordinários ou par- 
ciais) e y pode ser uma função de uma ou de mais variáveis, ou £ e Q podem ser 
matrizes N x. N e y pode ser um vetor coluna, etc. 

Como uma introdução, considere o problema já familiar (Seções 11.7 e 13.9) da 
corda distendida de comprimento L e massa m em seu ponto médio. Reduz-se à solu- 


ção da equação 
dy — 2 m 2 w2p 
do 7 —k1 + px (x) | y (x = 22) . 


Esta é uma equação do segundo tipo mencionado acima, com 


seas podem ser encontrados em muitos textos de mecânica quântica, por exemplo, Dicke e Wittke, 
eção 16.2. 
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£= d’ldx? Q= 1 + (mip) 8x) e à = —kè?. 


Suponhamos que a massa m é suficientemente pequena, de maneira que a solução 


verdadeira Yala) cos autovalores verdadeiros A, = —k? sejam próximos das soluções 
não-perturbadas y,” (x) e dos autovalores Xº-, que satisfazem 
dy sta 
Adi ÁS ) 0) . io 
o o An Yn (mais as condições de contorno). 


A + *0) A 
Estas funções ) _ representam os modos normais de uma corda homogênea de com- 
primento L (Seção 8.2). Se a origem for o ponto médio da corda, serão explicitamente 


Ni cos TE (a = impar 
F = impar 
VP) = L KO = — nr? A 
ntx E L? 
[pe a =m 


Suporemos agora que as funções características desconhecidas y,(x) e os autova- 
lores A, podem ser desenvolvidos em potências do parâmetro œ = mlpL:* 


0 
IO) = 0) + io) + aP H 
Ñz SÊ AL» + AD + CN? + oras 
Limitemo-nos aos termos de primeira ordem em a e escrevamos, por simplici- 


dade, ayt? (x) = N(x) e aN} = Ah,. Introduzindo isso na equação diferencial, temos 


O + mi SNO H AML + al? 500) + aL AM, CIDA? + na). 


Para sermos consistentes, reteremos nesta equação somente os termos de primeira 
ordem em a e escreveremos 


O” A e MOYO + Ama + POL BO)? + Ah. 


Em virtude de y®” = N? yP , esta equação reduz-se a 


nt! — NO mn E AP aL SC) + Anya- 


Parece agora que teremos dificuldade, pois necessitamos tanto de m,(x) quanto de 
At. No entanto, podemos aproveitar-nos do fato de que £ = dº/dx* é um operador 
auto-adjunto no espaço das funções que se anulam em x = +L/2 (veja a Seção 9.4) 


+Li2 
2 0944 
HEIR OC) dx = f an (0) dx, 

—L/|2 —L|2 
não importando o que seja n(x), desde que se anule em x = +L/2, como deveria. 
Portanto, se multiplicarmos nossa equação por yh (x) e integrarmos de (—L/2, + L/2), 
e usarmos y” = AP yP, obteremos 


LI2 +L/2 
0 PaL STS BDP dx + AM fa DPOF dx. 


r i i é uma quantidade sem dimensão. 
Uma escolha conveniente, pois « € q dentes, onde somente estava envolvida a correção da função 


+Diferentemente dos casos das Seções prece 
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Como as funções características não-perturbadas y% (x) foram normalizadas, isso 
reduz-se a 
2m nêr? (n = ímpar) 
AM E Aa ON? = (pl L pagg 
0 (n = par). 


Os autovalores perturbados são, então, dados aproximadamente por 


— n'r” 1— zm (n = ímpar) 
An S AW F Adn = E pL iii 
n — n n nr? 
Tz (n = par). 


Como já analisamos a solução exata deste problema (Seção 11.7), vale a pena 


compará-la com o resultado obtido pelo método das perturbações. 
Para n par, os autovalores exatos são À, = — n2m/L?, também obtidos acima. Para 


n ímpar, os autovalores exatos são determinados de 

y tg y= 1/a, 
onde à = —4y7?°/L? e a = mlpL. Para verificar o resultado pelo método das perturba- 
ções, é conveniente reescrever esta equação como sendo 

cotg Y = aY, 
e procurar uma solução aproximada, de primeira ordem em a, como 
Yn = nm/2 + a.f 
Para n ímpar teremos, em geral, cotg (nx/2 + a¢) = —tg(ag): em primeira ordem em g, 
isso é igual a —aé, de maneira que 
—at E a(nr/2 + af). 

+ q). É prudente manter este resultado dentro da 


Resolvendo, obtemos é = —n7/2(] 
ordem mais baixa em a, ou seja, é = —n7/2, pois supusemos que É é uma constante. 


Então, yn = (nm/2X1 — a) e 
Bo nr Cê, 2m 
m=—-p&- q U-Z)=- a loo) 


exatamente como foi predito pela teoria da perturbação de primeira ordem. 
Não estudaremos mais este problema, por exemplo, calculando n,. Em vez disso, 
formulemos alguns princípios gerais da teoria da perturbação para os problemas de 


autovalores. 


15.4 TEORIA DA RAYLEIGH-SCHRÓDINGER DE PRIMEIRA ORDEM 


Consideremos o problema de autovalores do tipo 


(+ WM = N, 


tyn = nm/2 é a solução exata, se a = 0. 


s 
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em que x e W são operadores lineares hermitianos e W pode ser considerado como 
uma perturbação de JC. por exemplo W =a'W/onde a é um pequeno parâmetro. supo: 
i remos que estamos trabalhando no espaço linear complexo.* a 
Suponha que possuímos informação completa sobre a solução do problema não 
perturbado 


(0 
P = PD, 


que é não-degenerado, isto é, todos os autovalores A® são distintos. Esta condição È 
de importância primordial na teoria da perturbação. , 

Voltando ao problema perturbado, é razoável supor que suas funções característi- 
cas e seus autovalores diferem apenas ligeiramente dos valores não-perturbados. Além 
disso. podemos representar por y, e A, aquele par característico? de IC + W, que se 
reduz a Y” eN? . quando a — 0. Se nos limitarmos a termos de primeira ordem em 
a. poderemos então escrever, aproximadamente. 


neo HP, ne? N. 


Substituindo estas expressões na equação (30 + W )y, = Anyn retendo os termos de 
primeira ordem em a, obtemos 


ID + WD = APD + NY. 


Neste ponto, vale a pena perceber que não especificamos a natureza exata de 
nossos operadores e de nossa y. Nosso problema pode ser uma equação diferencial 
com y sendo funções que satisfazem as condições de contorno, e formando, portanto, 
um espaço linear. O problema pode ser igualmente uma equação matricial vetorial, 
com y sendo vetores colunas de dimensão N e a JK e W sendo matrizes N x N. São 
também possíveis vetores e matrizes de dimensão infinita e sabemos, do Capítulo 11, 
que isso pode ser realmente equivalente ao caso das equações diferenciais. 

Não faz realmente diferença qual destes casos se nos depara. Podemos sempre 
realizar uma operação comum a todas estas situações, ou seja, tomamos o produto 
interno de nossas equações com o vetor yp . Na notação das Seções 10.6 e 11.1, 


escrevemos 


q sp) + OU) = NO, VE) + APUD, VU), 


e fica convencionado que se y for função de x em (a, b), então 


O, 0/60) = [ VD OPEN ds, ee. 


Alternativamente. se y forem N-uplas colunas, então 
600 D 
(o, sw) = Ya Mn» etc., 


onde 3€ é agora uma matriz hermitiana N x Ney?t é um vetor linha. 


Qualquer que seja o caso, devemos ter 


O, P) = (OU, VR) = A Va Va) 


*Muitos destes problemas surgem em mecânica quântica, e estamos usando a notação usual da mecânica quân- 


iltaniano não-perturbado. 
tica, por exemplo, JC representa 0 Hamiltaniano do jo correspondente 


tUm par característico é a função caracter 
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pois X é hermitiana. Além disso, é costume simplificar a notação escrevendo 


Vo, wy) = Wan, 


esperado do operador W para o vetor indexado por 


e chamando este número de valor 
bados, pois, na teoria da perturba- 


n:* conhecemos tacitamente os vetores não-pertur! 
ção, eles são os conhecidos. 

Todos estes resultados, juntamente com a hipótese de que 
dos, de maneira que (Y , yp ) = 1, fornecem a fórmula fundamental 


(9 estão normaliza- 


a) — 
An = Wann, 


que fornece a correção de primeira ordem do autovalor não-perturbado. 

Resta calcular as correções de primeira ordem dos autovetores não-perturbados. 
Com esta finalidade, faremos a hipótese de que o conjunto dos autovetores não- 
perturbados é completo. Em outras palavras, pode servir de base para nosso espaço 
linear e y!”' pode ser escrito como uma superposição linear de autovetores não- 


perturbados: 1 


1 1); (0 
yP = Devo, 


m 


a do espaço linear. Substitua 


a soma sendo finita ou infinita, dependendo da naturez 
vw mas tal que 


isso em nossa equação (p. 651) e faça o produto interno com um vetor y 
Į + n (já usamos o produto interno com y? ). Então, 


T CREP, si) + UU, WO) = NOT CRUD, y) + NU, Vi 


Como os autovalores são não-degenerados, os autovetores y% são ortogonais 
entre si, de maneira que 


VV) = dm WO )=0 tpois E e); 


(O, e) = APD, im) = Na Òm 
Isso reduz nossa equação à forma 
CONS + O, WO) = APC In). 


A quantidade Wp = (YP 4+Wyi) é chamada de elemento matricial do operador W 
entre os vetores* indexados por | e porn. Achando CY, obtemos 


CD = Win 

n 
0 0 
n — MM É 


In). 


*Em mecânica quântica, usa-se comumente o termo estado em vez de vetor. 
tÉ essencialmente neste ponto que principia a técnica de Rayleigh-Schródinger. Ela combina o método do 
desenvolvimento em funções características de problemas de equações diferenciais com conceitos de perturba- 
ções. 

+entre os estados ...'' na linguagem da mecânica quântica. 
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Esta fórmula determina todos os coeficientes no termo de correção YP , exceto um, 
ou seja. o coeficiente C,', . Para obter alguma informação sobre CY) , usaremos uma 
condição adicional. Exigiremos que nossos autovetores aproximados P= + wa? 
sejam normalizados, pelo menos em primeira ordem. 

Em geral, se tomarmos o produto interno de Wm € Pn, teremos então 


Cn Wn) E (ms W) + U, VAD) + U, V), 


conservando somente os termos de primeira ordem. Se m £ n, então (Y®, WO) =0e 
os dois termos restantes se reduzirão a Cim + CM, (veja a p. 438), que se anulam 
devido à fórmula para Cnm e devido ao fato de que para W hermitiano 


Wam = WO, WD) = (WO, p) = (O, WO) = Wan 


Por conseguinte, os autovetores perturbados permanecem ortogonais entre si. Se fi- 
zermos m = n È exigirmos que (Yn, Wa) = 1 nossa aproximação, então obteremos a 
seguinte condição sobre Cj, 


1 1 
nn + Chin = 0. 


Se estivermos lidando com espaços reais, esta condição exigirá imediatamente que 
mm = 0. Se o espaço for complexo, podemos dizer somente que Re Ci) = 0, 
enquanto que Im Ci), permanece indeterminado. 

Neste ponto, faz-se mister uma observação importante. Um autovetor complexo, 
mesmo de módulo unitário. não é de nenhuma maneira único, pois pode ainda ser 
multiplicado por um fator de fase e” com fase real y arbitrária. Se escolhermos arbitra- 
riamente. como C,'? , um certo número imaginário puro C!) = ið, onde ô é real e de 
primeira ordem, então o autovetor perturbado será 


Ya Evo DI + DO Comb. 
man 


No entanto, isso pode ser simplesmente interpretado como se o vetor não-perturbado 
v,'º” tenha sido pré-multiplicado por e’. Com efeito, podemos escrever, em primeira 


ordem 
7 0 by (0) 
iô (0) = AS ) iô y z 


pre aceitar e?pt? , em vez de Yp , como sendo o vetor 


É evidente que podemos sem ; aa $ 
le à escolha de C, = 0, na teoria da perturba- 


original não-perturbado, e isso equiva 
ção de primeira ordem. 
iy, podemos salientar que sempre que forem usados espaços 


as quantidades fisicamente mensuráveis serão do tipo 
ão afetadas pelo fator de fase. 


Observação. Sobre o fator de fase e”. 
complexos. como na mecânica quântica, 
(ib. Gy), onde Q é um operador. Elas não s 


ndulos acoplados (Fig. 15.2), tratado nas Se- 


Exemplo i: É roblema dos pê as 
mplo 1. Considere © p urbado por uma mola adicional fraca. Por 


ções 10.1 e 10.2, mas que agora é pert 
“fraca” queremos dizer que 


k «k 


k' < mg/L. 
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Mola forte Mola fraca 


Fig. 15.2 


Em termos de 9, e d 6», a energia potencial do sistema será dada por 


2 1r 292. 

V = ImgL62 + ImgLo) + 4kL?(0, — 02) + 3k'L 03; 
amgLV 2m8 2 

Energia potencial não-perturbada Perturbação 


compare isso com a p. 410. O problema não-perturbado é resolvido pela diagonaliza- 


ção da forma quadrática da energia potencial não-perturbada 


L kÉ p 
Vo = ("sE + z5) 6 + (g + g^ 03 — kL’092, 


ou, o que é equivalente, pela diagonalização da matriz 


mgL | KI kL? 
2 
Vo = 


Isso foi conseguido mudando da base 9,8, para as coordenadas normais 


1 1 
y = A” + 82), Ya = A (— 84 + 02), 


(veja a p. 413 e também a p. 451 et se ; i i 

; q.). Podemos agora ex E 
perturbada verdadeira em termos de y, € yp, como emo Sp 
L, WI? L? 2 
V = (z 2 mgL 2 kL 2 k'L 


o n ; 
Y AA Ee a agora ser enunciado como segue: Devemos achar os autovalores 
es do operador ÙU =UVg +W, onde Uo e W são representados pelas 


matrizes 
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e W pode ser considerado como uma pequena perturbação de Vo. Nessa representa- 
ção. os autovalores não-perturbados são simplesmente os elementos diagonais deUo: 


L 
NO = mg 


3 (0) _ mgL 2 
2 A2 = 2 + kL , 


relacionados com as frequências normais por À = (mL?/2)w?. Os autovetores não- 
perturbados são os vetores da base (1,0) e (0,1). 
Ora. pela teoria da perturbação de primeira ordem, os autovetores perturbados 


são dados aproximadamente por 


MEM? + Wu, MEN? + Was. 


Em nossa representação W,, e Wa são exatamente os elementos diagonais da matriz 
W, e estas fórmulas fornecem os valores 


ME dmgl + KI, Ma EmglL+ kL? + WI? 


As correções aos autovetores são também facilmente calculadas: 


CD = Wa AKI? 2K, 
ass, AO — 4? ~ (kL?) 4k 
-W iK’ L? k' 
D  T12 2 4tl= Sia 
Cri = NO — NO kL2 T ak 
2 l 


Os novos autovetores são, então, dados por (1, —k'l4k) e (k l4k, 1). Estes vetores 
são ortogonais entre si, enquanto que seu desvio da normalização aparece somente na 


segunda ordem. . ) 
Sem dúvida. o problema é facilmente resolvido, exatamente, com o resultado 


= UmgL + kL’ + 2k'L?) + HI + EK. 


A1,2 = 
Se desenvolvermos esta expressão em potências de k'/k e retivermos somente os ter- 
mos de primeira ordem, os resultados obtidos pelo método das perturbações se verifi- 
carão facilmente. 


Exercício. Efetue o desenvolvimento indicado acima e compare com os resultados da teoria da 
Perturbação. 


15.5 A TEORIA DE SEGUNDA ORDEM NÃO-DEGENERADA 


alguma razão, OS resultados fornecidos pela teoria 
e primeira ordem não são suficientemente exatos. Em tais casos, torna-se necessário 


i de ordens superiores. 
considera bes de segunda ordem ou i : 
Ed rob lema geral de estendermos os cálculos das perturbações a 


“Acontece frequentemente que, por 
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ordens superiores. Insistiremos ainda firmemente na condição de que os autovalores 
não-perturbados sejam não-degenerados. Como antes. procuramos as soluções do 


problema 
(JC + Wn = AnYn, 


onde W pode ser considerado como uma pequena perturbação de K - Por conveniên- 

cia, podemos considerar W como proporcional a um pequeno parâmetro « (ou seja, 
i - a 19G Æ 

W = a W’) e suporemos que A, € Y, podem ser desenvolvidos em potências de a*. Por 


conseguinte. escrevemos 
0) d) (2) cê a 
An EAO HAPAA e, mah Yo ta tiio 


onde X}? ey” são de k-ésima ordem. isto é, proporcionais a a*. Substituindo isso em 
nossa equação 

o co co E 
CHEN W, 
k=0 j=0 


k=0 


e separando as várias ordens de grandeza, teremos 


ordem zero: KYY = MOYO; 


x a 0). 
primeira ordem: KYP + WYP = gd H NO 
23, (0 
segunda ordem: sy? + WYP = MOP + ADD + YO, 
2 0 
terceira ordem: KYE + WYP = NY + ADE? + PD + AÊ, etc. 


A idéia agora é formar o produto interno destas equações com os vetores não- 
perturbados Ņ‘® e usar os resultados da ordem (k — 1) para calcular os de ordem A. 
Este programa será efetivamente realizado somente para a segunda ordem. 

Começando com a equação de ordem zero. vemos que está trivialmente satisfeita. 
A equação de primeira ordem é exatamente a mesma da seção precedente. Efetuando 


as mesmas operações que antes, temos ainda as fórmulas 


emo Dom 
n = nn» nm = (0) (0) 
An a Am 


(m = n). 

No entanto. devemos rever as afirmativas feitas sobre os C,» . pois estes eram limita- 
dos a aproximações de primeira ordem. Se desejarmos utilizar uma condição de nor- 
malização de segunda ordem, deveremos primeiro investigar as correções de segunda 


ordem. 
Construímos o produto interno da equação de segunda ordem com y® ; usamos O 


fato de que X é hermitiano e que é y!” normalizado. ou seja 
(0) (2) 09/10) (2 [o 0 
(U KAR) = AWD) e VP, y=] 
para obter 
(0) a 1 0 
(Was WER) = Ar (Was Wa) + AR. 


*Efetivamente, estamos supondo que A, e as coordenadas dos vetores Y, são funções analíticas da variável a. 
pelo menos dentro de um certo círculo de convergência em torno da origem do plano complexo æ. Esta é uma 
hipótese razoável, mesmo se esperarmos que ela não funcione para [a] suficientemente grande. 
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Além disso. usamos o desenvolvimento qi” = Em C, y'® e o resultado de primeira 


ordem An" = Wan para transformar esta relação em 
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1 1 2 
2 WamCim = WanCin + NS É 
Observe que os termos contendo CH}, se cancelam, e a equação fornece 


No D MmCim 


man 
ou. explicitamente, 


, Wam Wmn 5 


A = 
man AO — no 


onde fica convencionado que a soma é tomada sobre todos os valores de m, exceto 


param = n. 
Atacando agora o cálculo de y‘? , também o desenvolvemos em função dos auto- 
vetores não-perturbados 


2 
M =D Combi. 


m 


Substituindo isso na equação de segunda ordem, juntamente com o desenvolvi- 
mento de WS” . como na seção precedente, e construindo o produto interno com o 


vetor, 4” , onde | | n, obtemos 


Dr? 1 O2 DAI 
OCR + DD Wm = PCR + DCI. 
m 


œ ainda está indeterminado, separamos este termo na soma sobre m; usamos 


Como CW, 
as fórmulas de primeira ordem para obter 
Cc? = Wim DA WimWmn WaWa 
HO MO aP mn (NO — PaP RD aP — NY 


não ficam completamente determinados antes de acharmos CH, . 
eterminado. Isso é tudo o que podemos obter, até se- 


| de autovalores. 


Vemos que os CW? 
Também, C), permanece ind 


gunda ordem, da equação origina À Rio 
Voltamo-nos agora para problemas de ortogonalidade e de normalização. Se for- 


marmos, em geral, o produto interno de Wm € de Yn, como representado pela série Ym = 
Lys? , obteremos termos de diferentes ordens na expressão de (Ym, W), como segue 


ordem zero: (WO? Wo); a 
DD O. 

primeira ordem: L, AD) + Wn, G ); j 
1) ) (2) {0 

segunda ordem: WO, We) + (VD, VD) + (Wa, VD), ete. 


Exijamos que (Ym, Yn) = 8mm: Como o termo de ordem zero já fornece 


(o, vo) = ômn 
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segue-se que os termos de qualquer ordem dada devem anular-se identicamente, e não 
faz diferença sem # n oum =n. Por nossos desenvolvimentos 


(1) (0) 
yP E +. am mos 


m 


a equação de primeira ordem fornece imediatamente 


na) + Cc” =0 (m, n quaisquer). 
Se m + n, esta relação se satisfaz automaticamente; se m = M, obtemos Re Ci =0 


como condição. 
De maneira semelhante, a equação de segunda ordem exige 


R+ CA +=. 
l 


Se usarmos nossas expressões para Cr'm € C2, , é possível mostrar que esta relação 
w - Para o caso m = n, obtemos, no 


é satisfeita para m + n, não interessa qual seja Chn 
entanto, a condição 


Re CR = -5 Ics". 
RATAU em 


Como na teoria de primeira ordem (p. 654). podemos considerar O vetor € Wn» 
vez de y!” , como autovetor não-perturbado. Temos 


2 
iY (0) 0 O Y o 
EO = Ori — a oo 


E evidente que, se fizermos y = ImCP, + ImC?, , podemos incorporar as partes 
imaginárias de Ci, e Ci no fator de fase arbitrário e. Isso é equivalente a escolher 
Im C!? = Im CË = 0 nos cálculos das perturbações. 


na 


Por conseguinte, podemos reunir os resultados da teoria de segunda ordem no 
seguinte conjunto de fórmulas: 


D D - D Wan 
An q Wan, nn — 0, nm — 0 (m E n), 
O — O 
n m 


(2) — WamWmn (29) — 1 (1)|2 
An = 2 (0) (0) 2 Can = -45 [Cr 3 
mn An Ei Am m 


c2 = 3. Wmi Win Wan Wan 


(O (OyO) n qnt Cm = n): 
fra (O A — NO) A Aw) 
Observação. Este tipo de análise pode ser levado a ordens mais altas. Na prática, no entanto, à 
maor parte dos cálculos se limita à primeira e segunda ordens. Além das complexidades compu- 
a E é mi se os resultados de segunda ordem não forem suficientemente exatos, 

idade geral (convergência) da série perturbada veja no é á 
a oa p (vej ta de rodapé da p. 656) ficarå 


Exemplo. Tratamento perturbacional do potencial de Morse. Considere uma molécula 
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constituída de dois átomos de massas M, e M,. Sob certas circunstâncias,* uma 
tal molécula pode ser considerada como um sistema de duas partículas movendo- 
se sob a influência de forças interatômicas. Além disso, o chamado problema dos 
dois corpos é redutívelt ao movimento de uma única partícula de massa reduzida 
M = MMHM, + M2), movendo-se no campo de um certo potencial U(r). Consequen- 
temente, Os estados estacionários (veja a p. 473) da molécula são descritos pela equa- 
ção de Schrödinger 


A? 
= zm WHO + Uewe) = Epe). 


i Foi proposto por Morse* que, para várias moléculas diatômicas, a função poten- 
cial fosse representada pela fórmula 


U(r) = U(r) = Ugle? roa Ze 1 —ro)la] 
? 
onde r= |r] e Uo, a e ro fossem constantes. Esta função está representada na Fig. 15.3. 
Limitar-nos-emos ao movimento unidimensional, que corresponde a vibrações 
puras da molécula e, por conveniência, transferiremos a origem, na Fig. 15.3, ao 
“fundo” do poço de potencial 
E=r—ro V= UAU, 


de maneira que a equação de Schródinger será 


nº dE 
- a Ce + VOO = EVA, 
com 
V(£) = Uo[l + ela — de-kla), 
Ur) 
r 
Uo 
ro—> 
Fig. 15.3 
ON ana m cada átomo forem pouco afetadas pelo movimento dos núcleos e o 


"Ou seja, se as "órbitas" eletrônicas e 

atomo se mover como um todo”. 

tConsulte, por exemplo, Schiff, Quantum Mech C 
Veja, por exemplo, Schiff, Quantum Mechanics. Cal 


anics, Capítulo 4. Seção 16. 
pítulo 11, Seção 40. 
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Desenvolva agora V(é) em potências de é: 


t V(£) pode ser substituído pelo termo líder Uila’. 
or harmônico (Veja a Seção 11.3). Resultados 
adicionais no desenvolvimento. Limi- 
tratamentos como perturbações do pro- 
3, é conveniente fazer ë = ax com 


Como uma primeira aproximação, 
reduzindo o problema ao de um oscilad 
mais exatos são obtidos incluindo termos 
tar-nos-emos a termos contendo ¿E e ét, eos 
blema do oscilador harmônico. Pela Seção 11 
o = (h?a?[2Mu,o)"* e reduzir a equação à forma 


dy 2 3 4, — 
rd Arad di 


onde A = ala, B = —7/12(&?la?) e ` = —2Elh Vuo Ma. 

Os autovalores não-perturbados são dados por * À = —(2n + 1), correspondentes 
às energias E = ho(n + 1/2), onde w = Vuol Ma”. A teoria da perturbação de primeira 
ordem fornece a seguinte correção para À 


o) 3 4 
A = (Vn, Ax Yn) + (Vas Bx Yn), 
onde Wy, é a n-ésima função característica normalizada do oscilador harmônico. Os 
produtos internos são agora representados por integrais, por exemplo 


Wa, AX Yn) = A | Pa Yn) dx, etc. 


É verdade agora que (Yn, Ax°Ų,) é identicamente zero, pois xë é ímpar e W, = Vs 
é par; os y, São reais no nosso caso. Portanto. somente o termo (Yn. Bx'b,) fornecerá 
uma correção de primeira ordem a À, e ela será proporcional a a*/a*. No entanto. O 
mesmo fator &?/a? surgirá na correção de segunda ordem devida ao termo Ax? e não 
podemos ignorá-la se desejarmos ser consistentes. Este é um exemplo onde a segunda 
teoria de segunda ordem tem que ser usada.” 

Deveria agora ser evidente que nosso 
matriciais 


trabalho básico é calcular os elementos 


(Ym, x’Yn) = (A) pena e (Vm, x Ya) = (X Yna: 


Isso pode ser feito de várias maneiras. Por exemplo, podemos lembrar-nos (Seção 
11.3) que 


PHS, 
(Vr 2 nt)? 


onde H,(x) é o n-ésimo polinômio de Hermite. Os polinômios de H,(x) satisfazem a 


Yn(x) E 


tNo contexto clássico, isso corresponde a pequenos deslocamentos dos átomos, a partir de sua separação de 

equilíbrio em r = ro. 

‘Seguimos aqui a notação deste capítulo, de maneira que nosso À tem sinal diferente do usado no Capítulo 11. 
Pode-se veriticar que isto é devido ao fato de que a perturbação não é do tipo W = aW’ mas sim do tipo 

W= aW’ a W” onde « é um pequeno parâmetro. 
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fórmula de recorrência 
xH,(x) = nHa (x) + Hn) (0 1) 


A aplicação múltipla desta fórmula fornece imediatamentet 
2 
x? Hn = n(n — 1n — DH 3+ T Hna + +D hya + 4H43- 


Em virtude da ortogonalidade dos W, os coeficientes matriciais de x? são agora obtidos 
de maneira simples; como exemplo, obtemos 


+% 


(Yn—as Ya) =f e Cn ala) e nln — Dn = 2)Hn 3) dx 
— (Vr 2"n — 32)? (Vr nt)? 
= Vn(n— Dn — 2)/⁄8, 


ajustando as constantes e usando fis (Wa - 3} dx = 1. Os elementos matriciais (X*)mn 
podem ser obtidos de maneira semelhante. 
Um método alternativo está baseado no fato de que os elementos matriciais 


Wms Ya) = (Van = [7 Yin Dyno) dx 


são exatamente os elementos da matriz X, exibida na p. 481. Os elementos matriciais 
(Xº) mn são exatamente os elementos da matriz X°, obtida da matriz X, de acordo com 


as regras usuais da multiplicação matricial. 
Ainda um outro processo pode ser baseado na álgebra dos operadores G+ e 


G.., definida na Seção 11.4. Eles têm as propriedades 
Gan = V2n + Dyn GY = V2nyn- (ouo vetor zero, sen = 0) 
e estão relacionados com o operador X por meio de 
x = HG, + SG). 
Podemos agora escrever g3em função deG,eG.: 
x? = HG? + SS + 9-94 + S9+ + S48- + 3484 + 8-949- + SŽ). 
se, por inspeção, desta expressão. Supo- 


3pn):* devido à ortogonalidade dos W,, 
uma vez, contribuirão, fornecendo 


isa 3 
Todos os elementos matriciais de X` seguem- 
nha. por exemplo. que desejamos (br + 1X 
somente os termos contendo duas vezes G+, € G- 


(Vas, Ly) = Warm G49-S+Yn) + inti G-94Yn) + Entis SiS Ya) 


= 426 + DE + 42 + Div2a + DP 
+ 4vMP Va + D = vn + ISA. 


pn SÊ O dm i 
tVeja o Problema 4, no Capítulo 11. Esta fórmula pode ser igualmente e para n =0,1,2,coma convenção 
usual de omitirmos os termos H 60). H ale), H lx); compare Eon E E ; 3 
*Por consistência de notação, trate Yn como um vetor abstrato sujeito ao operador abstrato Q$ 
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Desta maneira, obtemos também 
Wna, CY) = Vin + Da +20 + 3)/8, Wn- Yn) = V9n3/8, 
(Wn—3, XYn) = Vn(n — Dn — 2)/8. 


DAR: £ 4 E 
Estes são os únicos elementos não-nulos de X? Os elementos de X* podem ser calcu- 
lados de maneira análoga; limitar-nos-emos ao único que usaremos 


(Vas CY) = (X an = 30 + 2n(n + DJ. 


Calculemos as correções dos autovalores. O termo Ax? fornecerá uma correção de 
segunda ordem igual a 
4 ant Da +23) gn + D? 
=a + 1) + [2n +3) +1] (2a + 1)+ BPa + 1)+ l] 
gn? in(n — Dn — 2) 


tr} D+2a- DEN a+ Fa DE 


mostrando a origem de cada termo. Após a álgebra necessária, isso se reduz a 


A? 302n + 30n + 11 , 
16 


e deveria ser combinado com a correção de primeira ordem., fornecida por Bx*. que é 
B$Qnº + 2n + 1). 
Usando B = —7/12A? e simplificando, obtemos 


2 
lp E HU Bgn? + 2n + 1) = A+), 


de maneira que o autovalor corrigido será À = —(2n + 1) + AXn + 1/2), que fornecerá 
os níveis de energia para a molécula: ; 


E = huo(n + 3) — (1/4U ohon + 3). 
15.6 O CASO DE AUTOVALORES DEGENERADOS 
Não é de nenhuma maneira raro que o tratamento do problema de autovalores 
(+ Wy = N, 


por métodos perturbacionais, faça surgir uma dificuldade fundamental. O problema de 
autovalores não-perturbado 


(0 0 0 
K = MYD 


exibe degenerescência; ou seja, alguns (ou todos) dos autovalores estão associados a 
mais de um autovetor. A dificuldade provém de que não conhecemos o autovetor 
não-perturbado a que se reduz o perturbado, se a perturbação for reduzida a zero. 
Como uma tal informação é vital em qualquer teoria perturbacional, nossa primeira 
missão será investigar este problema. 
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Concentremos nossa atenção em um certo autovalor A® que supomos ter degene- 
rescência de ordem g, isto é, possui g autovetores linearmente independentes. Qual- 
quer combinação linear destes é também um autovetor, de maneira que estamos tra- 
tando de todo um subespaço g-dimensional de autovetores. Neste subespaço, pode- 
mos sempre selecionar uma base ortonormal,* composta dos vetores 


We (k = 1, 2,3,..., g). 


Observe que todos estes vetores pertencem ao autovalor à'®, mas omitiremos o índice 
n para simplificar a notação, e escreveremos 


Kyr = AO (k= 1,2,3,..., g). 


Ora,se um autovalor perturbado À se reduz a A”, então seu autovetor p deverá 
reduzir-se a algum vetor de nosso subespaço. Como na página 656, escrevemos 


A= NO HND END po, p= p Hp H+ 


E importante perceber que ¢® não necessita ser um dos vetores Wr, mas tem que ser 
uma combinação linear deles: 


g 
0 
p = 5 Co, 
k=1 


e desejamos encontrar o conjunto de coeficientes C,. 
Como antes, escrevemos a equação perturbada exata 


(x + W) s o” = L ND L g? 
i=0 i 


e separamos as ordens de perturbação 


ordem zero: Ko = M”¢%; 
a (0 (1) Do. 
primeira ordem: KP + wo = NOM + NDçO, 
D = (0, (2) DD (2) (0) 
segunda ordem: Kp? + Wo = RP + NT +P, etc. 


Enquanto que a equação de ordem zero é automaticamente satisfeita, podemos 


obter alguma informação da equação de primeira ordem, formando os produtos inter- 
nos com vetores y. Não importa o que seja 9º”, temos (pr, Cp!) = Abs, p), pois 


É E f 
I é hermitiano. Expressando p como 


g 
P Es 2 Cmt, 
l=1 
obtemos as seguintes g equações, correspondendo a cada valor de k: 


z — 
E Coy WAC (k= 1, 2, 3, . -< , 8). 
l=1 


GERE O A sigo do 
*Veja o processo de Gram-Schmidt, na p. 448. 
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Como as quantidades Wy: = (Wk, W Yi) podem ser calculadas, estamos em face de um 
sistema de g equações algébricas em g incógnitas Ci. Cz, -... Co Estas equações são 


homogêneas e do tipo de autovalores; exibimos isso explicitamente: 


(Wii — ADC, + Wi2C» SÉ temo WC =0 
Wo1€1 + (Waz — ADC, + o + WasCo 0 


Paer + Wal ++ Wo — ND =0 


Este sistema tem soluções não-triviais, se O determinante se anula, e esta condi- 

ção fornece os valores admissíveis de X”, que servem como autovalores do sistema 
acima. Se estes valores de A? forem todos diferentes. há então g deles e cada um 
fornecerá um conjunto dos Cp, que poderá ser feito essencialmente único* por norma- 
lização. Se este for o caso, dizemos que a degenerescência foi rompida na primeira 
ordem. i 
O problema pode agora ser reduzido à teoria desenvolvida anteriormente. E me- 
lhor passarmos imediatamente para uma nova base em nosso subespaço de autoveto- 
res, de dimensão g, com os vetores q'” como base. Temos exatamente g vetores, e 
eles são automaticamente ortogonais entre si, pois W é um operador hermitiano, e 
sabemos que a matriz g X g dos elementos Wy é forçosamente hermitiana.t Represen- 
taremos estes vetores da base por q!” com s = 1,2,3, ..., 8- 
Já determinamos as correções de primeira ordem As? do autovalor Nº original. Para 
achar as correções p,” dos autovetores, desenvolvemos estes como de costume em 
função dos autovetores não-perturbados. Neste desenvolvimento, é conveniente sepa- 
rar os termos associados com nosso subespaço degenerado dos outros e escrever 


g 

(1) (1) (0) (1) (0) 

Ps = » Cip ep do Csa Qar 
p=1 a 


Usamos aqui letras gregas para denotar todos os outros autovetores não- 
perturbados. exceto os associados com nosso autovalor particular degenerado. Por 
exemplo. qa” pode ser um dos novos vetores básicos escolhidos, da mesma maneira 
que Nº”, relativo a outros autovalores degenerados, ou simplesmente os autovetores 
originais, não relacionados com A® (originalmente A). 

A razão para esta separação é que se pode mostrar que a escolha dos coeficientes 
C9 é equivalente à escolha de fatores de fase e?” para os vetores qd”, em analogia 


sp 


com o caso não-degenerado. É costume selecionar CS), = O (quaisquer que sejam s, 


p). 
Os coeficientes C!) estão unicamente definidos a partir da equação da perturba- 


ção de primeira ordem, formando o produto interno com gp” (observe o índice grego). 
Isso fornece 


COMO + Was = AOCP, ou CWP = Wa/A® — NM), 


exatamente como na teoria não-degenerada. 


Observação. Se algumas das g raízes, que determinam A”, não são simples, é então, em geral, 
necessário recorrer a uma perturbação de ordem superior para romper a degenerescência. O 
leitor interessado deve dirigir-se à literatura especializada. 


*Exceto quanto a um fator e” (veja a p. 654). 
+Lembre-se que supomos que todas as raízes da equação característica são distintas. 
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Exemplo. Considere uma membrana quadrada, que está levemente constrangida por 
mola presa no ponto (é, £), como mostra a Fig. 15.4. ne 
Seguindo a discussão da Seção 8.8., não é difícil ver que os modos característicos 


de vibração 


uma 


u(x, y; t) = p(x, petit, 


conduzem à seguinte equação para y(x, y): 


92y 9? 
ax + oe + ed Do — p= N 


y 
A z Constante k 
rI da mola 


Fig. 15.4 


onde À = —wu/T e e = —k/T. Se e for pequeno, o efeito da mola poderá ser tratado 
como uma perturbação. As funções características não-perturbadas normalizadas são 


dadas por 


e são indexadas por um par de subíndices, ou seja (m, n), onde m e n são inteiros 
positivos. Os autovalores não-perturbados são 


Q = (Am + nº). 


Consideraremos o caso de degenerescência dupla, exibido pelos modos (2, 1) e (1, 2), 
que pertencem ao mesmo autovalor 
0 2,2 
RT = a9 = A” = —5r'/a". 


Introduzimos a notação simplificada 


TX 27) 


=D oan 2TX TP) 
0) = Een sen — ? Valx, y) = Vai 
a a a 


Vi(x, y) = = a a sen , 


ida : * 
€ Procuramos as funções características reduzidas 


q = Cy + Cova 


GA e me ando e > 0. 
“Aquelas a que se reduzem as funções características perturbadas, qu 
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Necessitamos dos elementos matriciais 


Wu = (as W) =f i [f gula, pje lx — 80 — EWC, y) dx dy, 


para k, |! = 1,2. Todos os quatro coincidem: 


4e 2r ; 
Sen Esen? 
a a 


ZM. 
a 


Mesmo que surja um caso especial quando M = 0 (se É = a/2), teremos em geral 
M & 0. A equação característica, que determina N'P, será - 


M — AS M 
det = 0, 
M M — AD 


e possui raízes AP = 0 e AP = 2M. 
A raiz A? = 0 fornece a equação? 
C;)4C,=0. 
Uma solução normalizada C, = 1/2, C} = — 1/NZ fornece a primeira função caracte- 


rística reduzida 


(x, y) v2 sen epe sen 20% sen . 
P1 Y a a a a a 
Semelhantemente, a segunda raiz AP = 2M fornece 
v2 TX 2ry 2rx T. 
x = sen — sen sen —— sen): 
pal , y) a ( a a F a a 


Estes dois modos de vibração já foram mencionados na Seção 8.8, como modos híbri- 
dos, e suas linhas nodais estão mostradas na Fig. 8.14. Vale a pena observar que a 
linha nodal de qi(x, y) passa pelo ponto de fixação da mola e que o modo perturbado, 
que se reduz y, não fornece correção ao autovalor original (AP = 0 de q): Do ponto 
de vista físico, isso não é surpreendente; se a membrana não-perturbada fosse posta 
em vibração com este modo particular, continuaria a fazer isso, mesmo se a mola lhe 
fosse presa. Como o ponto de fixação permanece em repouso, as forças elásticas da 
mola não aparecem e a mola não tem efeito sobre a membrana. 

Esta observação nos conduz, naturalmente, à conjectura de que o modo q(x, y) 
não é perturbado em qualquer ordem. Em outras palavras, O modo q,(x, y), Juntamente 
com o autovalor À” é também uma solução exata. Esta afirmativa pode, em verdade, 
ser rigorosamente demonstrada. 

Quanto ao modo g(x, y), será certamente perturbado pela mola. A nova frequên- 
cia, em primeira ordem, será dada por 


+Somente uma equação, pois, no nosso caso, g = 2. Em geral, um sistema homogêneo g X g se reduz a (g — 1) 
equações independentes, se todas as raízes características forem diferentes. 
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T STr? 
=> A(O (1) = T -4 
gO HAD) ua — pn 2M, 


e será, o verdade, maior do que a frequência não-perturbada, pois M < O (devido a 
que e < 0). 
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PROBLEMAS 


1. Mostre que a fórmula de aproximação de Born, para o coeficiente de reflexão da p. 646, 
fornece o mesmo valor apresentado na p. 644. Mostre que este valor concorda, até a segunda 
ordem em a, com o valor exato (p. 626). 

2. A densidade linear de uma corda infinita distendida é dada por 


p(x) = poll + eerlzl), 


onde e é um pequeno parâmetro (e << 1). Uma onda que se desloca e é dada assintoticamente 
por e!” — eP, incide de ''menos infinito“ (k? = «w2po/T). Calcule a seção transversal de espa- 
lhamento posterior na aproximação de Bom. 

3. Trate o problema de autovalor 


dy TX 
Pe A 
y®) = y(L) = 0, 


onde e é um pequeno parâmetro, pela teoria da perturbação de primeira ordem. Calcule a 
correção dos autovalores não-perturbados e exiba a série de senos de Fourier aproximada das 
funções características. 

4. Considere o sistema de três osciladores acoplados, descrito no Problema 3, Capítulo 10. No 
entanto, suponha que a constante k’ da terceira mola a partir da esquerda, na Fig. 10.13, seja 
ligeiramente diferente de k. Isso introduz o termo adicional 


W = (6/2) (x2 — x3)2, 


come = k' — k, na energia potencial. Este termo pode ser tratado como uma perturbação. 

a) Exprima a energia potencial perturbada V = V + W em termos das coordenadas normais 
do problema não-perturbado; use os resultados do Problema 3, Capítulo 10. 

b) Exiba a matriz que corresponde a V na base fornecida pelas coordenadas normais e leia as 


correções de primeira ordem dos autovalores. f 
c) Calcule as correções de segunda ordem dos autovalores e também as coordenadas normais 


aproximadas de segunda ordem do problema perturbado. l 
5. Uma membrana retangular 0 = x = a, 0 £ y © 2a está constrangida por uma mola fraca (como 
no Exemplo da Seção 15.6), no ponto de coordenadas x= al3, y= 2a/3. 
a) Mostre que a correção de primeira ordem da irequência originalmente associada com o 
modo normal (1,1) pode ser calculada usando a fórmula A”? = Wan. 
b) Mostre que este processo fornece resultados incorretos, quando aplicado ao modo (2, 2). 
Explique a razão e efetue o cálculo correto de primeira ordem neste caso. 
6. Considere a membrana circular (Seção 9.7) com uma pequena massa m presa no centro, 
a) Considerando m como uma perturbação, mostre que às fórmulas da Seções 15.4 e 15.6 são 


aplicáveis em primeira ordem. 
b) Mostre que os autovalores com 


cas da Seção 15.4 são suficientes. 
c) Calcule as correções de primeira ordem para 08 autovalores e autovetores. 


p=à» (0<x<D), 


degenerescência permanecerão inalterados, e que as técni- 


Melides Gi O a ma a ia ai ai ita DE aieiaa Ei 


Tensores 


16.1 INTRODUÇÃO 


A definição intuitiva física dos vetores no Capítulo 1 foi consideravelmente aprofun- 
dada pelos postulados formais apresentados no Capítulo 10. Observe, no entanto, que 
estes postulados se referem, estritamente falando, a vetores físicos da mesma natu- 
reza: por exemplo, forças ou deslocamentos, mas não a ambos ao mesmo tempo. Por- 
tanto. somente vetores da mesma natureza podem ser adicionados ou subtraídos um 
do outro. 

No entanto, a formação de produtos internos como dW = (F-ds) de vetores de 
naturezas diferentes é muito comum na física. Não é difícil ver por que isso é possível. 
A força F e o deslocamento ds possuem componentes que se transformam da mesma 
maneira sob a notação das coordenadas, como se pertencessem ao mesmo espaço 
linear. Pode-se dizer que estamos lidando com toda uma família de espaços lineares, 
dentro da qual certas combinações de vetores fazem sentido. 

Surge agora a pergunta: Que combinações de vetores fazem sentido? Observe que 
a quantidade dW = (F-ds) é independente da orientação dos eixos em um sistema 
cartesiano ortogonal. Em outras palavras, é invariante sob rotações. Suponha que al- 
guém afirme que o trabalho infinitesimal dW é dado pela fórmula 


dW = F,F,F, |ds]. 


Uma tal fórmula pode estar correta? Isso pode ser respondido somente pela experiên- 
cia, mas uma coisa é certa: A fórmula pode ser válida somente em alguns sistemas 
particulares de coordenadas, e não em geral. Relações deste tipo são, para dizer o 
minimo, inconvenientes em física, pois sua forma deve ser mudada na transição de um 
sistema de coordenadas para outro.* 

Há uma crença generalizada, entre os físicos modernos, de que as equações fun- 
damentais da física deveriam possuir a mesma forma em todos os sistemas de coorde- 
nadas contemplados dentro do contexto físico de uma teoria dada. Esta idéia foi apre- 
sentada por Einstein, em particular, e conduziu a muitos desenvolvimentos frutíferos 


*Estamos tacitamente supondo que dW é, com efeito, um escalar. 
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na teoria da relatividade e em outros campos. Como uma ilustração, consideremos 
equações como a segunda lei de Newton, F = ma, a equação da continuidade div J = 
-ap/ôt, ou as equações de Maxwell. Embora nem todas lidem com invariantes, elas 
possuem ainda a mesma forma em todos os sistemas cartesianos ortogonais. Por 
exemplo, F = ma é equivalente a três equações: 


Fe = ns 
z = Maz; F, = may, F, = ma,. 


Fig. 16.1 


Malgrado o fato de que tanto F, como a, mudarão, se dermos uma rotação aos eixos, 
eles ainda estarão relacionados pela mesma fórmula acima. 

O estudo desta chamada formulação covariante* das leis físicas está formalizado 
na análise tensorial, à qual se devota este capítulo. Ela abre o caminho a respostas 
como: (a) São todas as leis físicas exprimíveis em termos somente de vetores e de 


` escalares? (b) Com relação a que transformação uma certa equação possui forma cova- 


riante? (c) Como reescrevemos uma lei física dada, se for introduzida uma classe mais 
vasta de transformações? 


16.2 TENSÕES BIDIMENSIONAIS 


Considere um corpo sólido em equilíbrio sob a influência de um sistema de forças, 
como na Fig. 16.1(a). Por simplicidade, trataremos em primeiro lugar o caso hipotético 
de duas dimensões. Todas as forças estão no plano do papel, e todos os efeitos nor- 
mais ao plano serão ignorados. 

Separamos uma parte do corpo por um corte AB, como na Fig. 16.1(b). Esta 
porção encontra-se também em equilíbrio, mas as forças internas originais ao longo do 
corte AB aparecem agora como forças externas. Estas forças dão origem a tensõest 
em cada ponto P do corte, a tensão sendo definida como a força pela unidade de 
comprimento. Observe, contudo, que esta quantidade dependerá não somente da loca- 


lização do ponto P, mas também da direção da linha AB, pois para um corte diferente a 
disposição d s internas será diferente — Fig. 16.1(0). SRE 
p e onsideremos um elemento infinitesimal dx dy 


Para revelar a natureza da tensão, € 
do corpo, sobre o qual agem, de todos os lados, forças internas. Tomemos a resultante 


smente invariante é provavelmente melhor, pois o conceito de covariância 


Ot RIE : 
ermo forma invariante ou simple ani A 
a alizado na análise tensorial. 


tem um outro significado mais especi 
tEm três dimensões, a tensão é medi 
Plano. 


da como sendo a força por unidade de área, pois o corte é, então, um 
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da lado do elemento € decomponhamo-la nas direções x e y 


de todas estas forças em ca 
da na Fig. 16.2(a). 


para chegarmos à situação ilustra 


Y, oyy dx 
oxy dx 
Xa eo 
r; Y t ayx dy 
| d 
| X. 1 oxx AY 
—> |d p, «= =y 
X; dz ) axx dy 
y wE ayx dy 
Y Xi oxy dX 
4 
x ayy dx 
(a) (b) 


Fig. 16.2 


É costume definir a tensão normal! em cada face, dividindo a componente da for- 


ça normal à face pelo comprimento da face. Desta maneira, escrevemos X, = 0, dy, 
Y, = g, dx etc.. onde oi, 03, ...são as tensões normais nas faces respectivas. Seme- 


Jhantemente. as componentes tangenciais Yı, Xa Ys e X, dão origem a tensões de 


cisalhamento e podem ser escritas como Y, = 71 dy, Xa = Ta dx etc.* 
As tensões introduzidas até agora não são independentes umas das outras, pois 


supusemos que o sistema de forças, atuando sobre o elemento dx dy está em equili- 
brio. Por exemplo, a condição EF, = 0 será 


cidy + ody + T2dx + T4dx = 0, 


que conduz imediatamente às afirmativas O; = —0, € Tu = -Tz pois dx e dy são 


arbitrários (enquanto forem infinitesimais). 


Observação. Pode-se observar que a equação acima não inclui o peso pg dx dy, onde p é a massa 
por unidade de área do elemento. ou qualquer outra força de corpo, da forma f dx dy, onde fé a 
força por unidade de área. No entanto, o resultado acima é bem geral, pois estes termos serão de 
ordens superiores em dx e dy, e poderão sempre ser desprezados, se o elemento for suficiente- 


mente pequeno. 


A tarefa de deduzir que o, = -0 e 7; = —7, também não é difícil. Além disso, à 
condição do equilíbrio para os momentos fornece 


(Tı dy)dx — (tradx)dy = 0, 


demonstrando o resultado* +, = 7}. Vemos que há somente três tensões independen- 
tes. duas normais e uma de cisalhamento, e a disposição das forças pode ser vista 
como na Fig. 16.2(b), onde foi adotada a seguinte notação: Todos os tipos de tensão 


s f = . . . - 
Os simbolos o e r para as tensões normais e de cisalhamento, respectivamente, são comuns nos textos de 


engenharia. 

+R; K E: 2 5 é 

Do dr falando, esta relação é verdadeira somente se não há momentos de corpo, além daqueles 
vidos às forças de corpo. Não é necessariamente verdadeira se há um momento adicional ! dx dy, onde ! 

tmomento por unidade de área) não é uma quantidade infinitesimal. 
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são representados por oy, onde o primeiro índice i denota a direção da tensão, ou seja, 
a direção da força Original, e o segundo índice j denota a direção da normal à face sobre 
a qual a tensão está atuando. Além disso, as direções das forças Xz, Ya, X, e Y, foram 
merone símbolos como Tr, -x (originalmente o) e para obtermos uma 
: E agora importante perceber que, se as dimensões do elemento dx dy forem sufi- 
cientemente Pequenas, então as tensões g; deverão ser as mesmas para qualquer um 
destes retângulos na vizinhança do ponto P (Fig. 16.2(b)), desde que seus lados sejam 
paralelos aos eixos dos x e dos y. Isso significa que os o, são essencialmente as ten- 
sões no ponto P ao longo dos cortes (como na Fig. 16.1) nas direções x e y. 
Verifiquemos agora o que seriam as tensões no ponto P ao longo de um corte em 
uma direção arbitrária, i.e., como as tensões se transformam sob rotações.* Com este 
fim, cortemos diagonalmente o elemento dx dy para formarmos um corte com a normal 
unitária n, fazendo um ângulo & com o eixo dos x, como mostra a Fig. 16.3. Proce- 
dendo da maneira usual, podemos definir a tensão normal on, e a tensão de cisalha- 
mento dsn. O equilíbrio das forças na direção x será 


Ozz dy + Orydx = Gnn ds cos + cw dssen $, 
e, semelhantemente, na direção y: 

Cy dx + Oys dy = Gan dsseng — os ds cos q. 
Usamos agora dx = ds sen &, dy = ds cos à, e achamos 


Onn = Ozz COS? $ + Fzysen ġ cos p + o,zsengcos 4 + cyysen? q, 
Osn CrzsenÊ coso + Crysen?’ o — Oyz cos? $ — Gyyseng cos q. 


Para vermos claramente a estrutura destas expressões, observe que cos & = apr € 
sen $ = a,y São os cossenos diretores da direção n, enquanto que os cossenos direto- 


res da direção s são as. = sen ġ € as, = —cos &, de maneira que 
Gnn = Ansans ss +.AnzAnyTzy F AnyanrOyz F AnylnyO yy, 
Gan = AszanzOzr + AszanySry + AsyAnzO yr + asyanyT yy 


ou, em forma compacta, 


Onn = È È Anilnj0ij Con = DD AsilnjO ij, 
i j +3 
onde as variáveis i, j dos somatórios assumem Os valores x e y de todas as maneiras 


possíveis. A E = : 
Observe que a estrutura das expressões para a tensão normal e a tensão de cisa- 


lhamento são exatamente as mesmas, e a seguinte generalização é facilmente dedutí- 
vel. Seja F, a componente na direção m (direção definida por um vetor m unitário e 
arbitrário) da força total F, que atua sobre a face inclinada com a normal n. Então, a 
tensão correspondente, que em geral não é nem uma tensão normal nem uma tensão de 


cisalhamento, é dada pela fórmula 
Omn = 2 >D AmiAnj0ij = Amanz + aman ry + AmyanzO yz + AmyAnyO yy. 
i j 
IE EE E O E . 
*Observe que uma rotação do corte é equivalente a uma rotação do sistema de coordenadas, 
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A força Fm. associada com esta tensão por meio de Fn = Omn ds está representada na 
Fig. 16.4. 


Força total F 


Fig. 16.3 Fig. 16.4 


Exercício. Deduza a fórmula geral acima para a tensão em duas dimensões. 


Uma expressão do tipo 


N 
p» Cid  (Gj=1,2,...,N) 


iz 


é conhecida como uma forma bilinear nas variáveis p; e qi; OS coeficientes c; são 
independentes dos p; e dos q;.* Concluímos que a tensão o, é uma forma bilinear dos 
cossenos diretores de duas direções, aquelas definidas pelos vetores m e n. Em nosso 
caso, N é igual a dois e podemos, naturalmente, atribuir o índice | à direção x e o 
índice 2 à direção y. É agora importante perceber que, para duas direções fixas m e n, 
o valor numérico de om deve ser independente do sistema de coordenadas original, 
desde que este seja um sistema cartesiano positivamente orientado. Isso é evidente por 
considerações físicas e pode também ser verificado algebricamente. 


Observação. Os cossenos diretores am; € a»; Serão, naturalmente, diferentes em um novo sistema 
de eixos. No entanto, o mesmo acontecerá com o conjunto das tensões originais Cyr, Ory, etc. O 
novo conjunto de tensões o;';', Oz'y”»etc. pode ser obtido por meio da fórmula geral para Cn, 
considerando m e n como os novos eixos. O valor numérico da forma bilinear para om, Será O 
mesmo.t 


Concluímos, portanto, que a tensão é uma função bilinear invariante de duas 
dimensões c este é nosso primeiro exemplo das quantidades conhecidas como tenso- 
res. Os quatro coeficientes Orr, Cry» Cyr € Cyy da forma bilinear são chamados de 
componentes deste tensor e podem ser encarados como uma representação do tensor 
em relação a um sistema de coordenadas dado.* Podem ser dispostos em uma matriz 2 
x 2 que, em virtude de o, = Oy, Será simétrica. 

Nota: Muitos autores definem um tensor como sendo o conjunto de suas compo- 
nentes, juntamente com uma especificação que dirá como este conjunto muda, ao va- 


*Compare com a forma quadrática definida na p. 410. 
fVeja a p. 676 para um teorema geral sobre este fato. 


*Compare com a representação de um operador linear em relação a uma base dada, na p. 426. 
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riarmos O sistema de coordenadas. Esta definição é equivalente à dada acima (p. 676) e 
reduz-se a duas interpretações distintas da fórmula 


Omn = 2 D Tijâmilnj. 


+13 


Com efeito, se m e n forem mantidos fixos, então todos os ami, Any € OS Oy mudarão, 
mas Om permanecerá invariante. Se m e n forem parâmetros variáveis, então OS COS- 
senos diretores am; € an transformarão Tiy EM Omn 


16.3 TENSORES CARTESIANOS 


As propriedades das tensões bidimensionais são repetidas em três dimensões somente 
com algumas pequenas modificações. Consideremos um elemento de volume dx dy dz 
de um corpo sólido, decomponhamos as forças de suas faces em componentes x, y € Z 
(Fig. 16.5) e definamos as tensões +, Gry, etc., como as forças por unidade de área. 
As condições 


DFE=0 DF=0 EF=0 


fornecem, como antes, a afirmativa de que as tensões sobre faces opostas devem ser 
iguais e dirigidas em direções opostas, deixando somente nove componentes básicas 
(somente estas estão mostradas na Fig. 16.5). As três equações de momento 


L7T.=0, ÈET,=0 57.=0 


fornecem as relações de simetria para as tensões de cisalhamento.* 


Try = Oyz, Oyz = Try Ozz = Ora 


Exercício. Forneça os detalhes que conduzem às afirmativas acima. 


Vemos que há scis componentes independentes das tensões tridimensionais. Três 
tensões normais e três tensões de cisalhamento. Para acharmos uma expressão geral 
para a tensão, construímos um corpo de forma de pirâmide, como mostra a Fig. 16.6 


TS F (força total sobre dS,) 
{ n (normal unitária) 


~ 


< “Área das = 


oxx dy dz 


Fig. 16.5 Fig. 16.6 


EE EE E 
*Os momentos podem ser calculados com relação a um ponto qualquer. D p 670, do paralelepípedo é, talvez, 
mais conveniente. Lembre-se, contudo, da condição da nota de p Ai 
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e seja F a força total que age sobre a face inclinada de área dS,. Decompomos F em 


suas componentes x, y € Z, 


F=Fi+FEj+4Fk, 
e definimos as três tensões na face inclinada por meio das fórmulas 
Fz = Czn dSn, Fy = Cyn dSn, F. = Ozn dSn. 
A condição de equilíbrio, LF, = O fornece agora* 
Tın dSn — Ozz} dy dz — Gzy} dz dx — ora dx dy = 0. 


Usamos } dy dz = dS, cos (i. n) = dSn„anr, etc., para as projeções de dS, nos planos 
coordenados, para deduzir que 


Orn = Orzlnz + Orylny + Orzlna- 
Semelhantemente, as condições EF, = 0 e SF. = 0 fornecem? 
Oyn = Oyslnr + Oyylny + O yzlnz, Ozn = Czxlnz + O zylny + 0220nz- 


Estas são as relações de Cauchy, que descrevem as tensões sobre a face inclinada, 
correspondentes às direções x, y e z. Considere agora a projeção Fm da força F em 
uma direção arbitrária m, dando origem a uma tensão Om. tal que Fm = Omn dSn. 
Evidentemente. podemos obter on. projetando as componentes F; = Sin dS, (Ì = x, Y, 
z) na direção m, e adicionando-as para obter Fm, 


Fn = Omn dS, = 2 (Tin dSn Amir 
i 
e cancelando o fator dS,. Em virtude das expressões de Cauchy para Gin isso fornece 


Omn = 2 2 0 ijAnjAmi (1, j = x, y, z), 


1 J 


e mostra que o, é mais uma vez uma função bilinear invariante de duas direções, ou 
um tensor. Há agora nove componentes no tensor tensão, mas, em virtude da simetria 
das tensões de cisalhamento, somente seis são independentes. Elas podem ser dispos- 
tas em uma matriz simétrica 3 x 3. 

Mencionamos que o tensor pode ser alternativamente definido como um inva- 
riante bilinear ou como um conjunto de quantidades que se transformam segundo uma 
“lei bilinear” (fórmula para on). Sabemos também (p. 5) que um vetor pode ser con- 
siderado como um conjunto de componentes que se transformam sob as rotações de 
acordo com a fórmula 


F; = x F;a;;, 
j 


que é uma transformação linear. É fácil ver que um vetor pode também ser definido 
como uma função linear de direção invariante, se escrevermos sua projeção F, em 


“A tensão na direção x sobre a face contida no plano yz é —oc,, porque a normal à face está na direção —x, € 
semelhantemente para os outros dois sinais negativos na equação. 
? As equações dos momentos são automaticamente satisfeitas. 
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ireção arbitrári z 
dem ária fixa n em termos de suas componentes F; e dos cossenos direto- 
ni , 


Fa = 2L Fiani. 
i 


Se o sistema de coordenadas sofrer uma rotação, então tanto F, quanto ani poderão 
mudar, ne o valor de F, deverá, evidentemente, permanecer invariante. 

; Tendo em meme a observação acima, introduziremos agora, formalmente, o con- 
a um tensor cartesiano de posto r por qualquer uma das duas definições a 


a) Um tensor cartesiano de posto r é uma função multilinear invariante de r direções, 
isto é, uma expressao 


T= DDD Tin Em Am 
t J n wa a 


r índices r fatores 
r somas 


onde Åi, Nj, -+> An são várias componentes de vetores unitários arbitrários, isto é, 
os cossenos diretores das direções £, n, ..., A e todas as somas são de 1 a N, onde 
N é a dimensão do espaço. As quantidades Ty .. .n São chamadas de componentes 
do tensor* e formam uma representação com relação à mesma base das quantidades 
Ela Mp eos An 

b) Um tensor cartesiano de posto r é um conjunto de N” quantidades Ti .. .n, que se 
transformam sob rotações segundo as equações 


1 == .. . . x e.: 
ijan T SÈ- SRS e: Giplija Ant» 
— pe” p q t xo et ee 
r índices Saem índices r fatores 
r somas 
onde OS ain, Aias --- São OS COSSENOS dos ângulos entre os novos € os velhos eixos 


coordenados. 
Segundo estas definições, o tensor tensão é um tensor de posto dois e um vetor é um 
tensor de posto um. É também costume considerar um escalar como um tensor de 


posto zero. : | PE” 
Sempre que uma destas definições for aplicada ao espaço físico de três dimen- 


sões, então as direções x, y € Z serão, via de regra, identificadas pelos índices 1, 2 e 3, 
respectivamente (veja a p. 5). Uma convenção semelhante será usada para tensores no 


plano. Além do mais, introduziremos aqui a chamada convenção do somatórioŤ, que é 


um recurso universalmente adotado para eliminar o símbolo È e facilitar a manipulação 


com tensores. 


A convenção do somatório. Se um subíndice alfabético aparece duas vezes em um 


produto de quantidades com subíndices, quer sejam ou não tensores, então está auto- 
maticamente subentendida uma soma em relação ao índice ic A 

Por exemplo, a expressão aibi representara a soma abı; Si Gabo; + A3D3;j (qualquer 

: 1. Também, nesta notação, as expressões usadas 


que seja o j) no espaço tridimensional. Ti : 
acima para definir os tensores serao escritas com 
T = Tij...nëini -ee An 


e din = Tpa...taiplja *" Ants 


para seguirmos 0 USO universal, diremos que Ty .. n é “O tensor”. Isso 


*Em virtude da afirmativa da p. 673, € “o vetor”. 
é análogo a referir-se ao termo (Fis Far Fa) ane ü 
tTambém conhecida como convenção de Einstein. 
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respectivamente. Alguns autores estendem esta regra ao aparecimento múltiplo de um 
índice. por exemplo 


abicid; = abicidi + aabacad> + asbacads. 


Exercício. Escreva em uma forma mais familiar às expressões a;b;c;d, e a;bjid;, e convença-se de 
que não são iguais entre si ou iguais a abcid,. 

ar de uma única quantidade da forma ab; em vez da 
soma de tais quantidades, é conveniente citar isso explicitamente. Por exemplo. a afirmativa 
“ab, = | (sem somatóno)” se aplicaria a um valor particular de k, como aba = 1, ou, mais 
comumente, a tcdos os valores de k, ou seja, aib, = abı = ab, = 1, mas não significaria a,b, + 
abı + azb, = 1. 


Observação. Sempre que for necessário fal 


Voltemos agora ao problema da definição dos tensores é demonstremos que as 
definições (a) e (b) são equivalentes. Por simplicidade, faremos isso para o exemplo de 
um tensor de segunda ordem. 


O teorema da equivalência. As definições de um tensor dadas em (a) e (b) são equiva- 
lentes. 


Demonstração. Suponha que as componentes de T; se transformam como 
Pas. x A 
Ti; = Tpaaipaja 


Sabemos que as componentes de ë e ņ se transformam segundo 


E; = Exdik, nj = maji 
' A 
Portanto Ti;tinj = TpaaipajgkAiknaji 
= TpqaëkNnaipaikajqljt 


Ora. pela ortogonalidade dos cossenos (p. 7). temos ajdu = dor € Aly = dq de 
maneira que 


Titin = Tpatkntdpkdgl = Triben, 
o que demonstra que Tym; é realmente um invariante. 
“ + lA . 2 >» 
Reciprocamente. suponha que Tijtinj= Tečni para uma escolha arbitrária de ve- 


des . - 1 
tores unitários e ņ. E conveniente resolver as equações £; = klik € Nj = Maj para 
obtermos £x e 7. Em virtude da ortogonalidade da matriz de transformação, temos 


T 
k = tiaki = idik, 

e, semelhantemente, nı = njaj 

Por conseguinte, Titin; = Tuaiantin- 

Como isso deve ser verdade para £ e n arbitrários, temos liberdade de escolher É, 


digamos, na direção x” e q na direção y’. Então, somente os termos com i=lej=? 
sobreviverão em ambos os lados, e a relação tornar-se-á 


to = Tkiaika21, 
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ou seja, Tız transformar-se-á como na definição (b). Evidentemente, um raciocínio 
idêntico pode ser usado para qualquer outro par de valoresiej, ea demonstração está 
concluída. Não é também difícil ver que a demonstração do teorema de equivalência 
para um tensor de posto arbitrário é essencialmente a mesma, exceto quanto a uma 
dedução mais longa. Ê 


Observações 

1. A vantagem das definições alternativas de um tensor é que certos teoremas se tornam 
quase que auto-evidentes, se uma definição conveniente for usada Isso é particularmente verda- 
deiro para a definição (a), devido à simplicidade do conceito de um invariante. 

2. Supusemos que os sistemas de coordenadas usados são sempre positivamente orientados € 
que as transformações de coordenadas representam rotações. Portanto, os tensores definidos 
acima podem ser chamados ““tensores com relação a rotações". Observe, contudo, que o teo- 
rema de equivalência necessita somente do fato de que a matriz composta dos ay seja ortogonal. 
Consegientemente, é também possível definir “'tensores com relação a todas as transformações 
ortogonais” (veja a observação da p. 8) e permitir igualmente o uso de sistemas negativamente 
orientados. Certas distinções causadas por esta escolha estão mencionadas na próxima seção. 

3. Por enquanto (até a Seção 16.7), o termo “tensor” é sinônimo de “'tensor cartesiano”, 
definido em coordenadas ortogonais cartesianas. Mais tarde, o conceito de um tensor será esten- 
dido a coordenadas cartesianas não-ortogonais e a coordenadas curvilíneas em geral. 


16.4 A ÁLGEBRA DOS TENSORES CARTESIANOS 


Os tensores possuem quase as mesmas propriedades algébricas dos vetores. Por 
exemplo, não é difícil verificar que a soma de dois tensores de mesmo posto é também 
um tensor do mesmo posto. Em verdade, os tensores de um certo posto formam um 
espaço linear, e podem-se formar combinações lineares de tais tensores.* A este res- 
peito, observemos a existência de um único tensor zero de qualquer posto dado, cujas 
componentes são todas nulas em todos os sistemas de coordenadas. 

Um conjunto de N? quantidades A;B,, formado de componentes A; e B; de dois 
vetores, é conhecido como o produto externo destes vetores. Semelhantemente, 
pode-se definir um produto externo de dois tensores, por exemplo Pi; e Qrim, como 


sendo 
Rijtim = Pi;Otim- 


Em geral, um produto externo pode ser definido para dois conjuntos quaisquer de 
quantidades multiindexadas como Xi € Pimn, quer sejam ou não tensores.1 


O teorema do produto externo. O produto externo de um tensor de posto r e de um 
tensor de posto s é um tensor de posto r + s. 


Demonstração (usando tensores de posto dois como exemplo). Sejam Agrı = BC, 
onde B; e Cw são tensores; então 


Alm = B$Ch = BmnaimajnCpglkpil = Amnpalimajnakpalg, 
p + 
O que demonstra que Ask € um tensor de posto quatro. 


*Em física, é naturalmente necessário também que 08 significados físicos e as unidades físicas de tais tensores 

Sejam compatíveis. i 
Um conjunto de, por exemplo, Nº quantid 

las prescritas para os tensores. Veja a p. 67 
Pela definição (b) da p. 675. 


ades Xy, pode ter propriedades de transformação diferentes daque- 


9 para exemplos. 
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Exemplo. O produto externo de um vetor unitário é por ele próprio, ou seja, o con- 
junto das quantidades £,€, constitui um tensor de posto dois. Pode ser interpretado 
como o operador-proteção, que projeta vetores na direção é. Com efeito, se for for- 
mada uma matriz P com elementos p; = &€;, então verificar-se-á facilmente que o 
vetor coluna y, dado por y = Px, é a projeção desejada do vetor coluna x. 

Uma outra operação comum com tensores, ou com quaisquer outras quantidades 
multiindexadas, consiste em fazer dois dos índices iguais e somar com relação ao ín- 
dice repetido. Ela é conhecida como contração e a convenção do somatório será es- 
tendida a este processo. Por exemplo, a expressão Aiiki significa, cm três dimensões 


Ari = Ari + A221 + Agaki, 
e representa a contração de A; sobre os dois primeiros índices.* 


O teorema da contração. A contração de um tensor de posto r sobre um par de 
seus índices resulta em um tensor de posto r — 2. 


Demonstração (usando tensores de posto três como exemplo). De 
A ük = A Imll jnll kns 
segue-se que 


Aik = AlmnlillimaAkn = Atmn dlmlkn = Álindkn 


conforme foi afirmado. 


Exemplo. A contração de um tensor de posto dois A; resulta no traço da matriz A 
formada pelas componentes tensoriais, A; = tr A. 

Se o produto externo de dois tensores de postos r e s for formado e, então, con- 
traído sobre um par de índices que originalmente pertencem a tensores distintos, O 
tensor resultante, de posto r + s — 2, será chamado de produto interno dos tensores 
originais.i Por exemplo, A;;Bj é um produto interno de tensores A; e Br em relação 
aos índices / e m. Exceto no caso r = s = 1, que é o produto escalar de dois vetores, 
há mais de um produto interno, pois podemos escolher diferentes pares de índices. 


O teorema do quociente. Se o produto, externo ou interno, de um conjunto de 
„ com um tensor arbitrário Tpą ... fornece um tensor não-nulo 


quantidades X; ... 
. n São as.componentes de um tensor. 


de posto apropriado, então X; 
Demonstração. Para o produto externo, seja X;Tw = Qi, onde T e Q são tensores. 
Então, = 

Xistin; * Tutrdi = Oujuitim; fude. 
— po” < 


invariante invariante 


Evidentemente, X,£; é um invariante, como desejado. 
Para o produto interno, seja XT = Qu» onde T e Q são tensores. Como T é um 


tensor arbitrário, selecionamos Ty = mx, onde E; e ny são as componentes dos veto- 
res unitários É e n. A multiplicação por £;) fornece 


Xititnnde = Quid, 
aa — 


invariante invariante 


de Ask pode-se formar Air, Aisy € Ain- 


CA 
*É também possível a c ā últipla: 

ontração dupla e múltipla; por exemplo, ai 
i o ee de de quantidades multiindexadas, exceto que O 


tEsta operação pode ser efetuada com quaisquer dois conjuntos 
produto, em geral, não possuirá o caráter de tensor. 
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demonstrando mais uma vez que Xuk; é um invariante. Raciocínios semelhantes va- 
lem, evidentemente, para tensores de posto qualquer. 

Como os tensores de posto dois podem ser representados por matrizes, pode-se 
perguntar se vários dos resultados do Capítulo 10 podem ser usados na álgebra tenso- 
rial. À resposta a esta pergunta repousa sobre a seguinte observação básica: uma ma- 
triz é, em geral, somente um quadro N x N de números, enquanto que o conceito de 
um tensor de posto dois implica propriedades definidas de transformação. 

Dados Nº números arbitrariamente dispostos em uma matriz, podemos considerá- 
los como sendo as componentes de um tensor em um sistema de coordenadas dado. 
Significa que devemos transformar estes números de acordo com as leis tensoriais. No 
entanto, se a matriz já pressupõe uma certa lei de transformação, então pode ou não 
ser um tensor. Considere, por exemplo, a matriz 


y? xy 


xy x? 


C= Cj = 


formada pelas componentes de um vetor u = xi + yj no plano. Se, como parece lógico, 
está dito que após uma rotação esta matriz é 


onde x’ e y' são as novas coordenadas do vetor u, 
x’ = xcos6 + yseng, y = —xsenð + ycos 9, 


então a matriz C não representa um tensor. Usando x = x, e y = xz, podemos demons- 
trar isso rapidamente, formando uma função bilinear 


Citin; = x3&m + xix2E1n2 + xixatom + xifono. 
Como £ e ņ são arbitrários, escolhemos 
E = = u/|ul, 
e deduzimos que 


Cijtin; = 4xix3/Ju|? = 4x?°y? A(x? + y’), 


que claramente não é um invariante sob rotações. 
Por outro lado, a matriz 
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representa um tensor, pois a forma bilinear 
2 
Bistsn; = —xiX28im + xitina — x2E2m + Xi1X2t2m2 
xiti(xina — x271) + x2Eo(X1n2 — X271) 
(x11 + x2t>)(x1n2 — x271) = (u: Eu X n] 


foi reduzida a um invariante rotacional.* 
Suponha agora que estamos lidando com uma matriz que representa um operador 


linear que age sobre vetores. Se os vetores sofrerem uma rotação, a matriz sofrerá 
uma transformação de semelhança. Uma tal matriz possui caráter tensorial? 

A resposta é “sim”. A transformação de vetores x' = Ax (veja o Capítulo 10)t 
significa, em notação tensorial, x! = a;x;; a transformação de uma matriz P, que repre- 
senta um operador &, sob transformações ortogonais, é 


T 
P’ = APA? ou Pij = axPaais. 
T a; . 
No entanto, aj;= a, de maneira que 
[A 
Pij = Praia; 


ou seja, P se transforma como um tensor.* 

Este resultado permite que transportemos para a álgebra tensorial alguns dos 
enunciados relacionados com a transformação de semelhança. Por exemplo, concluí- 
mos que se um tensor de posto dois é simétrico ou anti-simétrico em um referencial, 
então esta propriedade se mantém em todos os referenciais. Isso pode, por sua vez, 
levar-nos a conjecturar uma propriedade semelhante para tensores de posto arbitrário. 
A conjectura é verdadeira. Por exemplo, suponha que A; = Aju em um certo referen- 


cial. Como temos sempre 

Asjnbinile = Aiirtinitk 
e (defina By = Ajik, se quiser) 

Ajirtinjte = Ahirkinitk 


segue-se que, se os lados esquerdos destas equações são iguais, então os lados direitos 
serão também iguais. No entanto, É, n, É são vetores unitários arbitrários; portanto 


(como na p. 676) A';; = A'jx, como é desejado. 


16.5 TENSORES DE KRONECKER E DE LEVI-CIVITA. 
PSEUDOTENSORES 


Considere a matriz identidade 3 x 3, cujos elementos são o delta de Kronecker. Se for 
encarada como a representação de um tensor em um certo referencial, então o inva- 
riante bilinear correspondente 


d:;kim; = Em; = cos (É, n) 


*Lembre-se (p. 26) que o produto vetorial no plano é um escalar sob rotações. 

tRepresentamos, contudo, por A a matriz conhecida por T na p. 435 para adaptar-se à notação deste capítulo. 
O leitor pode também observar que, como tensor, a quantidade y;Pyx; é um invariante, o tensor Py deve sofrer 

enc RM de congruência (p. 443) que, naturalmente, se reduz aqui a uma transformação de seme- 


TENSORES 681 


será o cosseno do ângulo entre os vetores unitários £ em. Observe agora que cos (8; 1) 
será representado pela expressão &'m'em qualquer outro sistema cartesiano Orto- 
gonal, incluindo os negativamente orientados. Isso implica que as componentes de 
nosso tensor não se alteram quando passamos a outro referencial cartesiano ortogonal. 
Isso pode ser verificado explicitamente 


Bozi — 
ij Es Ôkia ska; = aja; = ijs 


e segue-se também do fato de que a matriz unitária é invariante sob transformações de 
semelhança. 


Observaçao:. Tensores que possuem componentes iguais em todos os referenciais são chamados 
de tensores isotrópicos, e são de grande interesse em aplicações físicas. Acabamos de encontrar 
um destes tensores, que poderemos designar como tensor de Kronecker ou tensor unitário. Além 
do mais, € claro que qualquer múltiplo escalar do tensor de Kronecker é também um tensor 
isotrópico. 


Observando que o tensor de Kronecker está envolvido na expressão do produto 
escalar de dois vetores 
ry) = 5x); 
é lógico procurar uma representação semelhante para o produto vetorial 


x X y] = (x2)3 — x3yə)üı + (x3yı — xıya)üz + (X1)2 — X>) Us, 


onde os vetores unitários i, j, k são convenientemente representados por u,, Us, Us. 
Um pouco de reflexão mostra que, se definirmos o chamado símbolo de Levi- 


Civita e;x por meio de 
+1 se (ijk) é uma permutação par* de (123), 
je = 4 —1 sefijk) é uma permutação ímpar de (123), 
O nos outros casos (alguns ou todos os índices iguais), 


então o produto vetorial poderá ser compactamente representado por 
[x X y] = Eijkt:X;yk. 
Observe também que, como o produto vetorial pode ser escrito como um determinante 
simbólico, 
u, U2 Us 


[x xX y] = det| xı X2 X3 |, 


yı Y2 J3 


Segue-se que o símbolo de Levi-Civita está relacionado com os determinantes. Com 
efeito, é evidente que podemos escrever} 


PER E EET 
“Permutações pares de (123) são (123), (23 
(213). Para a definição geral de permutações 
Capítulo 6, Seção 10. 
Isso segue-se também da defi 
ão 1. 


enquanto que permutações ímpares são (132), (321) e 


12), 
23) e 612 consulte, por exemplo, Birkhoff e McLane, 


pares e ímpares, 


nição de determinante. Veja, por exemplo, Birkhoff e McLane, Capítulo 10, 


682 FÍSICA MATEMÁTICA 


== €ijkaibjCk- 


Nesta notação, O determinante 3 X 3 é interpretado como O produto misto de seus 
vetores-linha a, be c, € é igual ao volume do paralelepípedo formado por estes vetores, 
exceto quanto ao sinal (mais no caso de um terno positivamente orientado, menos no 


caso de um terno negativamente orientado). 


Exercício. Três vetores são dados: 
a = Q, —1,1), b = (1,4,2), c= (—1,0, 3). 


Mostre qual dos seis arranjos possíveis em um terno ordenado fornecem, respectivamente, ternos 
positivamente orientados e ternos negativamente orientados. 


Teorema. As 27 uantidades €y São as componentes dc um tensor isotrópico de 
k ji P pi 
posto três, conhecido como tensor de Levi-Civita, desde que a transformação das 


coordenadas seja uma rotação. 


Demonstração. Sejam É, N, t vetores unitários, que formam um terno positivamente 
orientado. O volume do paralelepípedo formado por estes vetores é um invariante sob 
rotações e, portanto, um tensor. No entanto. este volume será representado por 
eéimst» em qualquer sistema positivamente orientado.* Por conseguinte, Os símbolos 
de Levi-Civita formam um tensor isotrópico. 

Suponha agora que consideramos uma transformação ortogonal, que leva um sis- 
tema positivamente orientado em um sistema negativamente orientado, ou vice-versa.? 
Então, a quantidade €yrémMibr deixa de ser um invariante, muda de sinal. Por conse- 
guinte, deixa de ser um tensor com relação a transformações ortogonais gerais. Alguns 
outros invariantes rotacionais se comportarão desta maneira, mudando de sinal sempre 
que a paridade do sistema de coordenadas for invertida. E assim conveniente introdu- 
zir o conceito dos chamados pseudotensores; isso pode ser feito de duas maneiras 
equivalentes: 

a”) Um pseudotensor cartesiano de posto r é uma função multilinear de r direções, que 


se transforma segundo a lei 
L.. ntinj e Aha = (det Ass. nini Am 


onde det A é o determinante da matriz de transformação (a matriz dos ay). 
b”) Um pseudotensor cartesiano de posto r é um conjunto de quantidades (componen- 
tes de um pseudotensor), que se transforma de acordo com as equações 


aen = (det A)Ppa...taiplja -> Ant 


Como, para as matrizes ortogonais reais, det A pode ter somente dois valores, +1 
ou =I, segue-se que a diferença entre os pseudotensores e os tensores reside, no 
máximo, no sinal, e desaparece inteiramente no caso das rotações. Evidentemente, O 


Observe que um temo positivame: e orientado torna-: n vamente orientado se o sistema coordenado 
ni 1 se negati 
ga! n n S! 
tTais transformações ortogonais são, por vezes, chamadas de rotações imprópnas. 
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símbolo re torna-se uma representação de um pseudotensor isotrópico de 
sto três.* E costume referir-se aos pseudotensores de posto zero e um, como sendo 
pseudovetores e pseudo-escalares, respectivamente. l 


Observação. Alguns autores referem-se à €ux como sendo o tensor densidade de Levi-Civita, pois 
os pseudotensores são exemplos cartesianos do conceito de densidade de tensores na teoria geral 
dos tensores (veja a Seção 16.9). 


A expressão espa;b;cy representa tecnicamente uma contração tripla do pseudo- 
tensor Eijk COM O tensor vim, = abmcn. Há muitas outras fórmulas úteis relacionadas 
com a contração com o pseudotensor de Levi-Civita. Talvez a expressão mais comu- 
mente usada seja €uk€ktm, que deve sert um tensor de posto quatro. 


Teorema. No espaço tridimensional 
EijkEklm = Ôilðjm — Ôimôyi. 


Demonstração. A quantidade e;xexm (para um certo k fixo, sem somatório) é não-nula 
se e somente se i, j, k são todos distintos, e k, |, m são todos distintos. Portanto, ou 


i=lej=m, oui =m ej =|. No primeiro caso, cy = Ekim, € quer ex = +1 ou 


E = 1, teremos sempre egrexm = +1 (sem somatório). No segundo caso, €;k = — kim 
pois a mudança de posição de dois índices muda o sinal do valor éy. Por conseguinte 
EyrEkim = —1 (sem somatório). 


Ora, se i, j, | e m forem fixos, e k percorrer os valores 1, 2. 3, então somente um 
termo da soma será não-nulo (como explicado acima), e, portanto, a soma total será 
+1 ou —1. Isso pode ser escrito como sendo 8,8;m — 8;môj, pois esta expressão fornece 
+I parai =l, j=m,i+je-—lparai= m,j= l,i +j,se não tivermos nenhum destes 
casos, obteremos zero. A demonstração está completa. 


Exercício. Verifique que 
EijkElmn = Ostdjmôkn + Oimôjndki + ÖinÔjlÖkm — Oindjmôki — Oimôjidkn — Ô710;n0km- 


16.6 DERIVADAS DE TENSORES. O TENSOR DAS DEFORMAÇÕES E A 
LEI DE HOOKE 


As componentes de tensores podem ser funções diferenciáveis (a) das coordenadas, 
(b) de parâmetros independentes das coordenadas, ou (c) de parâmetros relacionados 
com as coordenadas. O caso (b) é o mais simples e fornece o seguinte resultado. 


Teorema 1. A diferenciação de um tensor, com relação a um parâmetro indepen- 
dente das coordenadas, resulta em um tensor de mesmo posto. 


= Au(f)axas, onde t é o parâmetro, por exemplo, o 


Demonstração. Considere Ais(f) onc 
Como os a; são independentes de t, obtemos 


tempo em física não-relativista.* 


dA) _ dAr(t) 
d è d 


Gikajt 


CC ee ee eee . . a a . 
“Poderíamos ainda falar de um tensor de Levi-Civita, mas ele não seria isotrópico, pois suas componentes 
Mudariam de sinal sob rotações impróprias. As componentes de um pseudotensor de Levi-Civita não mudam 
de sinal devi i de det A 
evido ao efeito compensador de det A- pda 

Um produto (i E o) de dois pseudotensores é, evidentemente, um tensor. , 

E oR exteri denadas do chamado “'contínuo espaço-tempo” 
Em física relativista, o tempo é considerado uma das coorden: po”. 
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como foi desejado. NER . 
É instrutivo enfatizar que, neste caso, a variação do tensor A(t) (caracterizada 


por sua derivada) pode, em princípio, ser limitada a um único pane e TER o 
ponto com o qual o tensor está associado. Em contraste com isso, as derivadas par 
ciais de um tensor com relação a x, y, Z implicam na existência de um campo tensorial 
e exigem a comparação das componentes tensoriais em dois pontos aa a 
paço, por exemplo (x, y, z)e (x + dx, y + dy,z + dz). Quando o sistema + e coo a- 
das for mudado, as derivadas parciais das novas componentes tensoriais serão toma- 
das com relação a novas coordenadas e o caso (a) envolverá as relações entre as novas 
derivadas parciais 94:;/9xpe as antigas derivadas parciais 94,/9Xk- 


Teorema 2. A diferencial de um campo tensorial de posto r, em relação às coorde- 


nadas cartesianas, resulta em um campo tenson Ide postor + 1. 


Demonstração. Se um tensor for tratado como um invariante multilinear [ Definição (a) 
da p. 675], ou seja, 


Toa, X2, x3) = Ti. ..n(X1, X2, x3)tinj “e Am, 


então r fatores 
ôT 9Tij...n 
Fc = 22 Em. A 
FS q da O 
r41 fatores 


onde u, são as componentes de um vetor unitário qn. O lado esquerdo é a derivada 
direcional da função T(x,. x», xa) na direção p e é, evidentemente, um invariante.” A 
inspeção do lado direito mostra que é um tensor de postor + 1, como foi enunciado. 


Observação. Pode ser instrutivo fomecer uma outra demonstração, baseada na Definição (b) da ` 
p. 675. Por exemplo,t seja A'y(x'i, X'2, X'3) = AX, X2, X3)aika a, então 


ðA _ ðAr 
— = — Gikdil. 
Oxh Xm 


Usando a regra da cadeia 
94: dA 9Xn 


Oxm  ÔXn Xm 
observamos que 9xn/0x'm = Amn (pois x'm = GmnXn € Xn = almX'm = AmnXm). Por conseguinte, 


dA; Am 
= AikAjlAm. 
ôxm Xn 


Observe que é vital, aqui, que os x, estejam relacionados com os x'm por meio de uma transfor- 
mação linear, i.e., que OS amn Sejam constantes.* De outra maneira, o teorema não seria verda- 
deiro (o que realmente acontece, no caso de coordenadas curvilíneas). 


Com a ajuda do Teorema 2, não é difícil tratar do caso (c), onde a diferenciação é 
efetuada em relação a um parâmetro relacionado com as coordenadas. Por exemplo, 


*Se as coordenadas forem mudadas, então à i 
S à P Hp e ðTlðx, mudarão, mas a quantidade 9T/às = (9 F 
necer a mesma, como é claro de seu significado geométrico. ğ i lo Petina 
Taun oas quantidades Aim(11, X2» X3)AuAjm SãO calculadas, elas nos fornecem nove funções novas de x4, Xz, Xs; 
pomos que estas funções são reescritas em termos de x',, x'2, X's, fazendo naturalmente x, = GmnX' , 
n m me 


*Semelhantemente, no primeiro mé ā i ári 
Esdras A E método de demonstração, foi necessário que &, nj, -.. fossem constantes 
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suponha que temos uma curva no espaço, dada pelas equações paramétricas x = xi(5), 
= xs), z = Xa(s). Então, a derivada de um tensor ao longo da curva pode ser 
definida (0 parâmetro s representa, frequentemente, o comprimento de arco). 


Teorema 3. Se x, = x((s), então a derivada de um tensor de posto r em relação a s Ê 
um outro tensor do mesmo posto. 


A demonstração é feita facilmente, usando a regra da cadeia, e é omitida. 

Não deveria ser nenhuma surpresa considerar a diferenciação como uma das 
operações básicas, que relacionam os vários campos tensoriais usados na física. Ius- 
traremos isso, discutindo o conceito de deformação, que surge na mecânica dos meios 
contínuos. 

Um corpo sólido pode ser transladado ou sofrer uma rotação, caso em que as 
distâncias entre seus pontos não se alteram. Se, no entanto, as distâncias entre OS 
pontos sofrerem mudanças, dizemos então que o corpo está sendo deformado e exibe 
deformação. Uma definição elementar e algo imprecisa de deformação é 


mudança de distância 
distância 


deformação = 


Fig. 16.7 


i içã iva de dois pontos, que são muito 

is ri onsidera a posição relativa os t 

ea maan Seja nto N (ea a Fig. 16.7) dado por um vetor posição dr em relação 
próximos. M BoR da deformação. A distância entre eles é dada por ldr]. Suponha 
T aros aA os pontos M e N ocuparam as posições M' e N', respectiva- 


içã tiva é dr”. 
vetor de posição relatiy o 4 assado Es ; 
pr maani do vetor de posição relativa, isto é, o vetor dr" — dr. Ele é, 


evidentemente, igual a dp = P(To + dr) — p(ro) (veja a Fig. 16.7), a diferença entre os 


iará mente será considerada cons- 
“Isso é ário pois, em geral, a deformação variará de ponto a ponto, € so 
O È necessário pois, geral, 
tante para distâncias infinitesimais. , eeso 
tOs deslocamentos MM' e NN' não gesein TET nenos 
dizem respeito somente à diferença entre € 


mas isso não afetará nossos raciocínios, que 
qual deve ser pequena. 
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vetores deslocamentos (devidos à deformação) dos pontos M e N. Qualquer que seja a 
natureza da função vetorial, deve ser possível escrevê-la, baseando em considerações 
físicas, em uma série de Taylor na vizinhança do ponto M. Se 


plr) = (r)i + (ni + ECok, 


então E = E(x, Y, z), N -= n(x, Y, Z), (= t(x, Y, z), e 


EC, y, 2) = E(xo, Vos Z0) + SÊ (xo, Yo, 20) dx 


ð ð 
+ dE Ge Yo Zo) dy + 2E (xo, Yo, Zo) dz + +.» 


onde x,, Yo, Zo SãO as coordenadas do ponto M. Em casos de maior interesse prático ;* 
somente serão retidos os termos de primeira ordem. Após escrever fórmulas seme- 
lhantes para n(x, y, 2) e Ux, y, z), e fazendo x = x) + dx, y = Yo + dy € Z = Zo + dz, 
teremos 


dp = p(ro + dr) — p(ro) = dti | dnj + dik, 
onde 


ð ð ð 
dê = E(x, y, 2) — Eos vo. z0) = SE dx + Edy + S$ dz, etc. 


Nossos resultados podem ser escritos em forma matricial 


al aralle 
dn |= 2 a a ld |, 
ou em notação simbólica, 
dp =Tdr. 


A matriz T representa, evidentemente, um tensor (pelo Teorema 2 da diferencia- 
ção), que podemos chamar de rensor deslocamento. Ele relaciona os deslocamentos 
relativos dp com o vetor de posição relativo dr. Introduzamos, agora, a definição da 
deformação na direção dr por meio da fórmula 


|dr'| — ldr] 


S(dr) = Ea 


*Para os metais, vidros, madeiras, etc, as deformações representam somente uma pequena fração das distân- 
cias não-distorcidas e a teoria acima é bem precisa. 
tPor conveniência, identificamos dp e dr com suas representações por vetores colunas. 


< 
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| ou |drl, podemos 


Como supusemos que ldp| = |dr' — dr] é muito menor do que |dr' Fig 


substituir a mudança de distância |dr*| — |dr| pela projeção de dp sobre dr (veja a 
16.8), (dp: dr)/ldr|. Isso fornece 


(dp: dr) _ (dr -T de) , 


S NTE SO NE ST, 
(do) = Cadê = Taro 


daN” 
4, 
X dr 


dr 
M’ 


Fig. 16.8 


Explicitamente, (dr -T dr) é uma forma quadrática em dx, dy, dz: 
Es Mr E? 
(dr: Tdr) = ax TX + 3» dy* + az 
dE ðn on, dE or, dE 
+ (+ 2) dx dy + (E + 3y dy dz + sa Jz dz dx. 


Ao dividirmos por |dr|?, observamos que dx/|dr|, dyl|dr|, e dz/|dr| são exatamente os 
cossenos diretores de dr. Representamo-los por uz, Hy, Hz € obtemos 


.08,2,00,2,98,2, (98 , é 
S(dr) = əx uz + 3y uy + dz uz (E T 2) Uzuy 
dn, 9 df , dE 
is (5 + gp) tt + (z + se) faltas 


Vemos que a deformação é uma função quadrática de uma direção. Podemos associá- 
la como um tensor simétrico de posto dois*, dado pela matriz 


aE (88,0) 1(28,08 
ôx TETE (Ei) 


A = ” g x E: 
*Uma função quadrática é um caso especial de uma junção bilinear. A deformação é, evidentemente, invariante 
sob rotações devido ao caráter tensorial de suas componentes e em virtude de seu significado físico. 


Rbd RÉ uai siena ii usina ui atraso ama 
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que é geralmente chamada de tensor das deformações. Evidentemente, S é exatamente 
a parte simétrica* de T. 


Observação. A parte anti-simétrica de T, ou seja, o tensor R =T — S, não contribui para a defor- 
mação. Escrevemos dp = S dr + R dr; como R é anti-simétrica, deduzimos que (dr : R dr) = 0; 
em outras palavras, R dr é normal a dr. Pode-se mostrar que R dr representa uma rotação 
infinitesimal do vetor dr. 


Uma aplicação muito instrutiva da teoria dos tensores é a análise da relação entre 
o tensor S das deformações e o tensor das tensões, definido na Seção 16.3. A afirma- 
tiva de que a deformação é proporcional à tensão, conhecida como Lei de Hooke, é 
uma simplificação em dimensão um da realidade e deve ser modificada. Parece natu- 
ral, no entanto, esperar que as componentes g do tensor das tensões estejam linear- 
mente relacionadas com as componentes S, do tensor das deformações. Para a maio- 
ria dos materiais sólidos, e para tensões moderadas, esta conjectura é verificada pela 
experiência. 

A relação linear mais geral entre dois tensores de posto dois Fy e Su é 


ij = AjjkiSkl, 


onde Ayx é um tensor de posto quatro, conhecido como tensor de elasticidade. Esta 
relação pode ser apropriadamente chamada de lei de Hooke generalizada. A primeira 
vista, pareceria que as propriedades elásticas de um sólido são descritas por 81 cons- 
tantes, o número de componentes de um tensor de posto quatro. Em verdade, nem 
todas essas componentes são independentes. Devido à natureza simétrica dos tensores 
das tensões e das deformações, devemos obviamente ter Aji = Aijxı juntamente com 
Aji = Ayrı- Pode também ser mostradot que um tensor elástico tem que possuir uma 
propriedade adicional de simetria, Ajm = Apy. Todas estas condições resultam na 
redução do número de componentes independentes A;m, de 81 para 21, e este é o 
número verdadeiro de constantes elásticas em um corpo cristalino geral. 

Considere, contudo, um tipo muito mais comum de sólido, ou seja, um corpo 
isotrópico, em que as propriedades elásticas são as mesmas em todas as direções.* 
Neste caso, o tensor elástico deve ter numericamente as mesmas componentes em 
todos os sistemas cartesianos positivamente orientados: 


A 
ijkl = Åijkl 


Em outras palavras, A; deve ser um tensor isotrópico. A exigência de isotropia reduz 
drasticamente o número de componentes independentes do tensor elástico, ou seja, de 
81 a apenas 3, como será mostrado na análise a seguir. 

Tratemos o tensor elástico como sendo um invariante formado com quatro vetores 
unitários arbitrários 


A = Asutin;trdo. 


Se as componentes de A; permanecerem inalteradas sob todas as rotações, elas se- . 
rão, em particular, deixadas fixas sob rotações de 180º em torno dos eixos coordena- 
dos. Nestas rotações, uma das componentes do vetor permanece a mesma, enquanto 
que as outras duas mudam de sinal, por exemplo, £, > —£,, & > —€s, ča — É; no caso 


*Toda matriz pode ser decomposta de maneira única em partes simétricas e anti-simétricas (consulte o Pro- 
blema 21, no Capítulo 10). 

t Veja. por exemplo, Brillouin, Tensors in Mechanics and Elasticity, Seção 10.8. E 
*Em um cristal, as deformações dependem não somente das tensões, mas também de suas orientações relati- 
vamente aos eixos cristalinos. 
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xemplo, um 


de uma rotação de 180º em torno do eixo dos z. Isso significa, que, por € 5 
tores unit- 


4 z 
termo como Aiz328/Nals)» se transformará em — Ara32€N2(3)2. Como os ve 


rios É, n, C e 9 são arbitrários, é claro que cada termo em A deve permanecer o 
riante, O que implica que A',,3, = — A232- Segue-se que A,232 deve ser Zero. a 
úni 


rotações de 180º em torno de todos os três eixos, concluímos, em geral, que as 
componentes não-nulas de Ay podem ser aquelas para as quais ou todos os quatro 
índices são iguais ou para as quais há dois pares de índices iguais. Isso deixa quatro 
tipos de componentes, que se anulam: 


L. Aiii Amp 3 Agp 4 Aijji 


Considere agora rotações de 90º, Uma rotação de 90º em torno do eixo dos z tem 
o efeito £ — £z, & > —€,, Ea > £ e, semelhantemente, para n, (e À. Isso conduz à 
afirmativas como A, = A222, A2233 = A33 etc. Generalizando, concluímos que às 
componentes de cada um dos tipos acima devem ser iguais entre si. Consequente- 
mente, o tensor elástico pode ser escrito sob a forma 


Asjki = Môijôkı + uôixôa + vô; + Pôsjki, 


onde À, 4. v e p são constantes e 3, é um símbolo de Kronecker generalizado, igual a 
um, se todos os quatro índices forem iguais, e a zero nos outros casos. 

Até agora, foi mostrado que A; é isotrópico somente sob rotações de 180º e de 
90º, e deve ser testado para rotações arbitrárias. Não é difícil verificar que cada um 
dos três primeiros termos em A; é um tensor isotrópico por exemplo, 


(N0:;0%1)' = AôpqgÔrsAipljqakrals 
= A(Aipajp)(akrair) = Nôijôk. 


O último termo, pô; não é, todavia, um tensor isotrópico, e isso pode ser mostrado 
como segue. Como É, n, £ e ð são arbitrários, escolha todos iguais. Então, 


pôsmtimtrdr = pCi + £ + E3). 


Considere agora uma rotação infinitesimal de ângulo e em torno do eixo z. Conside- 
rando somente os termos de primeira ordem em &, vemos que o vetor torna-se 


H S E t ein Bb=H-e ti, E=tE. 
Achando €,, £z, £, obtemos, em primeira ordem em e, 


PEt + té + Et = p(git + Bot + Es! + detr En — detit) 
x (ti + Ef + 69), 


o que viola a exigência de isotropia. 

Nota: Isso não significa que as componentes A1111, A2222 € Ass33 devam ser nulas; 
elas ainda ocorrem nos outros três termos em casos especiais. No entanto, não for- 
mam um tensor isotrópico. 

A análise feita acima do tensor elástico estava baseada nas propriedades de iso- 
tropia e não usou as exigências de simetria previamente mencionadas. Se aplicarmos a 
condição A; = Aju» Vemos então que as constantes y € v devem ser iguais. As outras 
simetrias são prontamente verificadas, de maneira que a fórmula final do tensor elasti- 


cidade de um sólido isotrópico é 
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Aki = Nôijôkt + 2u(ôikôj + Sidr). 
Substituindo isso na lei de Hooke generalizada, obtemos a relação 
gij = Nôjô + 2uS;;, 


onde à = Sw = Su + Sw + Sa é a dilatação de volume do sólido deformado. As 
constantes À e u são conhecidas como coeficientes de Lamé e p é também chamado de 
módulo de rigidez. Não há nenhum nome especial para À. 


Observação. Podemos também obter Sy da relação acima. como segue. Efetuando a contração do 
tensor das tensões. fazendo i = j, obtemos o invariante (o traço de ci) 


Z = ou = 3M + 24S4= BA +t 2u)A. 


Como 4 pode agora ser escrito em função de Z, a equação original é facilmente resolvida e 
fornece 


1 A 1 
Sij = rd + p = gC + ao; — Kôy?), 
onde as constantes 
p=", e «= dd 
Ate 2A + u) 


são chamadas respectivamente de módulo de Young e de razão de Poisson. 


Como um segundo exemplo do caráter tensorial das leis físicas. consideremos o 
problema da covariância das equações de Maxwell, que são, no sistema Gaussiano de 
unidades ,* 


div E = 4rp, divH = 0 
= 0, rotH — — 
c 


Estas equações são geralmente suplementadas pela expressão da densidade de força de 
Lorentz (força por unidade de volume) 


1 
f = pE + x H], 


que representa a conexão entre a teoria eletromagnética e a dinâmica da matéria com 
carga elétrica. 

Todas as cinco equações dadas acima são covariantes em relação às rotações do 
sistema de coordenadas cartesiano, sob as hipóteses usuais de que E, H, J e f sejam 
vetores e p um escalar. Com efeito, div E pode ser escrito como 9E;/9x, e deve ser um 
escalar, pois pode ser formado pela contração do tensor de segunda ordem 9E;/0x;. Por 
conseguinte, a equação div E = 47p tem propriedades de transformação tensorial bem 
definidas. isto é, é covariante. 

Também. se H for um vetor, então. pelo Teorema | da Seção 16.6, aH/ðt será 


*Para as finalidades desta discussão, o sistema Gaussiano de unidades é mais conveniente do que o sistema 
MKSA. usado na Seção 8.3. 
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também um vetor, pois o tempo t é um escalar.* Relacionado com isso está a 


que a i-ésima componente de rot E pode ser representada, usando o símbolo 
Civita, por 


9E, 
(rot E); = e; a , 


J 


e o caráter vetorial de rot E está formalmente demonstrado. Isso torna a equação 


rote +t o 


covariante, pois todos os termos se transformam como vetores. O caráter covariante 
das outras equações é demonstrado de maneira semelhante. E 
Um ponto importante, que surge, é se considerarmos covariância com relação a 
todas as transformações ortogonais. Fisicamente falando, isso implica a possibilidade 
de reflexões no espaço e, em geral, mudanças de sistemas de positivamente orientados 
para negativamente, e vice-versa. Se supomos que p permanece um escalar, a equação 
div E = 47p mostra que E permanece um vetor sob esta classe estendida de 
transformações. No entanto, a quantidade €;x torna-se agora um pseudotensor, o que 
implica, como não é difícil de verificar, que rot E é um pseudotensor. A equação 


19H 


POLE F7) = 0 


fornece, então, a conclusão de que o campo magnético H não pode ser um vetor ver- 
dadeiro, mas deve ser um pseudovetor. 


Observação. O aspecto mais interessante da covariância das equações de Maxwell, é que ela 
pode ser estendida às transformações de Lorentz na teoria especial da relatividade. Aqui, a va- 
riável de tempo t é combinada com as três coordenadas espaciais para formar um contínuo 
espaço-tempo de quatro dimensões, e as transformações de Lorentz sao tais que deixam a quan- 
tidade s? = x? + y? + z? — c°? invariante. Isso é equivalente a transformações ortogonais no 


espaço de dimensão quatro com coordenadas x, = x, X2 = y, X3 = Z, x, = ict. Enviamos o leitor a 
vários textos sobre relatividade,t onde a teoria dos tensores encontra uma de suas maiores 


aplicações. 


16.7 TENSORES EM SISTEMAS CARTESIANOS OBLÍQUOS. 
REPRESENTAÇÕES COVARIANTES E CONTRAVARIANTES 


Nesta seção estenderemos o conceito de tensores a sistemas cartesianos de coordena- 
das oblíquas. Como o uso de sistemas oblíquos é bem limitado, isso não é feito com a 
finalidade de aplicações práticas, mas para introduzir alguns fatos novos, que são rele- 
vantes na teoria geral dos tensores, em que são admitidas coordenadas não- 
cartesianas. 

Comecemos com vetores. Suponha que mudamos de uma base cartesiana ortogo- 
nal, dada pelos vetores unitários e; para uma nova base, dada pelos vetores g,. Esta 


*Na teoria especial da relatividade, o tempo não é considerado um escalar, mas, mesmo assim, comporta-se 


Como um escalar sob rotações no espaço. de j . 
tPor exemplo, Lawden, An Introduction to Tensor Calculus and Relativity, e Aharoni, The Special Theory of 
Relativity. 
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nova base pode ser representada por uma matriz G com elementos gy, € podemos 
escrever, usando a convenção do somatório.* 


B: = 85:€;- 


A nova representação de um vetor x, correspondente ao vetor coluna x’, es- 
tá relacionada com o vetor coluna original x por x’ = Tx, que podemos escrever como 
x! = txj, onde T = G-!. Observe que, na notação tensorial, a afirmativa TG = l é 
escrita como tg; = di 

Considere agora o produto interno (y, x) de dois vetores y € x. Nesta nova repre- 
sentação, ele não será mais dado pelo produto escalar y'7x mas sim por 


(y, x) Z y'TGTGx' = yTMx, 


Gx'. Na notação tensorial, isso será 


pois (y, x) = )'x e y” = y'7G”, enquanto que x 
(Y, X) = Vig = ViMikXk» 


onde os m;. são os elementos da matriz métrica M (veja a p. 442). Por exemplo, o 
comprimento de um vetor será agora 


xl = (7M59 "2. 


Todas estas complicações surgem devido ao fato de que os vetores da nova base não 
são nem vetores unitários nem mutuamente ortogonais.? 


Exercício. Verifique que 


a) Ilgdl = Vmi 
Mij (sem somatório). 
b) cos (g; 8) = —— = 
18) E may 


Não é difícil ver que, no contexto dos sistemas oblíquos, o qual inclui natural- 
mente os sistemas ortogonais, podemos definir tensores de posto um como quantida- 
des que se transformam segundo a lei 


A; = Astijs 


onde t; forma a matriz de transformação (como definida na p. 435) de uma base para a 
outra. Isso é a generalização da Definição (b) da p. 675, a diferença sendo que os ti; 
não representam mais cossenos de ângulos. Observe, contudo, que a Definição (a) 
necessitará de uma modificação mais drástica, pois a construção dos invariantes é 
agora mais complicada. Por exemplo, o produto contraído A:B; de dois tensores de 


posto um (vetores) não é um invariante; para obter um invariante, deveríamos cons- 
truir 


tmt.. Bi. 
iMijBjs 


*Veja a p. 434. Lembre-se que adotamos uma notação em que os novos vetores da base são representados 
pelas colunas da matriz G. 


tA matriz de transformação G pode ser uma matriz não-singular arbitrária. 
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onde m'u = Bix£y- Em outras palavras, devemos também transformar a métrica (por 
meio de transformações de congruência, como está explicado na Seção 10.7). 

Evidentemente, a matriz métrica m, é um aborrecimento e a coisa mais sensata à 
fazer é restringirmo-nos a sistemas cartesianos ortogonais. Infelizmente, esta é uma 
solução må, pois nos privaria do uso das coordenadas curvilíneas. Acontece, contudo, 
que há um meio simples que nos permite incorporar a transformação de congruência 
na própria transformação dos vetores. Para conseguirmos isso, associamos a cada 
n-upla, x, que é uma representação do vetor x, uma outra n-upla Mx, que representa- 
remos por %. Então, em um sistema oblíquo dado, teremos 


(y, x) = 7x. 


Se ess preservar esta forma do produto interno sob todas as transfor- 
mações lineares não-singulares, é, então, claro que, quando x se transforma em x! 
por meio de x' = Tx, então ž deve transformar-se em x”, por meio de X' = G'X, onde 
G = T”!. Com efeito, então 


/ 


vTx = (Ty) (GT x) = y'TTG" x Es y'x, 


pois T'GT = (GT) = 1. 

Para termos esta conveniência, necessitamos agora de duas representações para 
cada vetor x, ou seja, duas n-uplas, x e x. Chamaremos a primeira de representação 
contravariante e a segunda de representação covariante. Se x se transforma de acor- 
do com x; = xy, então ¥ deve transformar-se de acordo com X; = Xgi, onde a matriz 
G” = {g5} é a transposta inversa da matriz T = {t4}. A representação covariante pode 
ser obtida a qualquer momento, a partir da representação contravariante, por meio da 


fórmula 
ži = MijXj, 
que envolve a matriz métrica associada com um sistema particular. 


Observações 
1. O termo covariante está relacionado com o fato de que a lei de transformação 


> To: > 
= gijžj = Bi; 
possui o mesmo aspecto que a relação entre os vetores básicos* 
Bi — Sjt; 


se transformam “da mesma maneira” que os vetores básicos. Por outro 


de maneira que os X, E = : 
“de maneira oposta” aos vetores básicos, ou seja, por uma matriz 


lado, os x; se transformam 


inversa transposta. N E 7 o A 
i a seguinte interpretação geométrica: Além da base 


2. A representação covariante possu t 
formada pelos g; (com métrica M), imagine uma outra base oblíqua composta de vetores h,, que 


está relacionada com a base dos g;, por meio de 
(hs, 89) = dy 
ão recíprocas uma da outra.t Então a n-upla covariante com 


Dizemos que a base h e a base g S ia d: À 
riante com relação à base A, e vice-versa. 


relação à base g é a n-upla contrava 


*Consideramos ambos os g, € Os €; como pertencentes, em geral, a bases oblíquas. 
tObserve que, enquanto o produto interno de h; por g; ê à identidade, nenhum destes vetores necessita ser 
, 


Unitário e nem colinear. 
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Exercício. Verifique esta afirmativa: observe também que a base h tem métrica m”!. 


3. Tradicionalmente, falamos de vetores covariantes e contravariantes, em vez de 
representações. Isso é devido ao fato de que, na teoria geral dos tensores (veja a Seção 16.8), 
certas quantidades se transformam, de maneira natural, covariante ou contravariantemente, e são 
classificadas de acordo com isso. Também, esta nomenclatura contribui para a brevidade, e nós a 


usaremos sempre que for conveniente. 


Baseados nesta discussão, não é difícil estender as definições de tensores de 
ordem superior a sistemas cartesianos oblíquos. Contudo, antes de fazer isso, adote- 
mos uma notação especial, que é universalmente empregada em teoria dos tensores. 
Em primeiro lugar, observamos que os coeficientes t; são iguais às derivadas parciais 
das novas coordenadas de um ponto dudo* com relação às velhas, pois de x; = fiX; 


segue-se que 


4 . . 2 . - A bt 
Também, a matriz inversa g; está envolvida na relação x, = g:jXj, de maneira que 


9X; T 0X; 
8ij = 2 e Bij m ——"* 


0x); ôx; 


Devido à conveniência futura no tratamento dos tensores gerais, abandonaremos os 
símbolos t;; e g; para as matrizes T e G", e usaremos exclusivamente a notação de 
derivadas parciais. 

No segundo passo, abandonaremos também o símbolo ~ para representar compo- 
nentes covariantes. Em vez disso, escreveremos componentes covariantes da maneira 
normal, usando subíndices. Por exemplo, um tensor covariante será, por definição, 
transformado segundo 


Al 
ôx; 


Por outro lado, quantidades contravariantes serão indexadas superiormente. As com- 
ponentes de um vetor contravariante serão escritas A' e se transformarão segundo 


Ar = dx); A 
ðX; 2 
onde a convenção do somatório, naturalmente, é estendida para englobar igualmente o 
caso de índices superiores. 
Usando este tipo de notação, podemos definir um tensor covariante de posto r 
como o conjunto de quantidades que se transformam segundo a regra 


* E 
Os termos (Xis X2; x3) e (xi Xz, Xa) podem ser considerados as coordenadas de um ponto (componentes do 

vetor posição) nos sistemas cartesianos. 

tDevido a cu um símbolo como A? significará a segunda componente do vetor contrariante A' e 

não a quantidade "quadrado de A”. Para designar a última, em notação tensorial, deveríamos usar (A)?. 
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Semelhantemente, um tensor contravariante de posto r é definido pela lei de transfor- 
mação 


pin Es ' i 


Além destas duas definições, um terceiro tipo de tensor pode ser introduzido de ma- 
neira igualmente fácil. Tensores deste tipo são conhecidos como tensores mistos, com 
alguns dos índices sendo covariantes e outros contravariantes. Por exemplo, um tensor 
misto de posto três com dois índices covariantes se transforma segundo 


d 
TE = Tin ÔXk 0x1 0Xm , 
Xn 0x; ðX; 


As propriedades dos tensores em sistemas cartesianos não-ortogonais são essen- 
cialmente as dos tensores gerais, que serão discutidas mais tarde. No entanto, conclui- 
remos esta seção com uma observação sobre a matriz métrica. 

Em primeiro lugar, abandonaremos o símbolo m; para a matriz métrica e adotare- 
mos o símbolo g;;, que é quase universalmente usado em toda a literatura sobre tenso- 
res.* Ora, se as componentes contravariantes de um vetor, ou seja, as componentes 
utilizadas até agora, sofrem uma transformação linear por meio de uma matriz 0x';/9x; 
(i indexa as linhas, j indexa as colunas), então a matriz métrica deve sofrer uma trans- 
formação de congruência por meio da inversa desta matriz (veja a Seção 10.7). Esta 
última matriz será 9x,/9x', (foi anteriormente representada por gx). Por conseguinte, 
no novo sistema de coordenadas, a métrica será dada por 


T 
Ox; OX ð 
ds i L Xk 0X 
&ij = ( 5 &kl (2) = gui E A 
ðxk 9x); 0x; Ox; 
Esta expressão mostra que a matriz métrica é um tensor covariante de posto dois, 
como tínhamos antecipado, indexando-a inferiormente. 


16.8 TENSORES GERAIS 


A extensão dos princípios da análise tensorial a sistemas de coordenadas arbitrários, 
em geral curvilíneos, exige certas modificações. Suponhamos que as novas coordena- 
das são introduzidas no espaço físico por meio das equações 


ui = u(xa, X2, x3) (i E l, 2, 3), 
e, semelhantemente, no plano, 4; = u;(Xı, X2) com i = 1,2. A primeira dificuldade que 
enfrentamos é que nem os u; nem suas diferenças podem servir de componentes para 


vetores. Eles não satisfazem os postulados de um espaço linear (Seção 10.3). Como 
exemplo, consideremos as coordenadas polares em um plano, dadas por 


r=V2 +93, 
8 = arctg 0/x). 


aaee 
* x : E E 
Lembre-se que cessamos de usar o símbolo g; para representar os elementos da matriz G envolvida nas 
transformações. De agora em diante, o símbolo gy será usado exclusivamente na métrica. 
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Se adicionarmos dois vetores-posição (Fig. 16.9). não obteremos R = r, + r2, mas sim 


R = Vr? + rê me 2rira COS (02 ar 01), 
1 


Fig. 16.9 


o que mostra que as coordenadas não são aditivas. Isso está. naturalmente, relacio- 


nado com o fato de que a transformação da (x, y) para (r, 9) não é linear. 

Sabemos. contudo (Seção 1.9), que é possível estabelecer. em cada ponto do 
plano,* um sistema de coordenadas locais, com cixos tangentes às curvas I; = CONS- 
tante, isto é, r = constante, e 8 = constante. Vetores físicos como forças, velocidades, 
etc. podem ser decompostos em componentes com relação a estes sistemas locais. 

Relacionado com isso, observamos que as diferenciais das funções ut; podem ser 
tratadas como as componentes dos vetores de deslocamento infinitesimal ds, exata- 
mente como as diferenciais dx, em coordenadas cartesianas. A razão para isso reside 
na relação linear entre du, e dx;. Por exemplo, em coordenadas polares (Fig. 16.10). 


dx = cos 6 dr — rsenô do, dr = cos 6 dx + sen 8 dy, 


— sen 8 cos 0 dy. 


dy =seng dr — r cos 8 do, do = 7 dx + a 


Em geral, valem tais relações lineares. Além do mais. as diferenciais deveriam ser 
consideradas como componentes contravariantes de ds e indexadas por índices supe- 
riores. de acordo com a convenção adotada na Seção 16.7. A razão para isso é que se 
transformam segundo a fórmula (compare com a p. 695). 


Fig. 16.10 


* ie e A E a 
Podemos omitir a origem, que tem um caráter peculiar a este respeito. 
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es: Odu; 
9X; 


du dx’. 
A diferença fundamental do caso de coordenadas cartesianas oblíquas é que as quanti- 
dades ôtti/0x; são agora variáveis, diferindo numericamente de ponto a ponto. No en- 
tanto. em um ponto dado do espaço, é possível construir, como faremos abaixo, todo 
o edifício da álgebra tensorial, de maneira semelhante ao caso das coordenadas carte- 
sianas. 

Enquanto as diferenciais du' são quantidades típicas, que se transformam como 
vetores contravariantes, temos também um exemplo muito familiar de vetores cova- 
riantes, dado pelas derivadas parciais de uma função escalar p. Com efeito, temos 


de acordo com a fórmula da p. 694.* Observe que o produto interno do vetor cova- 


riante 9/04; e do vetor contravariante dui é, com efeito, um invariante (em qualquer 
sistema de coordenadas): 


dy 3 ð 3 
ET. du! = 2V; dx? = 
du; dx; dọ. 

É bastante trivial verificar que, se forem efetuadas mais transformações de um 
sistema de coordenada para outro, as diferenciais e as derivadas parciais obedecerão 
as regras gerais} 


du? = i dy de du; ðe, 
du; ðu; ðu; du; 


que representam exemplos de transformação de vetores contravariantes e covariantes, 
em sistemas de coordenadas gerais. 

O próximo passo natural é estender a definição de tensores de posto e tipo arbitrá- 
rio a todos os sistemas de coordena "as. 


Definição. Um tensor geral de posto r + $, covariante em r índices e contrava- 
riante em s índices, é um conjunto de quantidades que se transformam segundo a 
fórmula 


s fatores r fatores 


sob uma mudança de coordenadas de u; para u5. 


O ag ma 
* Neste caso, a notação usual àp/du, ajusta-se bem à convenção de indexação de vetores covariantes. Como o 
ndice i pertence ao denominador, ele é considerado um subíndice. 

De agora em diante, os símbolos x; Ou x; serão usados exclusivamente para representar coordenadas cartesia- 
has ortogonais. Os símbolos 4; OU l; SE aplicarão a coordenadas arbitrárias, cartesianas ou não. Observe que os 
indices não se referem à covariância, pois as coordenadas não são vetores. Alguns autores escreverão os 
coeficientes da transformação ðu"/ðu’ em vez de qui/ôu;. Qualquer que seja à notação, estas derivadas parciais 

everão ser tensores mistos de posto dois (veja a p. 695), com o índice i contravariante e o índice j covariante. 
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Observações 
1. Nem os u; nem os uj necessitam ser coordenadas cartesianas, e esta definição não está, em 


verdade, presa a nenhum sistema de coordenadas particulares — um ponto muito importante em 


teoria dos tensores. 
2. Se s = 0, temos um tensor puramente covariante; se r = 0, temos um tensor puramente 


contravariante; se s + 0 er + 0, temos um tensor misto. Para o caso de um tensor de posto zero 
(um invariante), não há, naturalmente, nenhuma distinção entre covariância e contravariância. 

3. A definição alternativa de um tensor, análoga à Definição (a) da p. 675 é ainda possível, 
mas um pouco menos lúcida: os vetores cartesianos unitários É, 9, -.. não estão disponíveis e o 
invariante teria que ser formado como o produto de um tensor com um número apropriado de 
vetores covariantes e contravariantes, que deveriam ser definidos antecipadamente. 


Na Seção 16.7 foi mencionado que as componentes covariantes e contravariantes 
são somente duas representações do mesmo vetor, e a transição de um conjunto para o 
outro é obtida através da matriz métrica. Como uma regra geral, a métrica é obtida do 
comprimento de um deslocamento elementar ou, mais precisamente, do produto in- 
terno (ds, ds). Em um sistema cartesiano ortogonal, 


(ds, ds) = (dx)? + (dy)? + (dz)? = dx? dx. 


Exprimamos dx' em termos de du',* 


dx? = do. 
du; 
Então, 
OX; 4 50X; ,k 3 q k 
(ds, ds) = Ea ET = gy du du. 


Vemos que (ds, ds) é uma forma quadrática nas diferenciais dı? e que a métrica é dada 
pela fórmula 


dx dxi, 
Ejk du; dUuk 


onde os x, são certas coordenadas cartesianas ortogonais. 
Usando a matriz g;, é possível passar das componentes contravariantes Aº de um 


vetor para suas componentes covariantes A; por meio det 
Á; = Bj. 


Isso nos permite, por exemplo, a introdução das componentes covariantes do vetor ds, 
ou seja, as quantidades g;du', que deveriam, por consistência, ser representadas por 
du;. Seu uso, contudo, é evitado, pois não se transformam, como o fazem as diferen- 
ciais familiares contravariantes, e isso pode causar confusão. 


Exemplo. Em coordenadas polares no plano, as componentes contravariantes de ds são 
du! = dr e du? = do. A métrica é 


*Observe que isso é ainda uma transformação contravariante. Os x; atuam agora como se fossem x', (ver a p- 
i B i 


701). 
tA matriz métrica gy é um tensor covariante de posto dois. A demonstração no fim da Seção 16.7 é aplicável 


aos tensores gerais. 


EE 


SIR 
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e, portanto, as componentes covariantes de ds são 


du; = idr + Odo = dr, duz = Odr + r?° d8 = r° dê. 


Observação. Em análise vetorial clássica (fora da teoria tensorial), as componentes de ds em 
coordenadas polares não são nem du’, du?, nem du,, du,, mas sim dr e r do, segundo a fórmula 


ds = drro + r dê6o, 


onde ro € 6, são vetores unitários nas direções r e 8 (compare com a p. 36). Estas quantidades dr e 
r dg são chamadas de componentes físicas do vetor ds e não são usadas na teoria dos tensores. (0) 
que se fez realmente foi a multiplicação das componentes contravariantes (as diferenciais familia- 
res) dr e dô pelos fatores h, e hs (veja a p. 37), que são nada mais nada menos do que V81: € 
VB. respectivamente. A desvantagem deste ajuste da métrica, para coincidir com o caso carte- 
siano,* é que é conveniente somente para coordenadas curvilíneas em que a matriz gy é diagonal 
Uma objeção ainda mais séria é que isso deve ser feito separadamente para cada sistema particu- 
lar de coordenadas. A idéia central da teoria dos tensores é exatamente evitar operações desta 
espécie. 


Neste estágio do desenvolvimento da teoria tensorial, é talvez apropriado fazer 
uma observação profunda sobre a métrica. Podemos adotar o ponto de vista de que, 
para um sistema de coordenadas particular, o conjunto das quantidades g;;, variável de 
ponto a ponto, é dado e não necessita ser determinado com relação a um certo sistema 
cartesiano por meio das fórmulas na p. 698. Neste caso, surgem duas possibilidades no 
espaço geral de N dimensões: 

t. É possível achar uma transformação 


Xi = Xi, U2, ... , UN) (i= EEE A 


tal que, nas coordenadas x;, a métrica se reduz, em todos os pontos do espaço, 
simultaneamente, à matriz identidade e 


(ds, ds) = (dx!)? + (dx)? + -+ + (de)? 


Por definição, as coordenadas x; representam, então, um sistema cartesiano ortogo- 
nal. 

2. Por outro lado, talvez seja impossível achar uma tal transformação, o que significa 
que o espaço de dimensão N em consideração não permite a existência de coorde- 
nadas cartesianas. 

Até aqui consideramos os espaços do primeiro tipo, chamados de espaços eucli- 
dianos. Em particular, supusemos tacitamente que o espaço físico tridimensional em 
que vivemos admite a existência de coordenadas cartesianas. No entanto, os espaços 
do segundo tipo, chamados espaços não-euclidianos, não são, de nenhuma maneira, 
Pouco comuns. Um dos exemplos mais simples é, talvez, a superfície de uma esfera de 
raio R. Se introduzirmos a longitude & e a colatitude 0 bem conhecidas, então o deslo- 


Camento elementar será dado por 


e 
*Ou seja (ds, ds) = (dr)? + (r d0)?, semelhante a (ds, ds) = (dx)? + (dy. 
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(ds, ds) = R? sen” o(d)? + Rdo)?, 
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mostrando que a métrica é 


Rºsen?o O0 
0 R? 
demonstrado, que é impossível 


impossível achar duas funções 
diferenciais da p. 698, ou seja, 


É intuitivamente claro, e pode ser rigorosamente 
introduzir um sistema cartesiano neste espaço; isto é, é 
x = x(ġ, 0) e y = (4, 0), que satisfaçam as equações 
tais que 


0x)? o) = dd ox dx | dy Oy 
(55) +2 = R?sen?o, gago tação” O 


0? E 2 
OO- 


As propriedades dos tensores, como definidas nesta e na próxima Seção, 
aplicam-se igualmente aos espaços euclidianos e não-euclidianos. É razoável dizer que 
o desenvolvimento da teoria dos tensores e suas aplicações à física devem sua existên- 
cia ao estudo dos espaços não-euclidianos. Em verdade, não há garantias de que nosso 
espaço físico seja verdadeiramente euclidiano.* Segundo a teoria geral da relatividade, 
nosso espaço está mergulhando no contínuo espaço-tempo de dimensão 4, geralmente 


acreditado não ser euclidiano. 


16.9 A ÁLGEBRA DOS TENSORES GERAIS. TENSORES RELATIVOS 


A maioria das propriedades dos tensores cartesianos, dadas na seção precedente, tem 
seus correspondentes na teoria geral dos tensores, mas certas modificações devem ser 
introduzidas. Estas modificações são, em geral, devido à distinção entre os métodos 
covariantes e contravariantes de transformações. Como antes, os tensores de mesmo 
posto e tipo (aqueles que possuem números respectivamente iguais de coordenadas 
covariantes e contravariantes) formam um espaço linear. Seus produtos seguem as 


seguintes regras. 


O teorema do produto externo. O produto externo de dois tensores é um tensor, 
seu posto e tipo, sendo determinados de maneira óbvia. 


Por exemplo, se R$ e S!” são tensores, então Tk'" = R$S!” é também um tensor. A 
demonstração deste teorema segue de perto a demonstração dada na p. 677, exceto 
que os a; são substituídos por ðu,/ð3u; ou por 9u;/9u,, dependendo do tipo de um índice 
dado (covariante ou contravariante). 


o teorema da contração. A contração de um tensor de posto r sobre um par de 
De um covariante e o outro contravariante, resulta em um tensor de posto r 


* 
i Malgrado ó Taio de que podemos usar coordenadas cartesianas sem contradição aparente em todos os assun- 
p » tais sistemas talvez não sejam globalmente válidos para o universo como um todo 
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> ; klg 
4 1 
Exercício Verifique que se Té um tensor, o mesmo acontece com R% = TË observando que para 
dois conjuntos quaisquer de coordenadas.* 


dum dus 


À 
du; Õun 
é : kl Dara 
Mostre também por que as quantidades T'e Tibndo são tensores. 


O teorema do produto interno. O produto interno de dois tensores de postos re s é 
um tensor de posto r + s — 2, desde que, naturalmente, a contração seja feita 
sobre um par de índices, um dos quais seja covariante (subíndice) e o outro con- 
travariante (índice superior). 

o teorema do quociente. Se o produto (interno ou externo) de Dagh 
tensor arbitrário, fornece um tensor não-nulo de posto e tipo apropriados, então 
as quantidades X72:--* são componentes de um tensor. 


, com um 


Como a demonstração da p. 678 foi baseada na Definição (a) de tensores cartesia- 
nos; é necessário um exemplo de uma demonstração alternativa, usando as proprieda- 
des de transformação dos tensores. Seja, por exemplo, a equação Pi.Qi= Rik verda- 
deira em todos os sistemas de coordenadas e sejam Qe Rj, tensores. Como usual- 
mente, representemos, com o plica, o resultado de uma transformação do tipo tenso- 
rial, de maneira que, em um novo sistema, teremos 

mo maðu, ðup " s Õu, Um OUn 
iS Qp F G Rik = Rmn SE 
dug Ou; dus du; duk 


não necessariamente da mesma maneira que os tensores, e tornam-se P;jino novo 


sistema. Vale, então, a seguinte relação no novo sistema: 


Suponha agora que as quantidades P;, se transformam de acordo com uma certa regra, 


sia l 
Pik Qi = Rijk- 


. ti i . 2 
Definamos agora as quantidades Pj como se Piy fosse realmente um tensor; isto é, 


construamos um tensor das quantidades P3: 
du; dum Oln, 
2 
dup du; duk 
= Pã. Com efeito, pelo teorema do produto in- 


i Pp 
Pir = Pan 


tm 
Mostraremos que, em verdade, Pj = 
terno, a equação 


At "l 
PQ: = Rijk 
deve-se verificar também no novo sistema. Subtraindo as equações apropriadas, obte- 
mos 
ni nm — 
(Pik — Pjk)Q: = 0. 


; lé trán : A 
Isso é verdadeiro para todos os valores de j, k e |. Como Q'f é arbitrário, pois Q} é 


ma iii = Ed La tão 
“Talvez seja mais apropriado escrever 8x em vez de Bm Veja a p. 702 para a distinção entre estes símbolos. 
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arbitrário. podemos escolher. por exemplo. Q’:! = | (! qualquer), enquanto que 


O"! = 014 qualquer ei + 2): então, evidentemente 
12 2 š k 
Pik = Pik (J. k quaisquer). 


No entanto. este raciocínio pode ser repetido para todos os valores de i, demonstrando 
que Pii = Pz ti. j. k quaisquer). como desejado. l 

Foi mostrado. na Seção 16.4, que a natureza st À 
tensor cartesiano é uma propriedade independente do sistema de coordenadas. Isso é 
também verdadeiro para os tensores gerais. desde que. todavia, Os índices a serem 
trocados sejam ambos covariantes ou contravariantes. Considere, como um exemplo, 


métrica ou anti-simétnca de um 


o tensor A', e seja. por exemplo. A} = -Ai Então. 


Hi du; um OU 
Ajk = E DE Amn 
ðu, du; Iuk 


enquanto que 


4 
ri OU; Up Ôg r 
e = E Eu: Apa 
du, ðU; du; 
Fazendo agora Ai, = -Amp obtemos 
A 
du; Uq dUp 


Ap = — Arps 
s du, du; ðU 


O tado direito é, evidentemente, igual a —Ajks como desejado. A demonstração. no 
caso de simetria. é a mesma. e deveria ser óbvio porque não poderia ser verdadeira, se 
uma propriedade como Ajg = — At fosse considerada. 

© A teoria geral dos tensores admite também a definição do tensor de Kronecker. O 
conjunto dos deltas de Kronecker pode ser sempre usado como as componentes de um 
tensor cr um sistema particular dado. Se fornecerão ou não um tensor isotrópico 
(como nos sistemas cartesianos) dependerá de como vamos permitir que se transfor- 
mem. Evidentemente, podemos introduzir três de tais de conjuntos de deltas de Kro- 
necker e representi-los por ô. ô” e ô. indicando o caráter do tipo de transformação 
tensorial a que estarão submetidos. Somente o terceiro conjunto dará origem a um 
tensor isotrópico: 


i m £ Oun f Ium É J 
si =a ðu; Ilin ðu Um _ 9U sg 


” Otim QUI dUm JU; dus 


Este tensor representa uma generalização do tensor de Kronecker a sistemas de coor- 
denadas arbitrários. Os simbolos ô, e ô" podem também dar origem a tensores (pode- 
mos forçar “ue sejam tensores), mas não serão isotrópicos, e por esta razão é preferí- 
vel evitar de usar a letra ô. 


pda contração de um tensor é equivalente a tomar um produto interno com ôj, por 

K ic 0 L i j 
exemp O. Rimôj = Riam = St. Isso não funcionará com ô; ou 8º, pois a operação não se verifi- 
cará em todos os sistemas de coordenadas simultaneamente (veja a p. 700). 


O tensor de Kronecker 8; está intima i tri 
- j es ntimamente ligado com a métrica g; do espaço. 
definida (p. 699) pela fórmula Sy já 
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4 (ds, ds) = gij du‘ di, 


onde o lado esquerdo representa um invariante (um escalar). Como já 
(p- 698), o tensor métrico g; pode ser usado para obter as componente 
um vetor, a partir das contravariantes. O processo pode ser estendid 


foi mencionado 
s covariantes de 
o a tensores de 


qualquer posto e é comumente conhecido como o processo de baixar os índices. Os 
tensores relacionados por esta operação são conhecidos como tensores associados, € € 
costume indicar a posição em que um certo índice foi baixado por meio de um ponto, 
por exemplo. guTih = Timi OU BmnT"P = T!;? Como um tensor de posto r tem mais de 
um tipo de tensores associados, esta notação é uma maneira muito útil de distinguir 
entre eles. 

É natural perguntar como realizar o processo inverso, ou seja, como elevar um 
índice. Isso é feito pelo chamado tensor métrico associado gº, que é representado pela 


matriz inversa da matriz g;;, de maneira que 
olk — „kj k 
Bug = g gu = 6. 


O tensor g” é contravariante em ambos os índices; isso pode ser mostrado como se- 
gue: Considere as equações A, = gyA'. Se os A’ são arbitrários, o mesmo acontece 
com os A; (naturalmente, supondo que g; é não-singular). Ache 4º para obter 4º = 
g*A,. Aplique agora o teorema do quociente* para obter o resultado pedido. 

É costume definir o determinante da matriz métrica por g, de maneira que o de- 
terminante de g” seja 1/g. Também, se representarmos o cofator do elemento gi; por 
Gy, então? 

g” = G;;/g. 
Como foi mencionado antes, o tensor g” é usado para elevar índices, por exemplo: A! 
= g”A;, T = E um etc. 

Por analogia com os deltas de Kronecker, os símbolos de Levi-Civita podem tam- 
bém ser usados para gerar vários tensores. Considere, por exemplo, um tensor contra- 
variante de posto três, representado por e''*, cujas componentes coincidem com os 


símbolos de Levi-Civita correspondentes* e em um sistema particular. Em um novo 
sistema, nosso tensor terá as componentes 


tijk _ „lmn ÔU; OU; OU, 
ER ðu, dUm Un 


Para achar os valores numéricos de e'“*, sejam i, j, k iguais a 1, 2, 3; então, o lado 
direito será igual ao determinante da matriz 


e e 
* 3 š . Ak . Ee 

O Teorema do quociente não pode ser aplicado diretamente a gug" = 64, Pois gy não é um tensor arbitrári 
a o observar que as quantidades Gy não se transformam como um tensor é g não é um invariante eita 


+ ž â i 
Em outras palavras, e! = €u com a convenção, naturalmente, que isso não é uma relação tensorial e é válid 
Somente para um sistema. o 
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ou o Jacobiano das novas coordenadas com relação às originais. Representaremos este 
determinante por J. De uma propriedade fundamental dos determinantes (permutação 
das linhas). segue-se que e'“* terá o valor +J se i, j, k formarem uma permutação par 
de 1, 2,3. Pelas propriedades de anti-simetria dos tensores, segue-se além disso que 
e'vk tem a mesma estrutura que e'*, exceto que suas componentes são +J e 0, em vez 
de +1 e 0. Observe que os símbolos de Levi-Civita podem ser recuperados no novo 
sistema, se dividirmos e'“* por J ou. equivalentemente, se os multiplicarmos pelo de- 
terminante D da matriz inversa, ou seja, o Jacobiano das coordenadas primitivas com 


relação às novas 


dm ðu, ðu, 


dui dus dus 


du1 dus dus 
du1 us dus 


Devido à necessidade de multiplicar por D, o conjunto dos símbolos de Levi- 
Civita, como tal, não constitui um tensor. Para indicar o caráter especial destes símbo- 
los, é costume, no cálculo tensorial, representá-los por letras góticas. Nós redefinimos 
os símbolos de Levi-Civita por 


+1, sei,j, ké uma permutação par de 1, 2, 3 
et = {—], sei, j, k é uma permutação ímpar de 1. 2,3 Válido em todos 
os sistemas. 


O, nos outros casos 


A lei de transformação para os e“* será, portanto, 


, , 
tijk ðu; ðUG IUk Imn 
Ea , 


du; Um Un 


e garante que e'“k = etk, Quantidades que se transformam, segundo esta lei, são cha- 
madas de densidades tensoriais, e o conjunto dos símbolos de Levi-Civita pode ser 
considerado como um exemplo de uma densidade tensorial isotrópica (compare com a 
p. 683). Esta idéia pode ser imediatamente generalizada para introduzir toda uma 
classe de quantidades conhecidas como tensores relativos e representada, via de regra, 
por letras góticas. 


Definição. Um tensor relativo de peso w (e também de posto r e de tipo apro- 
priado) é um conjunto de quantidades que se transformam segundo a lei 
ðU; CEAN ., Ou, ðu, 


dup dug ðu, du, 


PR... 
8t...s 


Timi! = D” 


onde Dº é aw-ésima potência de D = det {ðu;/ðu;} ou seja, o Jacobiano 
D = 9(u1, u9,...) 


(ut, us, ...) 
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das coordenadas originais com relação às novas. 


Densidades tensoriais são, então, tensores relativos de peso +1. Tensores relati- 
vos de peso — 1 são também conhecidos como capacidades tensoriais. Tensores ordi- 
nários (ou absolutos) podem ser considerados como tensores relativos de peso Zero. 

Os tensores relativos não são, de nenhuma maneira, raros. Por exemplo, O deter- 
minante de um tensor covariante de posto dois é um escalar relativo (tensor relativo de 
posto zero) de peso 2. Com efeito, tratando A y como o produto de três matrizes (como 
na p. 695) 


Oum Un du; E Un 
G = Amn = E (Amn) (Gi) 2 


ðu; du ÔUin u'; 


e usando a relação 
T 
det (5) = det (50) = D, 
ðu UA 


OU; T 2 
det (4';) = det Em det (Amn) det (~) = D det (Amn)D = D” det (Amn), 


1 
dus; 


obtemos 


m 


como foi afirmado. Semelhantemente. não é difícil demonstrar que o determinante de 
um tensor contravariante de posto dois é um escalar relativo de peso —2. 

Tensores relativos de mesmo peso, posto e tipo formam um espaço linear. O 
produto externo de dois tensores relativos é um outro tensor relativo de peso igual à 
soma dos pesos dos fatores. A contração de um tensor relativo deixa seu peso inva- 
riante. Estas e outras propriedades são facilmente dedutíveis e as demonstrações serão 
omitidas. 

O tensor densidade de Levi-Civita permite a extensão do conceito de produto 
vetorial de dois vetores a sistemas de coordenadas arbitrários e a espaços não- 
euclidianos. Dados dois vetores covariantes A; e By, construímos as quantidades 


GË = etA;By, 


ou seja, 


gi = 4,Bz — A3B2, ÇC? = A3Bı — 41Bs, 


ç? = AıB2 = AəBı. 


Evidentemente, as componentes &' se reduzem às componentes usuais de um produto 
vetorial em sistemas cartesianos, e podem ser tratadas como uma generalização deste 
conceito. Observe, contudo, que Œi não é um vetor, mas uma densidade vetorial (ten- 
sor relativo de posto 1 e peso 1). É também, contravariante, em oposição a A; e a By. 

Um produto vetorial de dois vetores contravariantes pode também ser formado 


por meio da fórmula 


i pk 
ci = eijk A BT, 


onde e;;, é a chamada capacidade tensorial de Levi-Civita, definida pela mesma fór- 
mula que e» mas se transformando formalmente de outra maneira. 
$ 
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Exercício. Venfique que €.;+, que se transforma como uma capacidade tensorial covariante, é com 
efeito um tensor relativo isotrópico, de maneira que a definição é consistente. Deduza que C, é 


uma capacidade vetonal covanante. 


Produtos triplos de três vetores covariantes e contravariantes podem também fa- 
cilmente ser formados e são dados por 


Av Az A3 
p = et4,B,C, = det| B, Bə By 
Či Cy Cs 
e por 
A! A? A? 
v = eA'B'Ct=det| B! B? B? 
COC ER 


respectivamente. O primeiro produto é uma densidade escalar e o segundo é uma 
capacidade escalar. 


Observação. Da última afirmativa, segue-se que o produto das diferenciais 
dy = du! du? du? 


usado nas integrais de volume deveria ser tratado como uma capacidade tensorial na análise 
tensorial. Este fato é conhecido desde o cálculo avançado, onde o elemento de volume, dado por 
dy dy d: em um sistema cartesiano. pode ser substituido por J du’ du? di? = J dù em coordenadas 
curvilincas, enquanto que o integrando é tratado como um escalar. Do ponto de vista da teoria 


Sf dv = fffran, U2, Us) du di? di 


será invariante, se p for uma densidade escalar (e não um escalar). O ponto é, naturalmente, que 
o Jacobiano J e tratado como relacionado a p: sempre que as coordenadas forem mudadas. p será 
substituido por p’ = Jp enquanto que dd será substituído por dd” (e não por Jdd). Como 
dv = (14XD. o produto p'dd” permanece invariante. Esta observação, a propósito, explica o 
termo densidade tensorial. 


dos tensores, a integral 


16.10 A DERIVADA COVARIANTE 


Na Seção 16.6 foi mostrado que as derivadas parciais de um tensor cartesiano dão 
engem a um tensor de posto mais alto. Esta propriedade não é verdadeira para tenso- 
res gerais, e esta é uma das diferenças fundamentais entre as duas situações. A inves- 
ugaçäão deste problema nos conduzirá a uma compreensão mais profunda do conceito 
de derivada. e à definição de um novo tipo de derivada apropriado à análise tensorial. 

Para começarmos. as derivadas parciais de um tensor escalar (tensor posto 
zero) g = du us...) formam um tensor. ou seja. um tensor covariante. pois se 
transformam de maneira apropriada: 
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e ôe ður, 


du; Our ðu; 


Este tensor covariante é conhecido como o gradiente do escalar q. Observe, contudo, 
que suas componentes não são exatamente as mesmas usualmente empregadas no cál- 
culo vetorial (veja a p. 39). As últimas são modificadas pelos fatores A; e representam 
as componentes físicas do gradiente (compare com a p. 698). Por exemplo, em coorde- 
nadas polares no plano, as componentes covariantes do gradiente são dplar e aglað, 
enquanto que as componentes físicas são ðg/ðr e (1/r)(9p/90). As componentes físicas 
não são usadas na teoria geral dos tensores, pois são convenientes somente no caso de 
coordenadas ortogonais especialmente orientadas. Por outro lado, a teoria dos tenso- 
res admite componentes contravariantes do gradiente, g'(9p/911) que, em nosso exem- 
plo. se reduzirão a dp/9r e (1/1) ap/96). 


Observação: Em geral, as componentes físicas À, de um vetor, em um sistema no espaço eucli- 
diano com uma matriz métrica diagnonal, são dadas por 


o 1 — — pia 
A: = JA = (gi Ai = VAA (sem somatório), 
Zii 


onde os g; (sem somatório) são o i-ésimo elemento diagonal da matriz métrica. 


Considere agora as derivadas parciais de um vetor covariante. Da fórmula de 
transformação, A’; = A;(ðu;/ðu';), segue-se que 


ðA: _ Áj du; 4 4 ð o 


pea 
ðuj: ðu; ðu; ðu NOU; 


Escreva A; em termos de Ap e 9A;/0u; em termos de ðA,;/ðu, para deduzir a lei de 
transformação das derivadas parciais: 


ðA; 94; ðU, du; A Pu; du! . 


q m 
ðu, ðu, ðu; ðU; ðu’; duj OU; 
— [eme NE em” 


termo tensorial termo afim 


Caso não existisse o chamado termo afim do lado direito, a derivada parcial de um 
tensor covariante seria um tensor covariante de posto dois. Evidentemente, este termo 
extra está presente somente devido aos coeficientes da transformação ðu;/ðu’ não 
serem constantes. Por esta razão, não aparece nas coordenadas cartesianas, quer 
sejam ortogonais ou oblíquas. (Veja a p. 685.) 

Esta lei de transformação peculiar levanta imediatamente a seguinte pergunta: O 
que caracteriza um vetor constante? Em um sistema cartesiano, isso significaria que 
A; = const. (i qualquer), de maneira que 04 ;/0x, = O (i, k quaisquer). Se isso for 
verdade em um sistema cartesiano, será verdade em todos os outros. No entanto, o 
mesmo não acontece com as coordenadas generalizadas. Se um vetor for constante, 


suas componentes ainda variam de ponto a ponto. 


Como exemplo, seja q um potencial eletrostático no plano dado por q = —ax 
(a = constante). Ele dá origem a um campo eletrostático constante E = —grad y com 
componentes cartesianas E, = a, E, = 0. Em coordenadas polares, o potencial será 
e = —arcos 8. Nem as componentes covariantes de seu gradiente. 
ð 
IË iagos 0, Œ Z arseng 


ðr 30 
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nem suas componentes físicas —a cos 0 ea sen 0 serão constantes. À última afirmativa 
está ilustrada na Fig. 16.11, onde o campo eletrostático constante E = ai esta decom- 
S ári componentes físicas. 
posto, em varios pontos, em suas 
A conclusão auto-evidente é que. se nos deslocamos de um ponto dado Mír, 6) 
para um ponto próximo N(r + dr. 0 + d0), as componentes covariantes do vetor 


A = ae = —acos ð, 
Ás = É = arsenô 


adquirirão mudanças infinitesimais 


54, = asen6 do, 
54, = asenb dr + ar cos 6 dê 


Fig. 16.11 


que são totalmente devidas a mudanças dos eixos coordenados e, de nenhuma ma- 
neira, devidas a mudanças do próprio vetor. 

Consideremos agora o caso de um vetor covariante geral, que não é necessaria- 
mente constante. Ao nos deslocarmos de um ponto M para um ponto próximo N, a 
variação total (diferencial total) dA; de uma componente qualquer dada deveria consis- 
tir de duas partes: uma devida à mudança dos eixos de coordenadas (orientação, ângu- 
los, etc.) e a outra devida às variações intrínsecas do campo vetorial. As primeiras 
serão representadas por Å; e as últimas por 94;. de maneira que dA; = A; + dA; 
Estas duas partes são facilmente separáveis no espaço euclidiano, pois em um tal 
espaço existem coordenadas cartesianas, nas quais toda a mudança será proveniente 
de dA;. 

Por enquanto. limitemo-nos aos espaços euclidianos e usemos O símbolo especial 
AX para as componentes covariantes em sistemas cartesianos. Transformando as deri- 
vadas parciais de um sistema cartesiano selecionado para um sistema arbitrário € 
usando a fórmula da p. 706, obtemos* 


— du, 9x1 duk OU; z m Ju;ðuk dX; ` 


x 
da, = 4: k _ 0A] OX OX pk 4 À 02x; Oum gyt 


. k eå : a a i i 
Observe que os du* são vetores contravariantes, mas os dA, não são nem mesmo vetores, pois as derivadas 
parciais nåo såo tensores. 
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Como um vetor constante se caracteriza pela afirmativa de que 
94% /9x = 0 (j, k quaisquer). 
é claro que o segundo termo corresponde a ôA;; ele pode ser escrito como 
34; = TA di, 
onde o conjunto de quantidades indexadas triplamente 


2 
ð Xj Jum 


Tik = 
“qu; dup 0X; 


será provisoriamente chamado de afinidade euclidiana do sistema tt. É, em verdade, 
independente da escolha do sistema x; desde que este seja cartesiano. 


Exercício. Verifique a última afirmativa, considerando um outro sistema cartesiano x, = apx; com 
a, constante. 


Observe que, se o sistema u; for também um sistema cartesiano, então T} = O 
para m, i, k quaisquer. Disso segue-se que a afinidade euclidiana não pode ser possi- 
velmente um tensor. Se fosse um tensor de posto três, deveria então anular-se em 
todos os sistemas, uma vez que se anula em um sistema particular. Isso é confirmado 
pela dedução da lei de transformação para os T, que é simples. De 


dx; _ 9X; dUp 


+ 
du; dup OU; 
segue-se que 


92x; (= z] ðun o up 


ðu; QUI: du, du; OU) OU; du, OU; du: 
P q P 


Use também 
dum _ ÔUm dUr 
ðX; du, 0X; 


de maneira que 


pt = 92x; dum S 92x; dg ÖUp Um ÕUr + aPup 9x; dun ðu, 
du! ðu Xj  ÖUp Uq ðu, du; ðU, 0X; ðu; ðu; dUp du, ðX; 
= T, ou”, dup dUg | 3 Up PUn, 
ðu, du; ðu Qui Oui Up 
termo tensorial termo não-tensorial 


Esta fórmula contém a definição de afinidade euclidiana como um caso especial (se os 
u, forem cartesianos) e explica por que o índice m em Pk. é escrito superiormente e os 
índices i e k inferiormente, malgrado O fato de que não estamos lidando com um ten- 


Sor. 


Observação. A quantidade A; + 8A; = Aı + TAIA mdu" é conhecida como deslocamento paralelo 
do vetor A; (do ponto M ao ponto N). Mostra essencialmente como as componentes de um vetor 
definido no ponto M seriam no ponto N, seo vetor fosse transportado de M para N sem nenhuma 


mudança intrínseca. 
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Considerando agora a quantidade dA,, observemos que ela pode ser escrita como 


di Ea fdn) du", 


MA; = dÃ;— ôA; = ( 


e que a expressão entre parênteses pode ser considerada como uma nova espécie de 
derivada, responsável pela mudança intrínseca do campo vetorial. Ela é chamada de 
derivada covariante do vetor A; e frequentemente denotada por Aix, onde o ponto e 
vírgula simboliza a operação de diferenciação covariante. A propósito, a derivada par- 
cial de A; é frequentemente representada pelo mesmo símbolo, mas com uma vírgula 
em vez de um ponto e vírgula:* 94,/0u, = Aix, de maneira que A; = A, p — THA n. 

Deveria ser evidente de nossa análise que, do ponto de vista de um fisico, é a 
derivada covariante. ou seja, a quantidade que gera as modificações reais do cam- 
po vetorial, que deveria ser considerada como a derivada verdadeira. Pode agora ser 
conjecturado que A; é um tensor de posto dois; o raciocínio pode ser feito como 
segue. A quantidade A, + ôA, representa o vetor A;, como definido no ponto M, 
mas com as componentes recalculadas em ponto vizinho N; por conseguinte, 
JA; =(A; + dA) — (A; + ðA) é a diferença de dois vetores relativos ao mesmo ponto e 
deve ser um vetor; então, de dA, = Aidu", segue-se que, pelo teorema do quociente, 
Aix é um tensor, covariante em ambos os índices. 

O caráter tensorial de A,, pode também ser verificado diretamente. Usando as 
leis de transformação para as afinidades e as derivadas parciais, obtemos 


po 0A; ED ðA; ðu, du; , 8u; Ou, 
ike S 7 g Tik Am e RS ; p M = AEEA 
Jul. ðu, du du; ðu; du; du; 
1 2 , 
r” dum Up lq A Ô U, Um 4 
E pq Aa pur p m E pan BA me 
ðu, ðu; Ou). du; du). ðU, 


Achamos que o termo afim em 9A4:/9u; é cancelado por um termo semelhante. que 
provém de [y Usamos agora A!,(01,/9u,) = Á, e mudamos algumas das variáveis de 
somatório para obtermos o resultado descjado: 


5 ðA; ðu, du; r ðUp Ug 
E a S D 
du, ðU; ðU; du; ui 
E (= a rAr) ae OO, 
ður du. OU du; du. 


16.11 CÁLCULO DOS TENSORES GERAIS 


O conceito de derivadas covariantes pode ser estendido a tensores de todos os postos 
e tipos. Isso pode ser feito muito convenientemente, considerando escalares construí- 
dos a partir de tensores de vários postos. A razão subjacente é que mudanças em eixos 
coordenados não têm efeito sobre um escalar y. A quantidade dp é sempre identica- 
mente zero e a variação total dy durante um deslocamento de um ponto M para um 
ponto próximo N é inteiramente devida à variação intrínseca do campo vetorial. Isso é 
logicamente expresso, postulando que a derivada covariante de um escalar é idêntica à 
sua derivada parcial: 


*Infelizmente estas convenções não são uniformes. Alguns autores usam Ax em vez de A, para indicar 
derivada covariante. Outros símbolos, como DA Dux, são também usados. 
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Considere agora o escalar A;B! formado de um vetor covariante e de um vetor 
contravariante. Em um deslocamento paralelo para um ponto próximo (veja a Obser- 
vação da p. 708), os vetores A, e B' se tornariam A; + 94; e B! + 6B', respectivamente. 
Como 5(A;B') = 0, podemos escrever, em termos de primeira ordem, 


(AB) = (A; + SAB + ëB) — A;B? = A; Bİ + BIA, = 0. 


Como ôA; = THA ndu", deduzimos que A,ôB” = —B' ôA; = -BITRA du". Do fato de 
que Am é arbitrário segue-se imediatamente que 8B” = —BT7du" e isso fornece a 


mudança intrínseca de um vetor contravariante 
; í i i TOA 
AB = dBi — Bİ = ao dut + TB? du. 
Uk 


Por conseguinte, a derivada covariante de um vetor contravariante é dada por 


Não é difícil verificar que B7, é um tensor misto de posto dois. 

A mesma técnica pode ser usada para os tensores de posto superior. Por exemplo. 
no caso de um tensor covariante de posto dois, Ay construa o escalar q = A;;B'C' com 
dois vetores contravariantes arbitrários e efetue o deslocamento paralelo 


dp = (Ai; + SANB? + BC) + èCİ) — AjBiCi 
= BCI ôA; + AC) èB? + A;;B' 60º = 0. 
Escreva 8B' e 8Cº em termos da afinidade e deduza que 
Ai = TkAmj du” + THA du”. 
Segue-se disso a expressão da derivada covariante de A; OU seja, 


04;j 
uk 


m n 
Asjik = = no e DPjpÃin, 


que se verifica facilmente como um tensor covariante de posto três. 
Deveria agora ser evidente que a derivada covariante de qualquer tensor pode ser 


deduzida desta maneira e que a fórmula geral será 


z 3A: m gPa- _ PAPI o. 
AS; “p= dor TÁ TjsÃim... 


mj... 
Ok: mg... q pm.. 
+ Th + Tide +... 


overnada pelas três regras seguintes: 


A estrutura desta expressão é g f ç se | 
1. Além da ada pardal: há um termo afim negativo para cada índice covariante, e 
índice contravariante. 


um termo afim positivo para 1 i! ta 2 DPE 
2. O segundo subíndice nos símbolos I é sempre O índice de diferenciação (k neste 
caso). 


dE ass é i or sua vez, para a posição livre de mesm 
3. Cada índice em A” é transferido, P i 2 
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tipo (índice inferior ou superior) do símbolo T e seu lugar é tomado por um índice 
mudo, que ocupa também o lugar restante (de tipo oposto) no símbolo. 

A derivada covariante de um tensor é um outro tensor, cujo posto foi aumentado 
de um, e em que o índice extra é covariante. O processo de diferenciação covariante 
obedece a duas regras básicas da diferenciação ordinária: 

1. A derivada de uma soma é a soma das derivadas. 
2. A derivada de um produto é a soma de produtos semelhantes, onde um dos fatores, 


por sua vez, é substituído por sua derivada. . 
A venficação da primeira propriedade é trivial. A demonstração da segunda será ilus- 


trada por um exemplo particular: Seja A, = T,;B'; então 


Aix = (TB) — T'AT aB) 
du 


ðB’ 
= Ou 


= Tupi, T 
du 


a TÃTn;B). 
No entanto, 
0T,5/0Uk = Tosa + DT; + TET ;n e 9B'/du, = Bl, — TiyB”. 


Substituindo na relação acima, observamos que todos os termos afins se cancelam, 
fornecendo o resultado desejado: 


(T;;B).k = Tijs B? + Ti; Bike. 


O cálculo de derivadas covariantes de tensores no espaço euclidiano exige, como 
pré-requisito, o cálculo da afinidade euclidiana dada por 


2 
9x; ðu 
m 3 m 
I ik 7 


Ou; du; ðX; 


Esta fórmula mostra que a afinidade euclidiana é simétrica com relação aos subíndices, 
Pg = [y. mas não representa necessariamente a maneira mais conveniente de calcular 
os coeficientes Pi. Em vez disso. podemos deduzir uma fórmula, relacionando direta- 
mente os [jk com o tensor métrico, e esta fórmula será de grande importância teórica. 

Lembre-se que um vetor covariante A, e um vetor contravariante AÏ são essen- 
cialmente duas representações de um campo vetorial abstrato. Se este campo vetorial 
for intrinsecamente constante, então tanto A;.» quanto Ai, devem anular-se. Observe, 
no entanto. que 


= Í e j j 
Aik = (84), = BijkA + gijAlk 
Isso conduz à conclusão de que, para um campo vetorial constante, devemos ter 


Sua! = 0. No entanto, A’ é arbitrário em um ponto dado qualquer e obtemos a s€- 
guinte afirmativa extremamente importante: 


ijk = 0. 


Em outras palavras, o tensor métrico comporta-se como uma constante sob a diferen- 
ciação covariante. Usando isso, escrevemos explicitamente 


Eijk = EPA = DikBmj = DS im = 0. 
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Duas outras equações deste tipo podem ser obtidas por permutação cíclica dos índices 
pjek 


ÔZik m m ð 

rp” mes boia ES ki 

du; PjiZmk Pki8jm = 0, “Er — Pkjgmi — Digkm = 0. 
J 

Adicionamos as duas últimas relações e subtraímos a primeira: usando a simetria tanto 

de gy quanto de T; com relação a seus subíndices, obtemos 


2 To. e El oe 13 F 
Bmkl ij ðu; + du; ERA 


m 


Para achar T?’ destas equações, multiplicamos ambos os lados por !2g'"* (veja a p. 702) 


e usamos g'to = Ôw. de maneira que 


pe = agi Es Zik ags] 
1 2 z º 
du; du; duk 


Além de seu valor prático. esta fórmula permite a extensão da idéia de diferenciação 
covariante a espaços não-euclidianos (veja a p. 699). Espaços em que a métrica g; está 
definida são chamados de espaços de Riemann. Em qualquer espaço de Riemann, quer 
seja ou não euclidiano, a afinidade pode ser definida pela fórmula acima. Neste caso. 
T; é chamado de afinidade métrica ou, mais comumente, de simbolo de Christoffel de 
segunda espécie e frequentemente representado por (7) . Nesta nomenclatura, o sím- 
bolo de Christoffel de primeira espécie é definido pela expressao 


ra 1| 3gki Ogi dg; 
ij, k] = ES mas, O, 
lij, k] pe t ðU; ðUk 


de maneira que, por definição, 
n — „nkp;, 


Quer o espaço Riemanniano seja ou não euclidiano, supomos tacitamente que o 
tensor métrico é simétrico, pois está definido por uma forma quadrática 


(ds, ds) = gij du dw', 


em que uma parte anti-simétrica concebível de g; não contribuiria em nada para 
(ds,ds) e pode ser omitida. Segue-se, então, que os símbolos de Christoffel (7) são, por 
definição, simétricos em seus índices inferiores. Partindo da lei de transformação para 
os gy, é uma tarefa simples verificar que as quantidades {py se transformam da 
mesma maneira que afinidades euclidianas (mesmo em um espaço não-euclidiano), ou 
seja 
2 i 
nV r | 3u, dup dug ð Up Un. 


ij pq) du, ðu; ðu; ðu; du; dup 


Disso, por sua vez, segue-se que, se a derivada covariante de um vetor covariante for 
definida por 


04; (el Fo 


Aik = du ik 
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então A, será um tensor de posto dois. Afirmativas análogas podem ser Rs nie 
as derivadas covariantes de outros tensores. Em resumo, todas as proprieda es da 
diferenciação covariante permanecerão verdadeiras se Iik for substituído por tp e 
aplicado a um espaço Riemanniano arbitrário. 


Observação. É possível estender ainda mais a noção de afinidade e de a a a 
espaços que não possuem nenhuma métrica. Em tais espaços,* os tensores são definidos, como 
antes, por suas propriedades de transformação. No entanto, não se pode dizer que um certo vetor 
covariante e um certo vetor contravaniante são somente duas representações de um mesmo vetor 
abstrato, pois falta a conexão métrica entre A; e A'. Neste caso, uma afinidade Dik, no sentido 
geral, fica definida em um sistema de coordenadas particular por um conjunto arbitrário de valo- 
res, exigindo-se que ele se transforme segundo a fórmula da p. 708. A diferenciação covariante é 
definida como antes e produz tensores a partir de tensores, conduzindo a um tipo de cálculo 
semelhante ao dos espaços de Riemann, exceto que não há nenhuma referência a g;. Os detalhes 
de interesse para um físico podem ser encontrados em outros locais.t 


Os resultados demonstrados nas duas últimas seções fornecem-nos um mecanismo 
para exprimir um grande número de leis físicas em uma forma aplicável a sistemas de 
coordenadas arbitrários. Isso será ilustrado pondo os operadores diferenciais comuns, 
o gradiente, a divergência, o rotacional, e O laplaciano, em formas apropriadas ao 
cálculo tensorial. f 

O gradiente de um escalar q é geralmente definido como o vetor covariante dado 
por 


dy 
d = = —— I) 
(grad q); = p;i Du; 
e já foi discutido na Seção 16.10. Uma lei física como grad y = —E deveria tomar a 
forma covariante 
Pi = — E, 


onde as quantidades E, devem ser tratadas como as componentes de um vetor cova- 
riante.* 

A divergência de um vetor V é dada em coordenadas cartesianas por 9V;/0x, e é 
obtida por contração do tensor cartesiano ôVildx;. No cálculo tensorial geral, a deri- 
vada parcial deve ser substituída por uma derivada covariante e, a fim de obter um 
escalar por contração, devemos ter um tensor misto de posto dois (veja a p. 700). 


Conseqientemente, devemos diferenciar as componentes contravariantes de V e defi- 
nir 


| 


dy sois E k yk 


Esta expressão é um escalar em todos os sistemas e se reduz à forma familiar no 
sistema cartesiano. Ela pode ser reescrita de maneira diferente. Observe que, se gy for 
simétrica, então a métrica associada g” é também simétrica, de maneira que 


i| | 4 ij|Î8ik Bii 98h] 4 adgy 
E 28 |? + Uk du; = 28 du 


RE E 
*Tais espaços, chamados mais freqiientemente de variedades, são simplesmente conjunto de pontos 

Mu. u2 .. uy), definidos por N coordenadas, que podem variar continuamente. 

tVeja, por exemplo, Schrôdinger, Space-Time Structure, e Brillouin, Tensors in Mechanics and Elasticity. 
*Se o vetor E está originalmente definido em um sistema cartesiano, então as componentes covariantes € 
contravariantes coincidem numericamente. A fórmula acima mostra, contudo, como estas componentes devem 
transformar-se ao introduzir-se um novo sistema de coordenadas. 
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Além disso, considere as derivadas parciais ðg/ðu, do determinante g de um tenso” 
métrico. A derivada de um determinante N x N pode ser obtida diferenciando cada 
linha separadamente e adicionando os N determinantes resultantes. Em termos de 
nossa convenção de somatório, isso será 


ð dBij ij 
se = io 
Up ðU 


onde Gº é o cofator de g;. No entanto, G“ é igual a gg, de maneira que vale a 
seguinte fórmula útil: 


il dps a lags É ð z 
(é) 28 EA 2 g du, VE au V8 


Por conseguinte, a expressão para a divergência pode também ser escrita como 


t 
divv = A (ve x Vg v’) aot SO (VE VM. 
vg du; du; Vg du; 

E possível obter a divergência partindo das componentes covariantes do vetor V 
por meio da fórmula div V = g“V;;. Com efeito, não é difícil mostrar que a métrica 
associada comporta-se também como uma constante sob a diferenciação covariante, 
de maneira que 


V;; = (g"V = gV pio 
O laplaciano V2p é definido como sendo div grad y e pode ser formado de duas 
maneiras equivalentes. O gradiente pode ser tornado contravariante por 


i ij ij ij 9 
(grad y) = g” (grado); = g"p.;; = A 
Uj 


e sujeito à operação divergência 


ij 1 ð — ij ôe 
2 = JL No qm si sp, Vora. 
Vêp = (gv; NA 2 (vzs 2e) 


Alternativamente, um tensor de posto dois, q; ; i pode ser formado pela diferenciação 
dupla de ọ covariantemente e pela contração com o tensor g”: 


kasa a Vl dl 
Bis ag a e dp PSA PA 
Vo = 8 pio É ðu; Ui) dum 


A definição de rot de um vetor é um pouco mais complicada. Lembremo-nos que, 
em coordenadas cartesianas, rot V é um vetor em dimensão 3, mas um escalar em 
duas dimensões. Mais precisamente, é um pseudovetor ou um pseudo-escalar, respec- 
tivamente (veja a Seção 16.5). No cálculo tensorial geral, em um espaço de dimensão 
N, rot V deve ser considerado um tensor de posto dois anti-simétrico, dado por 


(rot VD = Vji— Vis 


É interessante observar que a expressão V; — Vis é igual a V; — Vy, pois os termos 


Aa ci 
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afins se cancelam. No espaço tridimensional, este tensor fica explicitamente exibido 
pela matriz 


Desta definição fica claro que, em espaço de N dimensões, rot V tem ¿N(N — 1) 
componentes independentes, o que fornece o número já conhecido de três compo- 
nentes em dimensão três e de duas componentes em dimensão dois. Além disso, a 
razão por que um tensor de posto dois anti-simétrico pode disfarçar-se como um vetor 
em três dimensões é a seguinte: Por meio da densidade tensorial de Levi-Civita ek 
podemos associar com rot V a densidade vetorial contravariante j 


i „ijk ijk Vk 
= V.. = O! k 
w e k;j e du; 
de maneira que, explicitamente 
1 3V = oba, CA RL 3 ôV ok, 
dus dus dus du, ðu dus 


Devido a seu caráter tensorial, esta relação entre w! e V,.; é válida em qualquer sis- 
tema de coordenadas. Em outras palavras, enquanto (rot V,); se transforma como um 
tensor de posto dois, w' se transforma automaticamente como uma densidade tensorial 
de posto um. Qualquer uma destas duas entidades contém a mesma informação e é 


inteiramente equivalente à outra. 


Observação. E também possível, no espaço tridimensional, associar a rot V um vetor verdadeiro, 
e não uma densidade vetorial. Defina o chamado tensor permutação e“ por meio de 
ijk l ijk 
e” == e” . 
Vg 
Como g é um escalar relativo de peso 2 (p. 703)1//g é uma capacidade escalar e et% deve ser um 
tensor, embora não seja isotrópico.* Por conseguinte, a qualidade 


i 


ijk 
W = = e Vi 


mó 
Vg ' 
é um vetor e pode ser usada para representar rot V. 


Em conclusão, podemos legitimamente perguntar qual a maneira correta de es- 
crever rot V. Por exemplo, como escrever, sob forma covariante, a equação rot A = B? 


*Em sistemas cartesianos, e“* reduz-se a Te. 
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A resposta é que qualquer um dos métodos acima é igualmente bom. O importante 
é que ambos os lados da equação devem ser escritos da mesma maneira, que é, natu- 
ralmente, o objetivo da análise tensorial. E isso pode ser feito sem dificuldade. Por 
exemplo, se B for dado por componentes vetoriais contravariantes B', B?, Bº, pode-se 
sempre construir uma densidade vetorial a partir dele, por meio de B', = Vg B' ou um 
tensor covariante anti-simétrico de posto dois, por meio de Fi = Vg c;B', que pode, 
então, ser associado à forma correspondente de rot A. 
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PROBLEMAS 


1. Um produto externo A;B; de dois vetores é um tensor de ordem dois. Pode todo tensor de 
posto dois ser representado como um produto externo de dois vetores? Ache as condições 
necessárias e suficientes para que uma matriz 3 X 3 satisfaça sua representação como um 
produto externo. 

2. Supondo que x e y se transformam como as componentes de um vetor, determine quais das 
matrizes abaixo são tensores. 


2 D 
xº xy xy y? 

Ai; = o NIE Bi; = , 
Xp y x? —xy 
2 , = 2 
Ci = voy. Dij = xy x 
xy x? —y? xy 


mensões, um tensor anti-simétrico de posto dois possui no 


3. Mostre que, em um espaço de Ndi ico de ) sui 
dependentes e que um tensor simétrico possui no máximo 


máximo 4N(N — 1) componentes in 
ININ + 1) componentes independentes. e 
4. Demonstre a fórmula emtikm = 20im € deduza à expressão para Eiry- 
5. Usando as propriedades dos tensores de Levi-Civita e de Kronecker, escreva, em notação 


tensorial, as demonstrações das seguintes identidades: 


a) ((A X B]: [C X DD = (A - CXB-D) — (A - DI(B- O), 
b) [A X [B X CI] + [B X IC x Al] + [C x [A x BI] = 0, 
o) [A x [B x [C x DI] = (B: DJA X C] — (B: CNA x DJ. 


6. Em vez de ser representado por um terno (X1, X2, x3), UM vetor x em três dimensões pode ser 
representado pela matriz anti-simétrica 
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O —x3 x2 
X = X3 O —xı 
—x2 x1 0 


Mostre que o produto interno dos vetores x e y é dado por —tr (XY) e que o produto externo 
x,y; é dado por YX — Atr (YX). Ache uma expressão semelhante para o produto vetorial. 
Relacione os elementos X; da matriz X com as componentes Xx, por meto do tensor de 
Levi-Civita, e mostre que Xy se comporta como um tensor de posto dois sob rotações. A 
matriz X é completamente equivalente ao terno (xı, X2, X3) sob todas as transformações orto- 


gonais? 


. Seja By = egi(0A//0x;). Mostre que 


Além disso, deduza a primeira relação da segunda. Comente a relação destas fórmulas com 
rot A. 


. Mostre que as condições de simetria 


Aijt = Ajin Ageu = Agua  Åijkt = Agij 


reduzem o número de componentes independentes de um tensor elástico de 81 para 21. 


. Usando a definição dos tensores gerais da Seção 16.8, demonstre explicitamente que os coe- 


ficientes de transformação ðu; são eles próprios tensores mistos de posto dois. 


. Dado que A' é um vetor contravariante arbitrário e C;A'A' é um invariante, mostre que Cy + 


Cj é um tensor covariante de posto dois. Dê as razões por que esta afirmativa não pode ser 
feita separadamente para Cy e Cj 


. Verifique que 8, e 8”, como definidos na Seção 16.9, não são tensores isotrópicos. Mostre 


que se o sistema de coordenadas particular, nos quais 8;; e 8º são definidos por símbolos delta 
de Kronecker, ele é um sistema cartesiano; então, estes tensores são idênticos a g; e g", 
respectivamente. 


. Mostre que 


a) det Aj é um escalar. 

b) Vg é uma densidade tensorial. 
E Me 

c) e” RE E é um tensor. 


vg 


Seja A; um tensor anti-simétrico covariante. Mostre que as quantidades (1/Vg)Ay podem ser 
consideradas como as componentes de um vetor contravariante B,, tal que os subíndices i, j, 
k sejam todos distintos. 


- Considere o vetor A, dado (veja a p. 707) pelas componentes 


Aı = —a cos 0, Ao = arsenð. 


Verifique explicitamente que a derivada covariante do vetor se anula. 
Considere um sistema de coordenadas com tensor métrico diagonal: gy = 0, se i + j. Mostre 
que 
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9 a 
— (log Vg:;), + sem somatório 
9x; 


| 
— 
Sm 
Eu 

jo so 


onde fica subentendido que a convenção do somatório não se aplica e que letras diferentes 
implicam índices diferentes. 

15. Calcule todos os símbolos de Christoffel Ei? não-nulos no caso do sistema de coordenadas 
esféricas em três dimensões. 


ð — 
əx; (log &i i) 
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